Irrationalité de r

Exercice

A tout polynoéme f € R[X], on associe F = Z,@O(—l)kf(z’c).
a. Calculer [ f(#)sindr en fonction de F(0) et F(n).
b. Onsuppose que 7 = { avec a, b entiers > 0 et on pose f,(x) = xn(%bx)n. Tracer le graphe
de f; sur [0, ].

c. Prouver que f(f fn(t)sin ¢ dt est entier et en déduire que 7 est irrationnel.

Correction.

a. Notons que la somme qui définit F est finie. Si on effectue une double intégration par parties
dans I'intégrale, on obtient
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En itérant le calcul on a donc fon f(t)sint dt =F(r) + F(0).

b. La fonction f, est nulle en 0 et 7 et strictement positive sur 'intervalle ]0,7[. Ses dérivées
jusqu’'al’ordre n—1s’annulenten O eten a/b
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c. Pour montrer que I, = [ f,(¢)sint dr est entier, il suffit, d’apres la question 1, de montrer
que f, et toutes ses dérivées prennent des valeurs entieres en 0 et 7. Traitons le cas de 0 .
Comme 0 est une racine de f,, de multiplicité n, toutes les dérivées d’ordre p < n sont mulles
en 0. Soit p > n. On a par la formule de Leibniz,
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Quand on évalue en 0, il ne reste qu'un seul terme dans la somme, correspondant is k = n,
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car (a— bx)" est un polyndme a coefficients entiers. On montre de méme que les dérivées de
fnen m = 7 sont toutes entieres.



Comme f},(t)sin ¢ est strictement positif pour ¢ €]0, [, on peut affirmer que pour tout n,1,
2
est un entier naturel non nul. Or, comme x(a— bx) < Z—b =M pour tout x € [0, 7], on a
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ce qui est impossible. Donc 7 ¢ Q.
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