Le théoréme de Heine

Rappel : Soit f une fonction réelle définie sur la partie D de R. On dit que f est uniformément
continue sur D quand pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que pour tous x et x’ dans D, si |x —x' | <90,

alors|f(x)—f(x’)| <e:

Ye>0,36>0,Yxe D, VX' eD,|x-x'| <6 =|f0) - f(x)| <¢

Théoreme (Heine)

Une fonction réelle continue sur un segment [a, b] est uniformément continue sur ce seg-
ment.

Démonstration. Soit f continue sur [a, b]. On suppose que f n’est pas uniformément continue sur
[a, b]. Ceci s’écrit

Je>0,¥6>0,3x€ [a,b],3x € [a,b),|x— x| <bet |f()-f ()| >¢

Dans la suite, on fixe un € > 0 qui vérifie cette formule. Pour tout entier naturel n, en faisant 6 =
1/2", on peut trouver u, et v, dans [a, b] tels que

Ity — val < 1/2" et que |f (up) = f (vp)| > €

La suite (u,,) est bornée, donc d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass on peut en extraire une
suite (Uy(n)) ,op, qui converge. Sa limite ¢ est dans [a, b] (qui est fermé). La suite (vy(n)) , ., €Xtraite
de (v) ,eny @ aussi € pour limite car

1
[V = €| < |V = tpm]| + |tpum — ¢| <W+|uq)(n)_€| Pyl

Grace a la caractérisation séquentielle de la continuité de f en ¢ (qui est dans [a, b] ), on peut
passer a la limite dans I'inégalité large | f(vom)—f (v(p(n)” > €, ce qui nous donne

0=If(O)-fOI>£>0

qui est 'absurdité recherchée.

Théoreme (Heine cas général)

Soient X et X’ deux espaces métriques ou X est compact. Soit f: X — X’ continue. Alors f est
uniformément continue.

Démonstration. Supposons qu'il existe € > 0 tel que, pour tout n € N, il existe x,, y, € X tels que
d(xp,yn) <lnetd(f (xn), f(yn)) = €. Lasuite (x5, yn) ,c €St une suite de X x X qui est compact
(Tychonoff). Soit (Xp,, n,) eny UNE sous-suite convergente qui converge vers (a, b) € X x X. Comme
d (xn,, ¥n,) < 1/ny pour tout k € N, on a a = b. Comme f est continue, on a f(x,,) — f(a) et
f (¥n.) = f(b) = f(a) ce qui est impossible.
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