
Le théorème de Heine
Rappel : Soit f une fonction réelle définie sur la partie D de R. On dit que f est uniformément
continue sur D quand pour tout ε> 0, il existe δ> 0, tel que pour tous x et x ′ dans D , si

∣∣x −x ′∣∣< δ,
alors

∣∣ f (x)− f
(
x ′)∣∣< ε :

∀ε> 0,∃δ> 0,∀x ∈ D,∀x ′ ∈ D,
∣∣x −x ′∣∣< δ=⇒ ∣∣ f (x)− f

(
x ′)∣∣< ε

Théorème (Heine)

Une fonction réelle continue sur un segment [a,b] est uniformément continue sur ce seg-
ment.

Démonstration. Soit f continue sur [a,b]. On suppose que f n’est pas uniformément continue sur
[a,b]. Ceci s’écrit

∃ε> 0,∀δ> 0,∃x ∈ [a,b],∃x ′ ∈ [a,b],
∣∣x −x ′∣∣< δ et

∣∣ f (x)− f
(
x ′)∣∣⩾ ε

Dans la suite, on fixe un ε > 0 qui vérifie cette formule. Pour tout entier naturel n, en faisant δ =
1/2n , on peut trouver un et vn dans [a,b] tels que

|un − vn |⩽ 1/2n et que
∣∣ f (un)− f (vn)

∣∣⩾ ε

La suite (un) est bornée, donc d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass on peut en extraire une
suite

(
uϕ(n)

)
n∈N qui converge. Sa limite ℓ est dans [a,b] (qui est fermé). La suite

(
vϕ(n)

)
n∈N extraite

de (vn)n∈N a aussi ℓ pour limite car∣∣vϕ(n) −ℓ
∣∣⩽ ∣∣vϕ(n) −uϕ(n)

∣∣+ ∣∣uϕ(n) −ℓ
∣∣⩽ 1

2ϕ(n)
+ ∣∣uϕ(n) −ℓ

∣∣−−−−→
n−→∞ 0

Grâce à la caractérisation séquentielle de la continuité de f en ℓ (qui est dans [a,b] ), on peut
passer à la limite dans l’inégalité large

∣∣ f
(
vϕ(n)

)− f
(
vϕ(n)

)∣∣⩾ ε, ce qui nous donne

0 = | f (ℓ)− f (ℓ)|⩾ ε> 0

qui est l’absurdité recherchée.
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Théorème (Heine cas général)

Soient X et X ′ deux espaces métriques où X est compact. Soit f : X → X ′ continue. Alors f est
uniformément continue.

Démonstration. Supposons qu’il existe ε > 0 tel que, pour tout n ∈ N, il existe xn , yn ∈ X tels que
d

(
xn , yn

)
⩽ 1/n et d

(
f (xn) , f

(
yn

))
⩾ ε. La suite

(
xn , yn

)
n∈N est une suite de X ×X qui est compact

(Tychonoff). Soit
(
x̃nk , ỹnk

)
k∈N une sous-suite convergente qui converge vers (a,b) ∈ X×X . Comme

d
(
xnk , ynk

)
⩽ 1/nk pour tout k ∈ N, on a a = b. Comme f est continue, on a f

(
xnk

) → f (a) et
f
(
ynk

)→ f (b) = f (a) ce qui est impossible.
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