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La fonction exponentielle

Définition - Théorème
Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que{

f ′ = f
f (0) = 1

Cette fonction est appelée la fonction exponentielle et on la note exp.
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Théorème fondamental de la fonction exponentielle

Théorème.
Pour tout x et y dans R,

exp(x + y) = exp(x) × exp(y)

−→ Cette relation nous rappelle les règles de calculs sur les puissances, ce
qui nous amène a introduit la notation suivante :

Notation.
Pour x ∈ R, on note

exp(x) := ex où e = exp(1)
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Propriété de la fonction exponentielle avec la notation

Proposition.
Pour tout x et y dans R,

a. ex+y = ex × ey

b. e−x = 1
ex

c. ex×y = (ex )y

−→ C’est « naturel », on fait comme avec les puissances.
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Comportement et représentation graphique

Proposition.
La fonction exponentielle est strictement positive et croissante sur R.

e ≃ 2, 72 ex −−−−→
x−→0

0 ex −−−−−→
x−→+∞

+∞
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Exercice de manipulation

Exercice.
Simplifier les expressions suivantes.
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Exercice de manipulation

Exercice.
Résous dans R les équations suivantes.
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Exercice.
Pour k > 0, étudier les variations des fonctions fk et gk définies sur R par

fk : t 7−→ ekt et gk : t 7−→ e−kt

On rappelle que si une fonction f est dérivable alors la fonction

h : x 7−→ f (ax + b)

est également dérivable et on a

h′ : x 7−→ a × f ′(ax + b)

(dérivée d’une fonction composée)
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Croissance et décroissance exponentielle

Définition
Soit k > 0 un réel. On définit les fonctions fk et gk par

fk : t 7−→ ekt et gk : t 7−→ e−kt

• Les fonctions fk correspondent à une croissance exponentielle.
• Les fonctions gk correspondent à une décroissance exponentielle ou
atténuation.
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Croissance exponentielle - Illustraction
Ce sont des phénomènes de la forme

N(t) = N(0)ert

où N(t) est le nombre d’individus au temps t, N(0) le nombre d’individus
au temps 0, r le taux de croissance intrinsèque.

Exemple.
Très présent en biologie : augmentation du nombre de micro-organismes,
nombre de malades, etc.
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Croissance exponentielle - Illustration

Ce sont des phénomènes de la forme

N(t) = N(0)ert

où N(t) est le nombre d’individus au temps t, N(0) le nombre d’individus
au temps 0, r le taux de croissance intrinsèque.

Exemple.
En physique : phénomènes de réaction en chaîne, réaction nucléaire en
chaîne.

En économie : La croissance d’une dette en raison des intérêts composés.

Plus généralement : toute modélisation discrète par une suite
géométrique : un = u0qn = u0eln(q)n.
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Décroissance exponentielle - Illustration
Ce sont des phénomènes d’amortissement du premier ordre (voir équations
différentielles).

N(t) = N(0)e−rt

Exemple :
En biologie : modéliser l’élimination d’un produit dans le sang, au cours
du temps.
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Décroissance exponentielle - Illustration
Phénomènes d’amortissement du premier ordre (voir équations
différentielles).

N(t) = N(0)e−rt

Exemple :
Illustre beaucoup de phénomènes physiques au cours du temps. Exemples,
le suivi de la diminution

a. de la température d’un corps au refroidissement, sans changement de
phase.

b. de l’amplitude lors de l’oscillations harmoniques amorties d’un
pendule.

c. de l’intensité des ondes électromagnétiques traversant un milieu
absorbant.

d. de l’intensité d’émission de la luminescence après excitation.
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Décroissance exponentielle - Illustration

Exemple.
c. de la vitesse des réactions chimiques du premier ordre.

[A](t) = [A]i × e−kt
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Décroissance exponentielle - Illustration

Exemple.
e. Intensité de décharge d’un condensateur d’un circuit RC.

I(t) = E
R × e− t

RC
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Décroissance exponentielle - Illustration

Exemple.
f. Nombre de noyaux dans une désintégration radioactive de constante
radioactive λ

N(t) = N0 × e−λt

N(t) : nombre de noyaux radioactifs à l’instant t ; N0 : nombre de noyaux radioactifs à l’instant initial.

λ : constante radioactive (ou constant de désintégration) des noyaux étudiés.
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Étude d’une décroissance radioactive

Partie A.
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Étude d’une décroissance radioactive

Partie B.
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Questions supplémentaires :
a. Montrer que pour tout instant t > 0, si N(t) = N0 × e−λt alors

N(t + t1/2) = N(t)
2

b. Montrer que pour tout entier k (pour tout réel k même)

N(k × t1/2) = N0
2k

c. Retrouve le résultat de la dernière question par le calcul.
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