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L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel

électronique (y compris la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Il appartient au candidat de vérifier qu'il a reçu un sujet complet et correspondant à l'épreuve à laquelle il

se présente.

Si vous repérez ce qui vous semble être une erreur d'énoncé, vous devez le signaler très lisiblement sur

votre copie, en proposer la correction et poursuivre l'épreuve en conséquence. De même, si cela vous conduit à

formuler une ou plusieurs hypothèses, vous devez la (ou les) mentionner explicitement.

NB : Conformément au principe d'anonymat, votre copie ne doit comporter aucun signe distinctif, tel que

nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé consiste notamment en la rédaction d'un

projet ou d'une note, vous devrez impérativement vous abstenir de la signer ou de l'identifier.
Le fait de rendre une copie blanche est éliminatoire.
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Les calculatrices, téléphones, 
rnonl,rcs connectées et

tous appareils électroniques (le conununical,ion 011 (le sl,ockagc, ainsi que les

docunvents sont interdits.

La qualité de la rédaction est, un Cact,eur ilnport,ant (l'appréciation des copies.

Les candidats sont donc invités à produire des raisonnernents clairs, complets

et concis.

Les candidats peuvent ut,iliser les résultats énoncés dans les questions ou par-

tics précédentes, en veillant dans ce cas à préciser la référence du résultat

utilisé.

Rappels et notations

Ce problè1110, constitué de six parties, a pour objet d'étudier l'opérateur d'intégration et ses

itérés sur l'espace. des fonctions continues et sur l'espace des fonctions de carré intégrable.

La première partie contient des préliminaires qui seront utilisés à partir de la partie III.

La deuxième partie porte sur les fonctions Gamma et Bêta, utiles notamment dans la partie V,

et sur un calcul d'équivalent d'une intégrale qui sera utilisé dans la partie VI.

La troisième partie est consacrée à l'étude de l'opérateur d'intégration sur l'espace des fonctions

continues sur [0, 1]. On montre en particulier qu'il est compact.

La partie IV est consacrée à l'étude de l'opérateur d'intégration sur l'espace des fonctions de

carré intégrable sur [0, 1]. On calcule sa norme.

Dans la partie V, on introduit un semi-groupe d'opérateurs sur L2 (0, 1) dont on montre qu'il

est constitué d'opérateurs compacts.
Dans la partie VI, on caractérise l'appartenance de ces opérateurs à la classe de Hilbert-Schmidt.

Dans tout le sujet, on note N l'ensemble des entiers positifs ou nuls.

ÂbiiSAes espacesAectoriels 'considérés dans le problème sont des C-espaces vectoriels.

L'ensembl ( [0, 1]) désigne l'espace vectoriel des fonctions continues (ou de classe c o ) sur

0, 1] à valeurs com lexes. On le munit de la norme : II f IIL — : t e [0, 1]}.

Pour un entier k > 1, on dit qu'une fonction f, définie sur [0, 1] et à valeurs complexes, est
de classe c k sur [0, 1] lorsque 1] et sa dérivée .f!.ust declasse cc sur
[0, 1]. Dans ce cas, on note, f (0) f et

Soient a, b, p des nombres réels tels que a < b et p > 1. On note IP (a, b) l'espace des fonctions
f de [a, b] dans C, mesurables sur [a, b] (par rapport à la mesure de Lebesgue) et telles que

b

dt < +00.

011 effectue l'identification classique suivante : f () dans LI) (a, b) si f est nulle presque partout,
autrement dit si l'ensemble {IL' e [a, b] : f (x) # ()} est de mesure nulle. Avec cette identification,
on a une norme sur LI) (a, b), définie par

b

Olt
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Le plus souvent. 011 considérera g, 
CetÂe provient (111 produit, scalaire (l 

Dans ce cas, on note llf112
défini, pour t011S f, 1/ c 1), par

f (Il.
0

pour k e Z, la fonction est définie par 0/€.(/) '2iTr/clpour tout / c [0, 11. rappelle que
la faillille (ek)k.€z constitue Ville base hilbertienne (le L2((), 1),
Fourier associés f (k) <f, pour e 

Œ ln(a:)

Si X est un espace de Banach et T : X 
de T est définie par

IIITIII - 
Pour tout entier n > 1, on note Tn 
l'application identité sur X.

ct on notera les coefficients (le
1) et k c Z.

X est une application linéaire continue, la norme

: X, < 1}.
T o T o • •o T (T composé n fois), et TO Id est

On rappelle que si T : X X est une application linéaire continue sur un espace de Banach
X, on dit que T est compacte si l'ensemble {T (x) : e X, < 1} est relativement compact,
c'est-à-dire si sa fermeture est un compact de X.

Si H est un espace de Hilbert et si T : H H est une application linéaire continue, alors il
existe une unique application linéaire continue T* : H H telle que, pour tous hi, h2 e H,

L'application T* s'appelle l'adjoint de T et on a alors (T*)* T.
On rappelle que tout espace de Hilbert H séparable admet une base hilbertienne (b n )neN•

2
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1. Prélilllinaires

Les questions l, 2. 3. ('t 5 de C('tte partie sont indépendantes.

Pour n, e N, calculer

1 ('2111 0 1)qr.T

cos
2

cos
'2

w Soit A e R, tel X > O.

1

(a) A quelle condition sur A a-t-on cos

(b) Déterminer les fonctions complexes g de classe C 2 sur [0, 1] telles que

et g(l) — g' (0) 0.

Soit f e C([O, 1]). Pour e [0, 1], on définit F(:r) f (t) dt.

Cette question concerne la dérivabilité de F sur [0, 1] dont la démonstration est demandée

à la question b).

(a) Donner sans justification l'expression de F/ en fonction de f.

(b) En utilisant un taux d'accroissement, démontrer que F est dérivable sur [0, 1].

4. Soit H un espace de Hilbert et T : H H une application linéaire continue.

z (a) Démontrer que, pour tout e H, on a < Il (T* o

(b) En déduire que IIIT*III IIITIII et IIIT* 0 TIII IIIT111 2

5. Dans cette question, on suppose que H est un espace de Hilbert séparable et on considère
n une base hilbertienne de H. Soit A (Àn)ncN une suite bornée de nombres

complexes et DA l'application linéaire définie sur l'espace vectoriel engendré par les
par

vn e N, DA(bn) Ani)n.

Démontrer que DA se prolonge en une unique application linéaire continue sur H (que
l'on notera encore DA) et exprimer IIIDA III en fonction de IIAII00 sup I An l.

neN
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Fonctions l' ct II

10111, réel s > o, 011 pose

(a) Justifier (1110 la. 

(b) (1110,

(e) (0110 l' (n 1) 

0

I est, définie sur 1(), -PLI.

tout, s > (), 011 a l'(s -P l) - sr(.s).

c N ?

(d) Déli1011tmer que l' est continue sur 10, OLL.

2. Pour tous réels s > 0 et s' > (), 011 pose

1

ts 10
o

(a) Justifier que la fonction B est bien définie sur 1(), +00[ x 10, +L[.

(b) i. Soit
p: 10, 10, X 10,

Démontrer que ç est un Cl-difféomorphisme.

ii. En déduire que, pour tous réels s > 0 et s/ > O, on a

3. Dans cette question, a G 1—1, 1[ et n > 1 est un entier. On pose

1

ln(a) —2irrnudu,

qui est bien définie.

(a) Calculer ln(o).

1
(b) Pour a e 10, 1[, montrer que In (a)

(c) Pour tout réel r > 0, on note le quart de cercle de centre 0 et de rayon r reliant
—ir à r. Le même chemin parcouru dans l'autre sens est noté Pour E e 10, 1[,
on considère CE le contour suivant (parcouru une fois dans le sens trigonométrique),
constitué de la concaténation du segment reliant I à E, de 7E , du segment reliant —È
à —i et de 71 :

4
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1

En intégrant la fonction f (z) exp (a log(z) — 2innz) sur le contour CE, où log

désigne la détermination principale du logarithme, montrer que

ln(a) - a —27rnu

où

exp ( — '2innet0 + + 1)0) CIO.

(d) Démontrer que Rn(a)

(e) En déduire que pour a G 1—1, 0[, on a, lorsque n tend vers +00,

ln(a)
('2nn)a+1

III. L'opérateur d'intégration sur C([O, 1])

Dans cette partie, on s'intéresse à l'application J : C([O, 1]) —+ C([(), 1]) définie par

f (t) dt,

pour f e C([O, 1]) et a; e [0, 1].

(a) Justifier que J définit bien une application linéaire de C([(), Il) dans C([O, 1]). Dé-
montrer que J est continue et calculer sa norme.

(b) Démontrer que J est injective.

— (c) L'application J est-elle surjective ? On justifiera la réponse.

2. Soit À e C, non nul, et soit f G C([O, 1]) telle que J(f) Af. Démontrer que f est deZ classe C l sur [0, 1] et que f est solution d'une équation différentielle du pretllier ordre
que l'on précisera.
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4. Soient f Il), n. c N el, k c N.

()11 rappelle (1110 ICI.

(a) Just i(ier (1110 (f) est, (le classe Sitr 1(), Il et, (1110, si < < n,

(l)) Si k < 11, déterllliner la valeur (le

(e) En déduire (1110, si > I et c Il, on a

1

l)" I f(l) (Il.

OISoit f e Il) avec Il f Il m < l. que J(f) est I-lipscllit,zicnnc sur [0, 11.

(b) En déduire que l'application linéaire J est cornpacl,e, (le C([(), 11) dans 11).

IV. L'opérateur d'intégration sur 142 (0, 1)

1. Pour f e L2 (0, 1) et e [0, 11, on pose

f (t) dt.

Cette expression est définie pour tout a; e [0, 1], et on ne demande pas de le justifier.

Oll)émontrer que V(L2 (0, 1)) c C([O, 1]).

Démontrer que V est bornée comme application linéaire de L2 (0, 1) dans L2 (0, 1) et
que sa norme est inférieure ou égale à 1.

(b) Démontrer que pour f e L2 (0, 1) et pour presque tout a: e [0, 1], on a

f (t) dt.

2. Soit À e C avec À # 0. On suppose qu'il existe h G L2 (0, 1), h # 0, telle que V*oV(h) Ah
dans 142 (0, 1).

(a) Justifier que À est un réel strictement positif.

(b) Démontrer qu'il existe f e C([O, 1]) telle que f(a:) h(a;) pour presque tout a: e [0, 1]
et vérifiant Àf c — V2 (f) pour une constante c (qui dépend de f) à préciser.

(c) En déduire les valeurs propres non nulles et les sous-espaces propres associés de

6
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(2n + l)qra;
Pour tout n e N, 011 11010 la fonction définie sur Il par 2 cos

2

Le but de cette question est de 1110111xer que la famille ( fn)nclèl constitue une base hilber-
tienne de L2 (0, l).

3. Soit g e l). On peut supposer que g est définie sur [(), Il. On considère alors
la fonction G définie d'abord sur 1

11 par

g(2u)e—i7ru si u e [0,

si u e 1

puis prolongée sur IR par 1-périodicité. Elle est ainsi définie sur IR.
1 (2n + 1)TtPour n e Z, démontrer que G(n) g(t) cos

2

(b) Démontrer que la famille (fn)neN engendre un sous-espace dense dans L2 (0, 1) et
conclure.

4. Calculer la norme de V* o V comme application linéaire de L2 (0, 1) dans L2 (0, 1).

5. En déduire la norme de V comme application linéaire de (0, 1) dans 1,2 (0, 1).

V. Un semi-groupe d'opérateurs

A7Soit p > 1. Pour w G LI (0, 1) et f e 12 (0, 1), on pose

Démontrer que (w * 
avec

— t) f (t) dt.

est bien défini pour presque tout e [0, 1], que * f e IP (0, 1)

* f < III

2. Pour tout réel s strictement positif, tout f e L2 (0, 1) et pour presque tout a; e [0, 1], on
pose

1
— I f (t) dt.

Rà').7Démontrer que est bien défini pour presque tout c [0, 1] et montrer que

l'on définit ainsi une application linéaire continue Vs de L2 (0, 1) dans L2 ((), 1), et que
1

IllVslll <

n entier positif ou nul et s > 0, montrer que Vs(pn) Pn+s •

(c) Démontrer que, pour tout entier positif ou nul n, on a lim llVs(pn) — pn112 — 0.

(d) En déduire que pour tout f e 1), on a lim Il Vs(f) — f 112 0.
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(e) l)érnontmer que (l ) c'est-à-dire (1110 pour tous réels stricte-
positifs et, sp, on n o Vs,

eotnpnet,es (le Il (Ions Il. qu'il existe
cont illite telle que

fertllée (le Il.

J/ linéaire

pour tout, k c N, la Sililfè converge (lans Il.
(b) En déduire (lite T est, cotnpacto. •

Il existe alors (ln + I polynôrnes P) n, 0 < j < (Ire, tols
que, pour tous x, QI e 10 , 11,011 a

.i=o

Pour f e L2 ((), 1), on pose

Démontrer que Kn définit une application linéaire continue compacte de L2(0, 1)
dans L2 (0, 1).

(b) Soient s > 0 et
1

si u e 10, 1] ,

0 si u e [—1, 0].

Démontrer que pour tout f e L2 (0, 1), on a llVs(f) < Iles

(c) En déduire que, pour tout s > 0, l'application Vs est compacte de L2 (0, 1) dans
L2 (o, 1).

VI. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Soit T une application linéaire continue sur un espace de Hilbert H séparable. On dit que T
est un opérateur de Hilbert-Schmidt s'il existe une base hilbertienne (bn)neN de H telle que

+ 00

IIT < +00.

On note l'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H.

1. Démontrer que T e eZs(H) si et seulement si pour toute base hilbertienne (7n)neN de H,

00

< +00.

8
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Pour e N, 011 pose Fn Vectll)k : 0 < k < et 011 not,e la projection orthogonale

sur Fn. On pose enfin Sn To Pl,

(a) (1110

IIIT- sn1112<
k—n4-1

(b) En déduire que T est cornpacte.

3. Soit s e 10, On utilise les notations de la partie II.

(a) Exprimer (Vs (en), en en fonction de In (s) et In(s — 1). En déduire un équivalent

de (Vs (en), en quand n tend vers l'infini.

(b) En déduire que si Vs est un opérateur de Hilbert-Schmidt, alors nécessairement
1

2

4. Soit K G L2([0, 1] x [0, 1], dm du). Pour f e L2(0, 1), on pose pour presque tout .T e [0, I],

1

(TIC f) (œ) = K (T, y) f (y) dy.

Démontrer que TK définit une application linéaire continue de L2 (0, 1) dans L2 (0, 1) qui
est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

5. Soit s > 0. Démontrer que Vs est un opérateur de Hilbert-Schmidt si et seulement si

2

6. Démontrer que Vs peut s'écrire comme une série absolument convergente d'applications
linéaires continues de L2 (0, 1) dans L2 (0, 1) de rang 1, si et seulement si s > 1.
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