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PREAMBULE

L’objectif du probleme est d’étudier certaines propriétés des séries de Dirichlet, et parti-

culierement leurs diverses abscisses de convergence.

On appelle série de Dirichlet toute série de fonctions de la variable complexe s de la forme

Y n>1 a5, ol (ap)np>1 est une suite de nombres complexes. Ces séries jouent un role

important en arithmétique.

On rappelle les deux résultats suivants, qui pourront étre utilisés librement :

1. Convergence des suites de fonctions holomorphes. Si ) est un ouvert de ’en-
semble des nombres complexes C et si (fy,)n>0 est une suite de fonctions holomorphes
de 2 dans C, convergeant vers une application f de 2 dans C, uniformément sur tous
les compacts inclus dans €2, alors I'application f est holomorphe dans €.

2. Théoreme de Banach-Steinhaus pour les formes bilinéaires. Soient E et F
deux espaces de Banach, et (L;);cr une famille de formes bilinéaires continues sur
E x F. On suppose que, pour tout (z,y) € E x F, sup{|Li(x,y)|; i € F} est fini. Alors
sup{||Li||; ¢ € F} est fini. On rappelle que

ILill = sup{|Li(z,y)|; * € Be, y € Br}
ou Bg (resp. Br) désigne la boule unité de E (resp. de F).

Les parties II et III sont indépendantes.

PARTIE I - ABSCISSE DE CONVERGENCE, ABSCISSE DE
CONVERGENCE ABSOLUE

Pour une série de Dirichlet f(s) =), -, ann™*, on définit les ensembles

A(f) =<z eR; Zann*x converge » et A,(f) =qx eR; Z |an|n™" converge

n>1 n>1

On définit ensuite les abscisses de convergence o.(f) et de convergence absolue o,(f) par

oc(f) = inf (Ac(f))> oq(f) = inf (Aa(f))

avec les conventions habituelles inf(&) = 400 et la borne inférieure d’un ensemble non
minoré vaut —oo.

I.A. Le cas réel.

I.A.1. Calculer les abscisses de convergence et de convergence absolue dans les cas
suivants :

—s n* —s n, —s (_1)n -5
Zn!n , ZF, Zn , Z(fl) n_°, ;Mn )

n>1 n>1 n>1 n>1



ILA.2. Montrer que A.(f) et A,(f) sont des intervalles de R illimités & droite (indi-
cation : effectuer une transformation d’Abel).

I.A.3. Montrer que o.(f) < oa(f) < oc(f)+ 1.

1.B. Le cas complexe.
Pour ¢ €]0,7/2[ et sp € C, on désigne par S,(¢) 'ensemble des nombres com-
plexes z de la forme sg + 7€', avec r > 0 et 0] < .
I.B.1. Soit (An)n>1 une suite de nombres réels strictement positifs. On suppose que
(An)n>1 est strictement croissante et non majorée. Soit z € C tel que Re(z) >
0. Démontrer que

“+oo
§ : ‘e—)\nz . e—)\n_Hz
n=1

LB.2. Soit so € C et ¢ €]0,7/2[. Soit également f(s) = >_,~; ann™°. Prouver que
si f converge en sp, alors elle converge uniformément dans Ss, ().

LB.3. En déduire que o.(f) = inf{Re(s); > 5 ann™* converge} et que f définit
une fonction holomorphe dans le demi-plan Re(s) > o.(f).

+oo
< ’Z/ €_tRe(z)dt < ‘Z| )
A1 Re(z)

PARTIE II - ABSCISSE DE CONVERGENCE DU PRODUIT

II.A. Préliminaires : un lemme de Kronecker.

IT.A.1. Soit (ap)n>1 une suite de nombres complexes telle que ) - oy, converge et
soit (Bn)n>1 une suite croissante de réels strictement posi_tifs tendant vers
+00. Montrer que

a1+ -+ anfbn notoo
B
(indication : on pourra commencer par effectuer une transformation d’Abel
en introduisant le reste de ), o).

0

On considére une suite de nombres complexes (¢p)n>1, @ > 0 et on pose Sy =
c1+---+en.
IT.A.2. Montrer que si ), cpn™® converge, alors Sy/N~* tend vers 0 lorsque N
tend vers 4o0.

I1.A.3. Réciproquement, si SyN~¢ tend vers 0 lorsque N tend vers 4+oco, montrer
que ).~ cyn~“7F converge pour tout € > 0. Est-ce encore vrai sie =07

Pour f(s) = > ,>1ann™% et g(s) = 3,51 bpn~* deux séries de Dirichlet, on définit leur
produit comme la série de Dirichlet h(s) = >, 5 can™ ot ¢y = > ., aibj. h est le
“produit formel” de f et g. On souhaite dans la suite évaluer ’abscisse de convergence de
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h en fonction de celles de f et de g, et relier les fonctions h et fg sur leur domaine de
définition.

I1.B. Une des séries converge absolument.
On suppose que f converge absolument en 0 et que g converge en 0. On note, pour
x>0, B(xz) =), ., bn avec la convention B(z) =0si z € [0,1].

II.B.1. Soit z > 0. Montrer que

+00
Z Cn = ZaiB(:c/i).
i=1

n<x

I1.B.2. En déduire que la série ), - ¢, converge et que

ch: Zan an

n>1 n>1 n>1

11.B.3. Plus généralement, soit 0 € R et f et g deux séries de Dirichlet telles que
oa(f) < o et 0.(9) < o. Montrer que I’abscisse de convergence de la série
produit A est inférieure ou égale & o et que h(s) = f(s)g(s) dans le demi-plan

Re(s) > o.

II.C. Cas général.
On considere f(s) = ), ~qann™% et g(s) = >, <, byn™* deux séries de Dirichlet
qui convergent en 0. On note h(s) = >, o, ¢,n~° leur série produit, et Sy =
¢+ +en, N> 1. -

II.C.1. Montrer que

Sv={ D ai || Db+ D | D b+ Db D> a

i<VN J<VN i<VN VN<j<& J<VN VN<i<Z

I1.C.2. En déduire que Sy N~1/2 tend vers 0 lorsque N tend vers +oc.
I1.C.3. Montrer que 'abscisse de convergence de h est inférieure ou égale a 1/2.

I1.C.4. Montrer que h(s) = f(s)g(s) dans le demi-plan Re(s) > 1/2 (on pourra utiliser
les résultats de la partie I1.B. et de la partie I).

II.D. Optimalité.
On souhaite démontrer qu’on ne peut pas faire mieux que le nombre 1/2 trouvé
a la question précédente. Pour cela, on introduit F, I’espace des suites complexes
a = (an)n>1 telles que la série ), - aj converge. On munit £ de la norme ||(a,)| =
SUPy>1 2> k=1 al-

II.D.1. Montrer que F est un espace de Banach.



On fixe a > 0 tel que, pour toutes séries de Dirichlet f et g convergentes en 0, la

série produit converge en c. On introduit les formes bilinéaires continues (Ly)n>1
sur E X E définies par

cp+---+ecn

Ln(a,b) = B N —

ona,beEetc, =3,

II.D.2. Montrer qu’il existe M > 0 telle que |Ly(a,b)] < M]lal - ||b]| pour tout
(a,b) € E? et tout N > 1.

aibj.

2 avec m entier. Pour

Soit N un entier non nul qui est un carré parfait, i.e. N =m
chaque 7 € {1,..., N}, on note A\; = [%], ou [x] désigne la partie entiere de x.
Comme précédemment, pour b € E et x > 0, on pose B(z) = )

convention B(z) = 0siz € [0, 1].

II.D.3. Montrer que

n<u b, avec la

< MN®|la] - [|o]]

N
ZazB(/\z)
i=1

11.D 4.
II.D.4.a. Soient 1 <14 < j < m. Montrer que \; # A;.
I1.D.4.b. Soient 1 < i <m < k < N. Montrer que \; # Ag.

II.D.4.c. Soit a € E. Déduire des questions précédentes qu’il existe b € E avec
a;iB(\) = |ai| sii < VN, B(Ay) =0si VN <k <N et ||p]| < 1.

IL.D.5. En choisissant a; = (—1)%, i < /N, a; = 0 sinon, montrer que o > 1/2.

PARTIE III - ABSCISSE DE CONVERGENCE UNIFORME

Pour f(s) = >, ~; ann™° une série de Dirichlet, on définit son abscisse de convergence
uniforme o, (f) par

ou(f) =inf ¢ 0 € R; Z apn”® converge uniformément dans le demi-plan Re(s) > o
n>1

I est clair que l'on a o.(f) < ou(f) < o4(f). Dans la suite du probleme, on souhaite

controler I’abscisse de convergence absolue par ’abscisse de convergence uniforme, et relier

I’abscisse de convergence uniforme au fait que la série de Dirichlet est bornée dans un

demi-plan.

III.A. Une premiére inégalité.
Soit f(s) = >_,>; ann~® une série de Dirichlet qui converge uniformément sur la
droite Re(s) = 0.
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ITI.A.1. Prouver que, pour chaque N > 1, il existe une constante M (qui peut dépendre
de N) telle que, pour tout t € R,
N
Qp,
Z notit

n=1

< M.

III.A.2. Prouver qu’il existe une constante M telle que, pour tout IV > 1 et tout ¢t € R,

on a
N

an,
Z notit
n=1

II1.A.3. Soit N > 1 et T > 0. Montrer que

< M.

1 (T a ’ al |an|? an G, sin (T In(m/n))

— | dt = —— +2R L

3T | |2 | 4= TEr tWe| DL o
n=1 n=1 1<n<m<N

—20

III.A.4. Déduire des questions précédentes que la série Y. < |an|*n est conver-

gente.
IIT.A.5. Conclure que o,(f) < o, (f) +1/2.

IT1.B. Deux inégalités de Landau.
I[II.B.1. Soit 6 >0, w >0, M >0et z>0.

ITI.B.1.a. Soit R le (bord du) rectangle de sommets o — wi, o + wi, —M + wi et

—M — wi, orienté dans le sens trigonométrique. Montrer que

eLL'Z

—dz = 2m.
R <

III.B.1.b. En déduire que

o+wi etz
/ —dz — 2mi
o ; z

2 e*
< — X —
—wi w T

III.B.2. On suppose désormais x < 0. Montrer que
o+twi ,xz
e
/ —dz
o—wi z

ITI.C. Abscisse de convergence uniforme.

2 eTo
< — X —.
Two x|

IITI.C.1. Soit f une série de Dirichlet d’abscisse de convergence uniforme finie. Montrer
que f est bornée dans tout demi-plan Re(s) > o, (f) +¢, € > 0.

Dans la fin du probléeme, on démontre une “réciproque” a cette propriété. Précisément, soit
f(s) =>_,>1 ann~° une série de Dirichlet d’abscisse de convergence finie. On suppose que
f définit une fonction analytique bornée dans le demi-plan Re(s) >  avec § > 0. On va
prouver que la série > ., a,n~° converge uniformément dans le demi-plan Re(s) > 5+ 9
pour tout § > 0. -

On note « ’abscisse de convergence absolue de f. Si 8 > a, le résultat est clair et on peut
donc supposer a > .
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On fixe 6 €]0,1[ et N > 2. On pose
N +1/2)77°

Z— S

9(z) =
ou s est un nombre complexe tel que Re(s) > [+ 4. Soit enfin T' le rectangle de sommets
Al =5 -0 —iN“ B2 Ay =s4+a—F—iN* P2 A3 =s+a— [ +iN P2 Ay =
s — 0 +iN* P2 orienté dans le sens trigonométrique.

II1.C.2. Justifier que [ g(2)dz = 2mif(s).

III.C.3. Démontrer qu’il existe une constante My > 0 telle que, pour tout s € C avec
Re(s) > B+6, on a

/;jl g(z)dz

III.C.4. Démontrer qu’il existe deux constantes My, M3 > 0 telles que, pour tout s € C
avec Re(s) > 8+ 6, on a
Az
/ g(z)dz
Ay

Ay
/ 9(z)dz
Az
III.C.5. On pose
As z—s
/ Mdz—%ri sik<N
A, k(2 — )

< M;N—°In(N).

< MoN72 et < M3N~2.

up(s) =

sinon.

/A3 (N+1/2)*

Ay KTz =)
Justifier que
As +oo
/ g(z)dz — 2mi Z apk™® = Z ark Sug(s).
Az k<N k=1

IIT1.C.6. En déduire qu’il existe une constante My > 0 telle que, pour tout s € C avec
Re(s) > 3+, on a

Az
/ g(z)dz — 2mi Y apk™"| < MyN " In(N).
Az k<N

II1.C.7. Conclure.

FIN DE L’EPREUVE
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