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Dans tout le sujet, Λ = (λn)n>0 désigne une suite strictement croissante de réels tels que

0 = λ0 < λ1 < · · · < λn < . . . , et lim
k→+∞

λk = +∞. (1)

On note

EΛ =
{

[0, 1] 3 x 7→
n∑
k=0

akx
λk ; ak ∈ R, n ∈ N

}
l’espace vectoriel sur R engendré par les fonctions x 7→ xλk sur [0, 1]. On note C = C

(
[0, 1]; R

)
l’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R, que l’on munit de la norme de la convergence
uniforme ‖ ‖[0,1] définie par

‖f‖[0,1] := sup
x∈[0,1]

|f(x)|.

Plus généralement, pour 0 6 a < b 6 1, on considère les semi-normes ‖ ‖[a,b] sur C données par

‖f‖[a,b] := sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

Pour 1 6 r < +∞ et I un intervalle, on définit Lr(I) l’ensemble des fonctions mesurables telles
que

‖f‖Lr(I) :=
( ∫

I
|f(t)|rdt

)1/r
< +∞.

Pour g ∈ L1(R) on définit la transformée de Fourier de g par

ĝ(ξ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
g(t)e−itξdt,

et on rappelle que ĝ est une fonction continue sur R qui tend vers 0 lorsque ξ −→ +∞ ou
ξ −→ −∞.

Soit γ : [a, b] −→ C un arc paramétré de classe C1. On définit l’intégrale le long de γ pour
f : C −→ C continue par ∫

γ
f(z)dz =

∫ b

a
f(γ(t))γ̇(t)dt.

Dans la suite, on pourra librement utiliser les résultats suivants :

Théorème 1 (Produit de fonctions holomorphes) : Soit Ω un ouvert non vide de C
et H(Ω) l’ensemble des fonctions holomorphes sur Ω. Soit (fn)n∈N ∈ H(Ω). On suppose que∑
n>0

|fn(z)− 1| converge uniformément sur tout compact de Ω, alors f(z) =
+∞∏
n=0

fn(z) définit un

élément de H(Ω). De plus, l’ensemble des zéros de f est l’union des zéros des (fn)n>1.
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Soit δ > 0 et F une fonction holomorphe sur tout C. On dit que F est exponentielle de type
δ > 0 et on note F ∈ T δ s’il existe c > 0 tel que pour tout z ∈ C

|F (z)| 6 c eδ|z|.

On dispose alors du théorème suivant :

Théorème 2 (Paley-Wiener) : Soit δ > 0. Alors F ∈ T δ ∩L2(R) si et seulement si il existe
f ∈ L2[−δ, δ] telle que

F (z) =
∫ δ

−δ
f(t)eitzdt.

De plus, on a ‖F‖L2(R) =
√

2π‖f‖L2[−δ,δ].

On rappelle le théorème de Gram :

Théorème 3 (Gram) : Soit (F, 〈 , 〉) un espace préhilbertien réel et g ∈ F . Soit Fn ⊂ F un
sous-espace vectoriel ayant pour base

{
f1, . . . , fn

}
. Alors la distance dn de g à Fn est donnée

par

dn = inf
{
〈g − p, g − p〉1/2, p ∈ Fn

}
=
[G(f1, f2, . . . , fn, g)
G(f1, f2, . . . , fn)

]1/2
,

où G est le déterminant

G(f1, f2, . . . , fm) = det
(
〈 fi, fj 〉16i,j6m

)
.

On rappelle également que pour tout n ∈ N∗ et tous réels αi et βj avec αi + βj 6= 0

det
( 1
αi + βj

)
16i,j6n

=

∏
16i<j6n(αj − αi)(βj − βi)∏

16i,j6n(αi + βj)
.

Enfin, on rappelle le théorème d’Ascoli :

Théorème 4 (Ascoli) : Une partie A ⊂ C
(
[a, b]; R

)
est relativement compacte si et seulement

si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) A est équicontinue, i.e :

∀ ε > 0, ∃α > 0, t.q. ∀ f ∈ A, ∀x, y ∈ [a, b]
|x− y| 6 α =⇒ |f(x)− f(y)| 6 ε

et
(ii) Il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ A, ‖f‖[a,b] 6 C.

1 Théorème de Müntz dans le cas dense

Dans cette partie on considère Λ comme dans (1) avec
+∞∑
k=1

1
λk

= +∞ et on se propose de montrer

que EΛ est dense dans C.
Soit m ∈ N. On définit la suite de fonctions (Qn)n>1 par Q0(x) = xm pour x ∈ [0, 1] et pour
n > 1

Qn(x) = (λn −m)xλn
∫ 1

x
Qn−1(t)t−1−λndt, x ∈ [0, 1].
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1. Soit (αk)k>1 une suite de réels telle que pour tout k > 1, αk 6= 1 et αk −→ 0 lorsque

k −→ +∞. Montrer que si
+∞∑
k=1

αk = +∞, alors

N∏
k=1

(1− αk) −→ 0 lorsque N −→ +∞.

2. Montrer que pour tout n > 0 il existe an,k ∈ R tels que

Qn(x) = xm −
n∑
k=0

an,k x
λk .

3. Montrer que ‖Q0‖[0,1] = 1 et que pour tout n > 1 on a

‖Qn‖[0,1] 6
∣∣1− m

λn

∣∣ ‖Qn−1‖[0,1].

4. En utilisant la question 1, montrer que ‖Qn‖[0,1] −→ 0 lorsque n −→ +∞.

5. Conclure.
Indication : On admettra le théorème de Weierstass d’après lequel les fonctions polyno-
miales sont denses dans C pour ‖ ‖[0,1].

2 Théorème de Müntz dans le cas non dense

On considère Λ satisfaisant (1) et on suppose dans cette partie que
+∞∑
k=1

1
λk

< +∞. On se propose

de montrer que EΛ n’est pas dense dans C.

Pour z ∈ C tel que Re z > −3/2 on pose

f(z) =
z

(z + 2)3

+∞∏
n=1

λn − z
2 + λn + z

.

Soit R > 1. On définit

IR =
{
z ∈ C : z = −1 +Reiθ, θ ∈ [−π/2, π/2]

}
et

JR =
{
z ∈ C : z = −1 + it, t ∈ [−R,R]

}
.

1. En utilisant le théorème 1, montrer que f est une fonction holomorphe sur{
z ∈ C : Re z > −3/2

}
.

Montrer que si Re z > −3/2 est tel que f(z) = 0, alors il existe j > 1 tel que z = λj .

2. Montrer que pour tout z avec Re z > −1, il existe R0 > 1 tel que si R > R0

f(z) =
1

2iπ

∫
IR∪JR

f(z′)
z − z′

dz′,

où IR ∪ JR est parcouru dans le sens trigonométrique.
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3. Montrer que pour tout Re z > −1 et tout n > 1,
∣∣∣ λn − z
2 + λn + z

∣∣∣ 6 1. En déduire que pour

tout z ∈ IR ∪ JR,

|f(z)| 6 |z|
|z + 2|3

.

4. En utilisant les questions 2 et 3 et en faisant tendre R vers +∞, montrer que pour tout
Re z > −1

f(z) = − 1
2π

∫ +∞

−∞

f(−1 + is)
−1 + is− z

ds.

5. Pour t ∈]0, 1] on définit

F (t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(−1 + is)e−is ln tds.

(a) Montrer que F est bien définie.

(b) Montrer que F se prolonge en une fonction continue sur [0, 1].
Indication : On interprétera F comme une transformée de Fourier.

6. Montrer que pour tout Re z > −1

f(z) =
∫ 1

0
tzF (t)dt.

7. (a) Montrer que pour tout G ∈ EΛ ∫ 1

0
G(t)F (t)dt = 0.

(b) En déduire que F 6∈ EΛ où EΛ désigne l’adhérence de EΛ dans C pour ‖ ‖[0,1].

3 Description de Eλ dans le cas non dense

Dans cette partie on considère Λ comme dans (1) avec
+∞∑
k=1

1
λk

< +∞. On suppose de plus que

λ1 > 1 et qu’il existe δ > 0 tel que

inf
j∈N

{
λj+1 − λj

}
= δ. (2)

On va donner des propriétés des éléments de EΛ.

A. Une inégalité de Tchebychev

L’objectif de cette partie est de démontrer le résultat suivant :

Théorème : Pour tout η > 0, il existe une constante Cη > 0 ne dépendant que de Λ telle que
pour tout p ∈ EΛ

|p(0)| 6 Cη‖p‖[1−η,1]. (3)
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Pour k ∈ N, on définit les fonctions

Φ(k) =
∑
j∈N
k6λj

1
λj
,

Ψ(k) =
1
k

∑
j∈N
λj<k

1 =
1
k

Card
{
j ∈ N : λj < k

}
, N(k) = kΨ(k).

1. (a) Montrer que Φ(k) −→ 0 lorsque k −→ +∞.

(b) Montrer que
λn
n
−→ +∞ lorsque n −→ +∞.

Indication : On pourra considérer
L∑

k=K

1
λk

pour K 6 L bien choisis.

(c) En déduire que Ψ(k) −→ 0 lorsque k −→ +∞.

2. Soit n > 1. On note Λn = (λj)06j6n. Soit γ > 0 tel que γ 6= λj pour tout 0 6 j 6 n.
Montrer, à l’aide du théorème 3, que la distance dn dans L2[0, 1] de xγ à EΛn est donnée
par

dn =
1√

2γ + 1

n∏
j=0

∣∣∣ γ − λj
γ + λj + 1

∣∣∣.
3. Soit m ∈ N. On se propose de montrer qu’il existe γm > 0 tel que γm −→ 0 lorsque
m −→ +∞ vérifiant pour tout m ∈ N

+∞∏
j=0
i 6=m

∣∣∣ λj − λm
λj + λm + 1

∣∣∣ > e−γm λm . (4)

(a) Montrer que le produit
+∞∏
j=0
j 6=m

∣∣∣ λj − λm
λj + λm + 1

∣∣∣
est bien défini.

(b) Vérifier que pour tout x ∈ [0, 1/2] on a 1− x > e−2x. En déduire que

+∞∏
j=0

λj>3λm

∣∣∣ λj − λm
λj + λm + 1

∣∣∣ > e−4Φ(3λm)λm .

(c) On rappelle que pour tout k > 1, k ! >
kk

ek
. Montrer que

+∞∏
j=0

λj<λm

∣∣∣ λj − λm
λj + λm + 1

∣∣∣ > δmm !
(2λm)m

.

En déduire que
+∞∏
j=0

λj<λm

∣∣∣ λj − λm
λj + λm + 1

∣∣∣ > e−µm λm ,

où µm −→ 0 lorsque m −→ +∞ que l’on précisera.
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(d) De même, montrer que

+∞∏
j=0

λm<λj<3λm

∣∣∣ λj − λm
λj + λm + 1

∣∣∣ > δN(3λm)−m−1 (N(3λm)−m− 1) !
(4λm)N(3λm)−m−1

,

puis déduire que
+∞∏
j=0

λm<λj<3λm

∣∣∣ λj − λm
λj + λm + 1

∣∣∣ > e−fµm λm ,

où µ̃m −→ 0 lorsque m −→ +∞ que l’on précisera.

(e) Démontrer (4).

4. (a) Soit m ∈ N. On pose Λ′ = Λ\{λm} et q ∈ EΛ′ . En utilisant les questions 2 et 3,
montrer que

‖xλm − q(x)‖L2[0,1] >
1√

2λm + 1

+∞∏
j=0
j 6=m

∣∣∣ λj − λm
λj + λm + 1

∣∣∣,
et qu’il existe γ̃m > 0 avec γm −→ 0 lorsque m −→ +∞ tel que

‖xλm − q(x)‖L2[0,1] > e−eγm λm .

(b) Soit p ∈ EΛ. Alors il existe n ∈ N et (aj)06j6n tels que p(x) =
n∑
j=0

aj x
λj . Montrer en

utilisant la question précédente que pour tout ε > 0 il existe une constante Cε > 0
ne dépendant que de ε > 0 et de Λ telle que

|am| 6 Cε(1 + ε)λm‖p‖L2[0,1] pour 0 6 m 6 n.

Indication : Si am 6= 0, on pourra écrire p(x) = am(xλm − qm(x)).

5. Soit p ∈ EΛ. Comme λ1 > 1, p est dérivable. Montrer que pour tout ε > 0 il existe une
constante C̃ε > 0 ne dépendant que de ε > 0 et de Λ telle que

‖p′‖[0,1−ε] 6 C̃ε‖p‖L2[0,1] 6 C̃ε‖p‖[0,1].

6. Soit (pn)n∈N ∈ EΛ. On suppose qu’il existe f ∈ C telle que pn −→ f lorsque n −→ +∞
pour ‖ ‖[0,1].
On écrit

pn(x) =
+∞∑
j=0

a
(n)
j xλj ,

où pour tout n ∈ N, les a(n)
j sont des réels tels que a(n)

j = 0 pour j > kn.

(a) Montrer que pour tout j ∈ N, il existe aj ∈ R telle que

a
(n)
j −→ aj lorsque n −→ +∞.

Indication : On pourra montrer que pour tout j ∈ N, (a(n)
j )n est une suite de Cauchy.
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(b) Soit ε > 0. Pour x ∈ [0, 1− ε] on définit g(x) =
+∞∑
j=0

aj x
λj .

i. Montrer que g est bien définie.
ii. Montrer qu’il existe Rε > 0 telle que pour tout K ∈ N

‖pn − g‖[0,1−ε] 6
K∑
j=0

|aj − a(n)
j |+Rε

+∞∑
j=K+1

(1− ε2)λj .

iii. En déduire que pour tout 0 6 x < 1, f(x) =
+∞∑
j=0

aj x
λj .

iv. Montrer que f se prolonge en une fonction analytique sur l’ensemble{
z ∈ C \ ]−∞, 0] : |z| < 1

}
.

7. Dans cette question, on se propose de montrer que pour tout η > 0, il existe une constante
Cη > 0 ne dépendant que de Λ telle que pour tout p ∈ EΛ

‖p‖[0,1] 6 Cη‖p‖[1−η,1], (5)

ce qui entrâıne (3).

(a) Montrer que si (5) est fausse, il existe η > 0 et une suite (pn)n∈N ∈ EΛ telle que

‖pn‖[1−η,1] −→ 0 lorsque n −→ +∞,

et ‖pn‖[0,1−η] = ‖pn‖[0,1] = 1 pour tout n ∈ N.

(b) Montrer à l’aide de la question 5 et du théorème 4 qu’il existe p ∈ C([0, 1 − η/2]; R)
telle que pn −→ p pour ‖ ‖[0,1−η/2] lorsque n −→ +∞. Montrer que p(x) = 0 pour
tout x ∈ [1− η, 1− η/2].

(c) Conclure en utilisant la question 6(b)iv.

(d) Montrer que l’inégalité (5) n’est pas vraie dans le cas où EΛ est dense dans C.

B. Estimation de la constante

Dans cette partie, on donne une preuve alternative de (3) qui a l’avantage de préciser la
constante Cη, et qui ne nécessite pas l’hypothèse (2).

On considère une suite Λ vérifiant (1) telle que
+∞∑
k=1

1
λk

< +∞.

On note

GΛ =
{

R 3 t 7→
n∑
k=0

ake−λkt ; ak ∈ R, n ∈ N
}

et pour P ∈ GΛ on définit
P (∞) = lim

t→+∞
P (t).

Soit 0 < δ < 1. On fixe N = N(δ) ∈ N tel que

∞∑
k=N+1

1
λk

6
δ

24
,
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et on définit A =
δ

3N
et σk = Aλk. Enfin on considère

F (z) =
sin(δz/3)
δz/3

[
N∏
k=1

((
1− z

iλk

)sin(Az)
Az

)][ +∞∏
k=N+1

(
1−

(sin (z/λk)
sin i

)4)]
.

1. Soit G ∈ T δ ∩ L2(R) vérifiant G(0) = 1 et G(iλk) = 0 pour tout k > 1. Soit g ∈ L2[−δ, δ]
donné par le théorème de Paley-Wiener.

(a) Montrer que pour tout P ∈ GΛ

P (∞) =
∫ δ

−δ
g(t)P (t)dt.

(b) En déduire que

|P (∞)| 6 1√
2π
‖G‖L2(R)‖P‖L2[−δ,δ]. (6)

2. Montrer que pour tout z ∈ C on a les inégalités

| sin(z)| 6 e|z| et | sin(z)| 6 |z|e|z|. (7)

3. Montrer que F est une fonction holomorphe sur tout C.

4. Montrer que pour tout z ∈ C
1 +

∣∣∣sin z
sin i

∣∣∣4 6 e8|z|.

5. En utilisant la question précédente et les inégalités (7), montrer que F ∈ T δ.

6. Vérifier que F (0) = 1 et que F (iλk) = 0 pour tout k > 1.

7. Montrer qu’il existe une constante C > 0 ne dépendant que de Λ tel que pour tout t ∈ R

|F (t)| 6
∣∣∣sin(δt/3)

δt/3

∣∣∣ N∏
k=1

(
1 +

1
σk

)
6
∣∣∣sin(δt/3)

δt/3

∣∣∣ eCN/δ.
8. Montrer, à l’aide de (6) qu’il existe une constante universelle c > 0 tel que pour tout
P ∈ GΛ

|P (∞)| 6 c‖P‖[−δ,δ] eCN/δ. (8)

9. Soit p ∈ EΛ. Pour x > 0, on pose q(x) = p(e−δx).

(a) Montrer q ∈ EΛ.
(b) Déduire de (8) que

|q(0)| 6 ceCN/δ sup
x∈[e−δ,eδ]

|q(x)|,

puis que
|p(0)| 6 ceCN/δ sup

x∈[e−2δ,1]

|p(x)|.

10. Retrouver (3) en précisant la constante Cη en fonction de N et η > 0.

Fin de l’épreuve.
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