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Dans tout le sujet, A = (Ay)n>0 désigne une suite strictement croissante de réels tels que

0= <M< < Ap<..., et lim A\ = +o0. (1)
k—+o00

On note

n
EA:{[O,I] BmHZakx’\k ;akER,nEN}
k=0

I'espace vectoriel sur R engendré par les fonctions z + 2 sur [0,1]. On note C = C([O, 1]; ]R)
I’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R, que ’on munit de la norme de la convergence
uniforme || /o1 définie par

1 flljo,1) = sup [f(z)].
z€[0,1]

Plus généralement, pour 0 < a < b < 1, on considere les semi-normes || [|[q sur C données par
[/ llfap) == sup [f(@)].
z€[a,b]

Pour 1 < r < 400 et I un intervalle, on définit L"(I) 'ensemble des fonctions mesurables telles
que

r 1/r
1|y = (/Ilf(t)! dt)"" < 4.
Pour g € L'(R) on définit la transformée de Fourier de g par

“+oo )
3 = - / gty i,

=0 |
et on rappelle que ¢ est une fonction continue sur R qui tend vers 0 lorsque & — +o0o ou

& — —o0.

Soit 7y : [a,b] — C un arc paramétré de classe C'. On définit I'intégrale le long de v pour
f: C — C continue par

b
[ #Gaz= [ syt
0 a
Dans la suite, on pourra librement utiliser les résultats suivants :

Théoréme 1 (Produit de fonctions holomorphes) :  Soit 2 un ouvert non vide de C
et H(2) Pensemble des fonctions holomorphes sur Q. Soit (fn)neny € H(2). On suppose que

+oo
Z | fn(2) — 1| converge uniformément sur tout compact de €2, alors f(z) = H fn(z) définit un
n>0 n=0

élément de H(2). De plus, 'ensemble des zéros de f est I'union des zéros des (fy)n>1-



Soit > 0 et F' une fonction holomorphe sur tout C. On dit que F' est exponentielle de type
§ > 0 et on note F € 79 ¢'il existe ¢ > 0 tel que pour tout z € C

|F(z)] < cedl.

On dispose alors du théoreéme suivant :

Théoréme 2 (Paley-Wiener) : Soit § > 0. Alors F' € 79N L?(R) si et seulement si il existe
f € L?[—4,6] telle que

4
Flz) = /_ et

De plus, on a |[F||z2®) = V27| f||L2[-5.6)-

On rappelle le théoreme de Gram :

Théoréme 3 (Gram) : Soit (F,(, )) un espace préhilbertien réel et g € F. Soit F,, C F' un
sous-espace vectoriel ayant pour base { fi,.. ., fn}. Alors la distance d,, de g a F;, est donnée
par

Y

G(f1>f27"'>fn7g):|1/2

. Y =
d, =inf {(g—p, g p>12’p€Fn}_{G(f17f2,---,fn)

ou GG est le déterminant

G(f1, far s fm) = det ((fi, fj )1<iji<m)-

On rappelle également que pour tout n € N* et tous réels o; et 8 avec oy + 3; # 0

) . H1<i<j<n(aj —;)(B; — Bi)
a; + B/ 1<i,j<n [Ticijcnlci + 55)

det (

Enfin, on rappelle le théoreme d’Ascoli :

Théoréme 4 (Ascoli) : Une partie A C C([a, b]; R) est relativement compacte si et seulement
si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) A est équicontinue, i.e :
Ve>0, 3a>0, t.q. Vf€A Va,y € [a,b]
-yl <a = |f(x) = fly)l <e

et
(ii) II existe C' > 0 tel que pour tout f € A, || f]

[a,b] <C.
1 Théoréme de Muntz dans le cas dense

+oo
1
Dans cette partie on considere A comme dans (1) avec g SV +o00 et on se propose de montrer
k
k=1

que & est dense dans C.

Soit m € N. On définit la suite de fonctions (Qp)n>1 par Qo(z) = 2™ pour x € [0, 1] et pour
n>1

Qn(z) = (A — m)z? /1 Qua(t)t™ 17 dt,  x e 0,1].



1. Soit (ay)r>1 une suite de réels telle que pour tout £ > 1, oy, # 1 et oy, — 0 lorsque
“+00
k — 4+o00. Montrer que si Zak = +00, alors
k=1

,’:12

(1 —ag) — 0 lorsque N — +o0.
k=1

2. Montrer que pour tout n > 0 il existe a, ; € R tels que
n
Qn(z) =2™ — Z A
k=0

3. Montrer que ||Qol[j0,1] = 1 et que pour tout n > 1 on a
m
I@allon < 11— {1 Q1Mo
n

4. En utilisant la question 1, montrer que [|Qyl[[p,;) — 0 lorsque n — +o0.

5. Conclure.
Indication : On admettra le théoréme de Weierstass d’apres lequel les fonctions polyno-
miales sont denses dans C pour || ||(01;-

2 Théoreme de Muntz dans le cas non dense

—+00
On considere A satisfaisant (1) et on suppose dans cette partie que Z " < 4+00. On se propose
k
k=1
de montrer que £x n’est pas dense dans C.

Pour z € C tel que Rez > —3/2 on pose

1(z) = z+23H2+/\ N

Soit R > 1. On définit
Ir={2€C:2=-1+Re? 0 € [-n/2,7/2]}

et
Jr={z€C:z=—-1+it,te[-R,R]}.

1. En utilisant le théoreme 1, montrer que f est une fonction holomorphe sur
{z€C:Rez > -3/2}.
Montrer que si Rez > —3/2 est tel que f(z) =0, alors il existe j > 1 tel que z = A;.

2. Montrer que pour tout z avec Rez > —1, il existe Ry > 1 tel que si R > Ry

1 £ o
O =g [T

ou Zr U Jgr est parcouru dans le sens trigonométrique.




Ap — 2
3. Montrer que pour tout Rez > —1 et tout n > 1, ‘ni
24+ A

n ‘ < 1. En déduire que pour
z
tout z € ZTp U Jr,

2]
2)| < .
4. En utilisant les questions 2 et 3 et en faisant tendre R vers oo, montrer que pour tout

Rez > —1 N
1 o0 -1+
/ Jl=14is) oo

f(z):—% —14+is—z

—0o0

5. Pour t €]0, 1] on définit

F(t) ! /+Oof(—1+is)e—islntds.

:% .

(a) Montrer que F est bien définie.

(b) Montrer que F' se prolonge en une fonction continue sur [0, 1].
Indication : On interprétera F' comme une transformée de Fourier.

6. Montrer que pour tout Rez > —1
1
f(z) = / t*F(t)dt.
0
7. (a) Montrer que pour tout G € Ep
1
/ G(t)F(t)dt = 0.
0
(b) En déduire que F' ¢ Ex ol & désigne adhérence de £y dans C pour || [ 1.

3 Description de &, dans le cas non dense

“+oo
Dans cette partie on considere A comme dans (1) avec Z " < +00. On suppose de plus que
k
k=1
A1 > 1 et qu’il existe § > 0 tel que
inf { ;i1 — A} =9. 2
]UelN{ j+1 ]} (2)

On va donner des propriétés des éléments de &y.

A. Une inégalité de Tchebychev

L’objectif de cette partie est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme : Pour tout 1 > 0, il existe une constante C;, > 0 ne dépendant que de A telle que
pour tout p € Ex

P(0)] < Cyllplin—n,- (3)



Pour k£ € N, on définit les fonctions

1 1 .
(k)= Y 1= Card {g eEN: )\ < k;} N(k) = kU (k).
jEN
)\]‘<k
1. (a) Montrer que ®(k) — 0 lorsque k — +00.

A
(b) Montrer que — — +o0 lorsque n — +00.

n

L
Indication : On pourra considérer Z " pour K < L bien choisis.
k
k=K

(c) En déduire que ¥(k) — 0 lorsque k — +o0.

2. Soit n > 1. On note A, = (A\j)ogjgn. Soit v > 0 tel que v # A; pour tout 0 < j < n.
Montrer, & I'aide du théoréme 3, que la distance d,, dans L?[0,1] de 27 & &y, est donnée
par

dp = |2
\/WH 7+/\ +1

3. Soit m € N. On se propose de montrer qu’il existe v,, > 0 tel que v, — 0 lorsque
m — +oo vérifiant pour tout m € N

+o0

H ‘ )\J_)\m ’ >e—'ym)\m. (4)
] )\j + A +1

J=0

(a) Montrer que le produit
)\ + Am + 1
est bien défini.
(b) Vérifier que pour tout = € [0,1/2] on a 1 —z > e~ 2*. En déduire que

+oo

H Aj = Am > o 42(BAm) Am

iy Aj+Am +1

Aj 23\,
k

67.

(¢) On rappelle que pour tout k > 1, k! > Montrer que

Aj = Am 0"mm!
>
N4+ A+ 117 (20,)™

Aj<Am
En déduire que
YRR
>\j<)\m

ol fm;m — 0 lorsque m — 400 que l'on précisera.



(d) De méme, montrer que

ﬁ ) Aj = Am | NI (NBA,) —m — 1)
X+ Am+ 117 (4X ) NBAm) =1 ’

j=0
Am <)\]' <3Am

puis déduire que
+00
H Aj — Am > o~ Am
i A+ A +1 ’
Am <A <3Am
ol fi;, — 0 lorsque m — +o0o que l'on précisera.
(e) Démontrer (4).
4. (a) Soit m € N. On pose A" = A\{\,} et ¢ € Ex/. En utilisant les questions 2 et 3,
montrer que

+0o0
P P p—— L AL
N7V AT L Iy At T

j#m

et qu’il existe J,, > 0 avec 7y, — 0 lorsque m — +o0 tel que

[Jatm — q(@)|| 2o, = e Am

n
b) Soit p € Ex. Alors il existe n € N et (a;)ogj<n tels que p(x) = a; z. Montrer en
J SYA ]
j=0

utilisant la question précédente que pour tout € > 0 il existe une constante C; > 0
ne dépendant que de € > 0 et de A telle que

lam| < Co(1+ E)AmeHLz[O,l] pour 0<m<n.
Indication : Si a,, # 0, on pourra écrire p(x) = @y (2™ — g ().

5. Soit p € £5. Comme A1 > 1, p est dérivable. Montrer que pour tout € > 0 il existe une
constante C: > 0 ne dépendant que de € > 0 et de A telle que

01— < Cellpll 201y < Cellpllo.1)-

']

6. Soit (pn)nen € Ea. On suppose qu’il existe f € C telle que p, — f lorsque n — +o0

pour || [|o,1)-
On écrit
+0o0o
pal@) =D afa,
§=0
ol pour tout n € N, les a!™ sont des réels tels que ™ =0 pour j = ky.

J J

(a) Montrer que pour tout j € N, il existe a; € R telle que

o

G T ag lorsque n — +o0.

n est une suite de Cauchy.

Indication : On pourra montrer que pour tout j € N, (ag»



+oo
(b) Soit € > 0. Pour = € [0,1 — €] on définit g(x) = Zaj ™
j=0

i. Montrer que g est bien définie.
ii. Montrer qu’il existe R. > 0 telle que pour tout K € N

K 400
Ipn = glljo—g < Y lag —al |+ Re D (11—,
j=0 j=K+1

“+oo
iii. En déduire que pour tout 0 < x < 1, f(x) = Zaj P
§=0
iv. Montrer que f se prolonge en une fonction analytique sur ’ensemble
{ze@\}—oo,()] s 2| <1}.

7. Dans cette question, on se propose de montrer que pour tout n > 0, il existe une constante
Cy > 0 ne dépendant que de A telle que pour tout p € &

12110, < Collpliji—n,1, (5)
ce qui entraine (3).
(a) Montrer que si (5) est fausse, il existe n > 0 et une suite (p,)nen € Ea telle que

IPalli—p1 — 0 lorsque n — +oc,

et [[pnll,1-n = llPnlljo,1) = 1 pour tout n € N.
(b) Montrer a l'aide de la question 5 et du théoreme 4 qu’il existe p € C([0,1 — n/2]; R)
telle que p, — p pour || ||(,1—y/2) lorsque n — +o0. Montrer que p(z) = 0 pour

tout x € [1 —n,1—n/2].
(c) Conclure en utilisant la question 6(b)iv.

(d) Montrer que I'inégalité (5) n’est pas vraie dans le cas ou €5 est dense dans C.

B. Estimation de la constante

Dans cette partie, on donne une preuve alternative de (3) qui a lavantage de préciser la

constante Cy, et qui ne nécessite pas I'hypothese (2).
—+00

On consideére une suite A vérifiant (1) telle que Z " < +o0.
k
k=1

On note .
ga = {R St Zake_)‘kt jap €R,n € N}
k=0
et pour P € G on définit
P(o0) = lim P(t).

t——+00

Soit 0 < < 1. On fixe N = N(§) € N tel que



)
et on définit A = IN et o0 = AX;. Enfin on considere

. N .
F(z) = sm(s(j/zg?)) [H ((1 B Z;C)smjféz)>

I (- ()]

k=N+1

1. Soit G € T° N L*(R) vérifiant G(0) = 1 et G(i\r) = 0 pour tout k > 1. Soit g € L[4, J]
donné par le théoreme de Paley-Wiener.

(a) Montrer que pour tout P € Gy

(b) En déduire que
[P(o0)| < \/12?||GHL2(R)HPHL2[5,5]' (6)
2. Montrer que pour tout z € C on a les inégalités
|sin(z)] < el et |sin(z)] < |zl (7)
3. Montrer que F' est une fonction holomorphe sur tout C.

4. Montrer que pour tout z € C

1 4
14 [ZRE] < e8lel,

sin
5. En utilisant la question précédente et les inégalités (7), montrer que F' € 7.
6. Vérifier que F'(0) =1 et que F(i\;) = 0 pour tout k > 1

7. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de A tel que pour tout t € R
sin(dt/3)
5t/3 ‘ H ( ) =

8. Montrer, a 'aide de (6) qu’il existe une constante universelle ¢ > 0 tel que pour tout
P e gy

sin(dt/3) } SON/E.

|[P(00)] < el Pll—s,5 €. (8)

NeJ

. Soit p € Ex. Pour z > 0, on pose g(x) = ple %z).

(a) Montrer q € &x.
(b) Déduire de (8) que

19(0)] < ce®°  sup  |q(z)],
z€le~9,ed]

puis que
p(0)] < ™™ sup  [p(z)].
xr€[e~29,1]

10. Retrouver (3) en précisant la constante C,, en fonction de N et > 0.

Fin de lépreuve.





