Sujet 1 — Probabilités et statistiques

Consignes, notations et rappels

Le but du probleme est d’étudier « ’erreur » dans le théoreme central limite. La méthode
utilisée sera d’abord appliquée dans le cadre habituel d’une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées (ce que 1’on abrégera en i.i.d.), puis on verra dans un cas
dépendant que cette technique peut montrer une convergence vers une loi normale.

La premiere partie est I’étude d’une distance sur un ensemble de lois de probabilité. La
deuxiéme partie est analytique, et établit les propriétés des solutions d’une certaine équation
différentielle. La troisieme partie utilise ces résultats pour contréler la distance entre une loi
quelconque et la loi normale. Dans la quatriéme partie on applique ce résultat au cas classique
d’une suite de variables aléatoires i.i.d. La derniere partie étudie une suite ou I’hypotheése
d’indépendance n’est plus vérifiée.

Liens entre les parties. Les parties sont relativement indépendantes; en particulier, les
deux premieres parties, et les 3 premieres questions de la cinquieme partie, sont indépendantes.

Notations et rappels. Dans tout le probléme on fixe un espace probabilisé (2, F,P) sur
lequel toutes les variables aléatoires considérées sont définies. Pour une variable aléatoire X a
valeurs réelles, on note py la loi de X. Si X est dans L'(2), c’est-a-dire si

[ 1X (@)l dPw) < oo,
Q
on dit que X est intégrable et I'on note E [X]| I'espérance de X :
B[X] = / X (w)dP(w) = / edpx ().
Q R
Si X2 est intégrable, on note Var (X) la variance de X :
Var (X) = E[X?| - E[X]*.

On note M l’ensemble des mesures de probabilité sur R qui ont un premier moment, c’est-a-dire
I'ensemble des mesures de probabilité p telles que [ || du(x) < oo, ou encore 'ensemble des
lois de variables aléatoires intégrables.

Si (tin)nen est une suite de mesures de probabilité sur R, et que p est une mesure de
probabilité, on dit que u, converge étroitement vers p si, pour toute fonction f : R — R continue
bornée,

/]R Fp, "2 /]R Fdp.
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On admettra que, si la convergence ci-dessus a lieu pour toute fonction f Lipschitzienne bornée,
alors p, converge étroitement vers .
On rappelle qu’une suite de variables aléatoires (X,,) converge en loi vers une variable aléatoire
X si et seulement si la suite de lois (px, )nen converge étroitement vers la loi de X.
On dit que la suite (un)nen est tendue si pour tout € > 0 il existe un compact K, de R tel
que :
Vn >0, up(K)>1—e.

On rappelle le résultat de compacité suivant : si une suite de mesures de probabilité (1, )n,en est
tendue, alors il existe une sous-suite qui converge étroitement vers une mesure de probabilité.
Enfin, pour toute fonction bornée f de R dans R, on note || f|,, = super{|f(z)|}.

I Une distance entre lois de probabilité

Dans cette partie les questions 4 a 6 étudient des exemples et sont indépendantes de la suite

du probleme.

I. 1°) Soit ‘H 'ensemble des fonctions Lipschitziennes :

H= {h ‘R — R? IC e R+,V(a:,y) S Rz? |h($) - h(y)‘ < ¢ ’:E - y|}
Pour toute h € H, on notera
[h(z) = h(y)|
1P/l = sup :
(ey)eR2zty 1T — Y|

la semi-norme de Lipschitz de h. Montrer que si u est dans M et h dans H, la fonction h est
intégrable pour p :

[ 1n(a)| du(a) < .
I. 2°) Pour deux mesures p et v dans M, on définit

/R h(z)dp(z) — /R h(x)dv(z)

dw (ji,v) = sup
ReH,|IR|l 1, <1

Montrer que ’on définit ainsi une distance sur M.

I. 3°) Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires réelles. On suppose que la loi marginale de
X est p et celle de Y est v, et que p et v sont dans M. Montrer que :

dw (p,v) <E[IX =Y.

I. 4°) Pour tout a € R on note d, la mesure de Dirac en a. Montrer que dyy (04, ) = |a — b|.

I. 5°) Pour tout m € R et tout s > 0, notons A (m, s) la loi normale de moyenne m et d’écart-type

s, dont la densité est donnée par :
1 (x —m)?
exp| ———— | .
V2rs P 252
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Montrer que :
Vs > 0,Y(a,b) € R?,  dyy (N(a,s),N(b,s)) = |b—al.

Dans un des sens on pourra utiliser le fait que, si X ~ N(m, s), alors pour tout couple (a, 3) € R2,
aX + [ suit une loi normale (dont on rappellera la moyenne et Iécart-type).

I. 6°) Montrer que
2
Vs e RL, dw (N(0,5),N(0,1)) = Vo |1 —s|.

I. 7°) Soit (un)nen une suite de mesures dans M, et 1 une mesure de M, telles que :

dw (s 1) —— 0.

n—oo

Montrer que (pn)nen converge étroitement vers p.

I. 8°) Soit (pn)nen une suite d’éléments de M. On suppose que (pn)nen est une suite de
Cauchy pour la distance dyy (-, -). Montrer que la suite d’intégrales [ |z|du,(x) converge. Montrer
qu’il existe une mesure et une sous-suite (notée (tg(n))nen) telles que (pig(n))nen converge
étroitement vers . Montrer que p est nécessairement dans M.

Indication. Pour le dernier point, on pourra introduire, pour tout M > 0, la fonction
far sz min(|z|, M).

I. 9°) Montrer que M est complet pour la distance dyy (-, ).
Indication. On pourra introduire pour tout M > 0 et tout h € H la fonction hj; définie par

h(z) sih(z) € [—-M, M],
hay(z) =< M si h(x) > M,
—M  sih(x) <-M

Y

et montrer qu’elle est Lipshitzienne bornée.

IT Une équation différentielle

IT. 1°) Soit ¢(z) la densité, ®(z) la fonction de répartition et W(x) la « fonction de survie » de
la loi normale N(0,1) :

@) = =

1 xT
=
U(z)=1-P(z) = \/127_/1 eV 2y,

O(x _yg/Qdy,
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Montrer les deux inégalités suivantes pour z > 0 :

222 [0 —y2)2 _ Y(x) m
e /I e ¥ dy_gb(a:)g\/g‘

IT. 2°) Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que :
Ve eR, f'(x)—af(x)=0.
IT. 3°) Soit h une fonction dans H et Z une variable aléatoire de loi N'(0, 1). Justifier que h(Z)
est d’espérance finie. On cherche & résoudre I’équation différentielle (d’inconnue f) :
Vo €R,  f'(x) —xf(x) = h(z) - E[h(Z)]. (1)

On définit une fonction fj par :

) = =2 [ e ()~ B[]y

T

Justifier cette définition. Montrer que f, est la seule solution bornée de I’équation (1), et qu'on
a:
VheH, |fulloe <21RlLyp-

Indication. On pourra établir

h(0) ~ B (b(2))] < [l (Io1+/2/7).

Pour traiter le cas z < 0 on pourra utiliser I’expression

fula) =2 [ e h(y) - EIR(Z)])dy.

—0o0

Dans la suite, on admettra que l’on peut de facon similaire montrer que fj, est de classe C2

et établir les bornes :
! < /2 hll;.
Hfh”oo <2 ||h”Lip‘

IIT Distance a la loi normale

Soit F I’ensemble des fonctions de classe C2, telles que f, f’ et f” sont bornées. Pour une
fonction f € F et une variable aléatoire X intégrable, on définit

S(f,X) =E[Xf(X) - f[(X)]. (2)

ITI. 1°) Justifier que cette définition a un sens.
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ITI. 2°) Si Z suit la loi normale standard A/ (0, 1), montrer que

VfeF, S(f,2)=

ITI. 3°) En utilisant la question 1. 2°) et les résultats de la partie II, montrer que, pour X une
variable aléatoire intégrable quelconque et Z une variable aléatoire de loi A/(0,1), on a

b o) < sup {|SU. X € 7. < 2/ |77 <2}

ITI. 4°) Si X est telle que S(f, X) = 0 pour tout f € F, que peut-on dire de X 7

IV  Au-dela du TCL

Soit (Xg)ken une suite de variables indépendantes, de méme loi, centrées et de variance 1

E [Xk] = O, Var (Xk) = 1.

On suppose de plus que les X}, admettent un moment d’ordre 3

E[|1X:*] < oo.
IV. 1°) Que disent la loi des grands nombres et le théoréme central limite appliqués a la
suite (X%)?

On fixe un entier n. Pour 1 < k < n, on note

7

IV. 2°) Soit f une fonction de F. Montrer qu'il existe une fonction g, bornée par || f”||
que :

o /2, telle
V(:c,y) €R27 f(x)_f(y)

F )@ —y)+g(z,y)(z -

y)°. (3)

) est défini par I’équation (2). Montrer que

S(f, W) = } [Zxkf (W)

IV. 3°) On rappelle que S(f, W

f
+\1f [g (W — Wy)? (W,Wk)l-

1
n

S X (£ (W)W = W) — £/(0)

k=1
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IV. 4°) On note (dans l'ordre) A ,B et C les trois termes du membre de droite de I’équation
ci-dessus. Montrer que A est nul, puis que :

5= 1B |3 0r0v - o)

k=1
1 n
C=—5E > Xigw, Wk)] :
k=1

IV. 5°) En déduire que

S < =17 (B 1200+ 5B [[51]]).

En utilisant les résultats de la partie III, en déduire que W converge en loi quand n tend vers
I'infini et donner sa limite. Que pensez-vous de ce résultat 7

V Un jeu de pile ou face

Dans cette partie on considére un jeu répété de pile ou face, modélisé par une suite (Xy)ken
de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de parameétre 1/2 :

On s’intéresse aux suites de deux symboles consécutifs. Pour tout £ > 1, on pose

1si X =0, X1 =0,
28 X =0, Xpy1 = 1,
3 si Xk = 1,X]€+1 = 0,
4 si Xk = 1,Xk+1 =1.

Dy,

V. 1°) Montrer que la suite (Dg)ken est une chaine de Markov. Donner sa matrice de transition.
V. 2°) Montrer qu’il existe une unique probabilité invariante pour (Dy)ken ; la calculer.

V. 3°) On joue au jeu suivant : pour chaque temps k, on touche 3 euros si Dy = 1, sinon on
perd 1 euro. On note Y} le gain (algébrique) correspondant. En écrivant le gain jusqu’a 1’étape n

comime une somime :
n
k=1

(n) ~
& tend presque stirement vers 0.
n

montrer que

Dans la suite on adapte I’approche de la partie précédente pour établir un résultat du type
« théoréme central limite » pour G(™).
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V. 4°) Pour k,l € (N*)2, les variables Y} et Y] sont-elles indépendantes ? Calculer leur covariance.

V. 5°) On fixe n et on définit les quantités suivantes :

Var<znjyk) VfG( 7725/,6

k=1 n  On o
1 n
Ve=V—— Yy A=YV = V).
noo1<i<n k=1
T k—j]<1

Montrer que E [A] = 0y, et que 02 = 5n — 2.
V. 6°) Montrer que pour toute f € F, on a

E[V/(V)— f(V)] =E {f’(V) (A - 1)} _ —E [g (V = Vi)2g(V. Vi)

On

ou g est définie en fonction de f comme dans la question IV. 2°).

V. 7°) En utilisant le fait que les Y} sont bornées, montrer qu'’il existe une constante C' telle que
pour tout n,

En déduire qu’il existe C’ (ne dépendant pas non plus de n) telle que

SUVI<CF ] Y+

n

V. 8°) En déduire que \(f) converge en loi et donner sa limite.

* K K Fin du sujet *
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