Le but de ce probléme est d’établir ’existence d’une mesure de probabilité
invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue pour les
applications dilatantes par morceaux de l'intervalle.

On rappelle quelques résultats et notations classiques de théorie de la mesure.
Soient X un ensemble muni d'une tribu B et p une mesure positive sur B. On
consideére la relation d’équivalence ~ suivante sur les fonctions mesurables réelles

sur (X, B) :
f ~ g si et seulement si f(x) = g(x) pour u-presque tout z.

Pour toute fonction mesurable f : X — R on notera f la classe d’équi-
valence de f. Pour tout 1 < p < 4o (resp. p = +o0) on considére LP(u)

Pensemble des fonctions mesurables avec |f[, := ({4 |f|P du) VP oo (resp.
[floo := infgsup,cp |f(x)], ot Pinfimum porte sur les ensembles mesurables £
satisfaisant p(X\E) = 0) et 'ensemble quotient associ¢ LP(u) := LP(u)/ ~. On
rappelle que | - |, induit une norme sur LP(u).

Une mesure signée (resp. une mesure signée finie) sur B est la différence de
deux mesures positives, dont au moins une est finie (resp. la différence de deux
mesures positives finies). Soient p et v deux mesures signées sur B. On dit que v
est absolument continue par rapport a p si tout A € B avec pu(A) = 0 vérifie aussi
v(A) =0.S1T: X — X est une application mesurable on notera 7*u la mesure
signée définie par T*u(A) = p(T1A) pour tout A € B. L’application T est dite
non-singuliére par rapport a u si 7% est absolument continue par rapport a pu.

Theorem 1 (Radon-Nikodym) Soient . une mesure positive finie et v une mesure
signée finie sur B telles que v est absolument continue par rapport a p. Alors il
existe une unique fonction f € L'(u), appelée la dérivée de Radon-Nikodym de v

relativement a p, telle que v soit la mesure a densité f par rapport a u, notée f - p,
i.e. v(A) = (f-p)(A) =S, f du pour tout A e B.

Lorsque X est un intervalle de R on considére la tribu des boréliens B sur
X. On notera alors £P(X) et LP(X) pour L£P(m) et LP(m) avec m la mesure de
Lebesgue sur X. On rappelle le critére de compacité suivant :



Theorem 2 (Kolmogorov-Riesz) Soit F un sous ensemble de L*(R) tel que

— F est borné dans L*(R) ;
— pour tout € > 0, il existe R > 0 tel que pour tout f € F,

| i <
[t|>R

— pour tout € > 0, il existe h > 0 tel que pour tout |s| < h et pour tout
feF,

[ 1te+9)— s <

R

alors F est d’adhérence compact dans L'(R).

Nous utiliserons aussi dans ce probléme les notations suivantes. Pour I et J
des intervalles de R et f € L!'(I) on notera :
— f7 € L'(J) la restriction de f a J lorsque J < I, i.e. f;(x) = f(x) pour
Lebesgue presque tout x € J,
— f7 e LYJ) le prolongement de f & J nul hors de I lorsque J > I, i.e.
f7(x) = f(z) pour Lebesgue presque tout z € I et f/(x) = 0 pour Lebesgue
presque tout z € J\I.



Partie I : Fonctions & Variations bornées

Soit I un intervalle réel non réduit a un point. A toute fonction f : I — R on
associe la fonction V(f) : I — R définie pour tout x € I par

N-1
Vi(x):= sup{Z |f(ziz1) — f(x)] + NeN* g <1 <.ony_1<2ay<T, Tg€E I}.
i=0

Le supremum sup,.; Vf(z) de la fonction Vf, que l'on notera V(f), est appelé
la variation totale de f. Lorsque V(f) est fini, on dit que [ est a variations
bornées. On considére dans la suite l'ensemble BV(I) des fonctions de I dans R a
variations bornées.

[.1.a. Soit f € BY(I). Montrer que les fonctions Vf et Vf — f sont des
fonctions croissantes.

I.1.b. Montrer l'inclusion BV(I) < L*(I).

[.1.c. Vérifier que pour tout o € R et pour tout f,g € BV(I), on a af + g €
BY(I) et :

V(af +g) < |aV(f) +V(g).

On considere dans la suite 'ensemble BV (I) < LY(I) des classes de fonctions
mesurables admettant un représentant dans BV(I) n LY(I), autrement dit,
f € L'(I) appartient & BV (I) si et seulement s’il existe g € BV(I) tel que g = f.
De plus on note alors V(f) :=inf{V(g), g = f} et |flsv = |f|1 + V().

1.2.a. Montrer que BV () muni de | - | gy est un espace vectoriel normé.

1.2.b. Vérifier que pour tout f € BV (I) on a

V) = inf{V(g), g = f et suplg(@)l =[]}
e

[.2.c. Montrer que pour tout f e BV(I),

[fllee < V() + =77

ou |I| e R™ U {+w0} est la longueur de l'intervalle 1.



1.3.a. Soit J un intervalle de R contenant I. Pour f € L'(I) on rappelle que f”
désigne le prolongement de f a J nul hors de I. Montrer que pour tout f e L(T),

V() < V() +2|f]e.
[.3.b. Soit f € L*(I). Montrer que pour tout h > 0,

fR R+ B — () |de — ZL R+ (b + DB) — (@ + kh)|dz.

keZ

[.3.c. En déduire I'inégalité suivante pour tout f € BV (I) :

fR (@ + h) — R (@)|de < WV (5.

[.3.d. Conclure que, lorsque I est un intervalle borné, toute partie bornée de
(BV(I),| - |sv) est d’adhérence compacte dans (L'(I), | - |1)-

[.4.a. Soient F'e€ BV(I) et G € L*(I). Pour tout (x,y,z) € I? avec z < z < v,
montrer que

(FG)(y) — (FG)(@)] < VF(y) = VF(2)) |Gl + [F(2)]|G(y) — G(=)].

1.4.b. On suppose de plus que G est K-lipschitzienne sur I, i.e. |G(u) —G(v)| <
K|u — v| pour tout (u,v) € I*. Montrer alors que pour tout (x,y) € I? avec x < y
on a

(FG)(y) — (FG)()| < (VF(y) — VF(@)) |Gl + K j[ JE@ar

1.4.c. Conclure que pour tout f € BV(I) et pour toute fonction g
K-lipschitzienne et bornée sur I, on a fg € BV (I) et

V(f9) < V(Dlgle + K[ f]1-

Partie II : Opérateur de transfert

Soient X un ensemble muni d’une tribu B et m une mesure de probabilité
sur B. On considére dans cette partie une application mesurable T : X — X
non-singuliére par rapport a m.

I.1. Soit f € L'(m). Vérifiez que la mesure signée T*(f - m) est finie et
absolument continue par rapport a m.



Pour f € L'(m), on notera Prf € L'(m) la dérivée de Radon-Nikodym associée
a T*(f -m) relativement a m.

1.2. Montrer que Prf est 'unique élément de L'(m) tel que pour tout g €
L*(m),

| Pery-gam=] £ om)am

L’opérateur Pr : L'(m) — L'(m) est appelé l'opérateur de transfert associé a

(T, m).
I1.3.a. Montrer que Pr est linéaire.

I1.3.b. Soit f € L'(m) avec f > 0. Montrer que Prf > 0 puis que
| Prfl =1 f]1

I1.3.c. En déduire que Pr est continue et calculer sa norme d’opérateur || Pr|
definie par || Pr|| := SUD| [, =1 |Prfl-

On dit qu’une mesure de probabilité p sur B est T-invariante, lorsque
T*u=p, i.e. w(T71A) = p(A) pour tout A € B.

I1.4.a. Montrer que si f - m est une mesure de probabilité T-invariante alors f
est un point fixe de 'opérateur de transfert Pr.

I1.4.b. Réciproquement montrer que si f > 0 est un point fixe non nul de Pr,
alors <S%> -m est une mesure de probabilité T-invariante absolument continue
X
par rapport m.

Partie III : Inégalité de Lasota-Yorke pour des ap-
plications dilatantes par morceaux

Dans toute cette partie on considére une application T : [0,1] — [0,1]
dilatante et C? par morceaus, i.e. il exviste 0 = x9g < 11 < ... < a3 =1 et X > 1
tels que pour tout i = 1,...,d la restriction T; de T a |x;_1, z] se prolonge par une
fonction C? sur un voisinage de [x;_1, ;] avec infy,, | ,.(|T"(x)] > X. On notera
T T(Jwi, 2]) —)zi1, 2] la fonction réciproque de T;.



IT1.1. Vérifier que T est non-singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue m
sur U'intervalle [0, 1] muni de la tribu borélienne.

I11.2. Montrer que pour tout f € L'([0,1]), on a

d —1~ [0,1]
fol:
Prf = N )
=2 (F7
I11.3.a. Montrer que pour tout ¢ = 1, ..., d, il existe une constante C; > 0, telle
que pour tout f e BV([0,1])

f © Ti_l v(f]xifhxi[) o
v (W < sl o [l

I1I1.3.b. En déduire que Pr(BV([0,1])) = BV([0,1]) et qu'il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout f e BV([0,1])

Ti—1

3
|Prflev < 1 flsv + Cl 1l

ITI.4.a. On suppose tout d’abord A > 3. On note 1 la fonction indicatrice de
[0,1]. Montrer que pour tout entier n

3\" CA
Pr)"1 < | = —_—
el < (3) 52

[I1.4.b. Montrer que toute valeur d’adhérence dans L!([0,1]) de la suite
(% Z;é (PT)kl)n est un point fixe de Pr.

[T1.4.c. Conclure qu’il existe une mesure de probabilité T-invariante absolu-
ment continue par rapport a la mesure de Lebesgue m sur [0, 1].

I11.5. Etablir I'existence d’une telle mesure dans le cas général A > 1 (on pourra
considérer une itérée TP de T avec p assez grand).
Partie IV : Mélange pour = — 2z mod(1)

Dans cette partie on considere lapplication Ty : [0,1] — [0,1] qui & = associe
2z modulo 1.

IV.1. Montrer que pour tout f € L'([0,1]) on a pour Lebesgue presque tout
x € [0,1]



Prei =3 (1(3)+1(55)):

Montrer que la mesure de Lebesgue m sur [0, 1] est une mesure de probabilité
T>-invariante.

IV.2. Etablir pour tout f € BV([0,1]) I'inégalité suivante :

1
f—1f0 f dmly < V(J).

IV.3. Montrer que pour tout f € BV([0,1]) et pour tout entier n € N* on a

V(P < 2,
puis
Ipeys =1 [ 1 amly < 0.

IV.4. En déduire que m est 'unique mesure de probabilité Th-invariante
absolument continue par rapport a m.

IV.5. Montrer que pour tout f, g e L*([0,1]),

[ wmon ([ o) ([0

FIN DE ’EPREUVE

n—+ao
— 0.




