
Sujet 1 : Probabilités et Statistiques

Préambule

Ce sujet est consacré à l’étude du comportement asymptotique d’extrêmes d’une
suite pXkqk¥1 de variables aléatoires réelles définies sur le même espace proba-
bilisé pΩ,F, P q. La première partie présente des résultats obtenus par des tech-
niques élémentaires sans aucune hypothèse sur la structure de dépendance des Xk.
La deuxième partie traite du comportement asymptotique du maximum Mn du
n-échantillon X1, . . . , Xn lorsque les Xk sont indépendantes et de même loi. La
troisième partie est consacrée aux records de l’échantillon X1, . . . , Xn et aboutit
à deux théorèmes limite pour le nombre Sn de ces records. La quatrième partie
propose d’établir un théorème de caractérisation de la loi de X1 par la suite des
E minpX1, . . . , Xnq.

Les 4 parties du problème sont indépendantes, mais il est conseillé d’essayer de
les traiter dans l’ordre.

On précise maintenant quelques notations, rappels ou résultats que les candidats
pourront considérer comme connus.

Définition 1. Soient punqn¥1 une suite de réels strictement positifs à partir d’un
certain rang et pYnqn¥1 une suite de variables aléatoires réelles. On dit que
a) Yn � OP punq si pour tout ε Ps0, 1r il existe un entier n0 et une constante C tels

que pour tout n ¥ n0, P p|Yn| ¤ Cunq ¥ 1 � ε ;
b) Yn � oP punq si u�1

n |Yn| converge en probabilité vers 0.

Soit pAnqn¥1 une suite d’évènements sur le même espace probabilisable, chaque
An étant défini par une propriété πn. On notera tπn i.s.u (lire πn se réalise infiniment
souvent) l’évènement lim supAn, autrement dit l’ensemble des évènements élémen-
taires ω pour lesquels Ipωq � tn P N ; ω P Anu � tn P N ; πnpωq vraieu est une
partie infinie de N.

Soit F : t ÞÑ P pX ¤ tq la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle
X. On définit son inverse généralisé F�1 ou fonction quantile par

F�1 :s0, 1rÑ R, u ÞÑ F�1puq � inftt P R ; F ptq ¥ uu. (1)



F�1 est croissante et si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur s0, 1r, la
variable aléatoire F�1pUq a même loi que X.

Le lemme suivant pourra être utilisé sans le redémontrer dans des questions du
type loi des grands nombres.

Lemme 2 (Kronecker). Soient pbkqk¥1 une suite de réels strictement positifs, crois-
sante et de limite �8 et pxkqk¥1 une suite de réels, telles que la série

�8̧

k�1

xk
bk

converge dans R.

Alors
1
bn

ņ

k�1
xk ÝÝÝÝÑ

nÑ�8
0.

On rappelle enfin le théorème limite central de Liapounov, qui peut être vu
comme un corollaire du théorème limite central de Lindeberg-Lévy.

Théorème 3 (Liapounov). Notons pour tout entier n ¥ 1, Sn � °n
k�1 Yk, où

pYkqk¥1 est une suite de variables aléatoires indépendantes (mais pas forcément de
même loi) ayant toutes un moment absolu d’ordre 3 fini et telles que

1
pVarSnq3{2

ņ

k�1
E|Yk � EYk|3 ÝÝÝÝÑ

nÑ�8
0.

Alors
Sn � ESn?

VarSn
loiÝÝÝÝÑ

nÑ�8
Z,

où Z est une variable aléatoire de loi gaussienne standard Np0, 1q.

1 Généralités élémentaires

On définit la variable aléatoire Mn � max1¤i¤nXi par

@ω P Ω, Mnpωq � max
1¤i¤n

Xipωq.

1.1 Montrer que pour tout réel t,

P pMn ¡ tq ¤
ņ

i�1
P pXi ¡ tq. (2)

Si les Xi ont même loi, cette inégalité devient

P pMn ¡ tq ¤ nP pX1 ¡ tq. (3)
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1.2 En déduire que si les Xi ont même loi avec un moment absolu d’ordre p ¡ 0
fini, max1¤i¤n |Xi| � OP pn1{pq.
1.3 Montrer qu’en fait, sous les mêmes hypothèses, max1¤i¤n |Xi| � oP pn1{pq.
1.4 On suppose dans cette question que les Xi sont des variables aléatoires po-
sitives de même loi exponentielle de paramètre a ¡ 0. Leur fonction de survie G
est donc définie par Gptq � P pXi ¡ tq � expp�atq pour tout t ¥ 0. Montrer que
Mn � OP plnnq.
1.5 Soit X une variable aléatoire gaussienne de loi Np0, 1q. Montrer que

@t ¡ 0, P p|X| ¥ tq ¤ exp
��t2

2

	
. (4)

Indication : on pourra partir de P pX ¥ tq � ³�8
t

p2πq�1{2 expp�x2{2q dx.
1.6 Soit pXkqk¥1 une suite de variables aléatoires gaussiennes de même loi Np0, 1q.
Utiliser (4) pour majorer P pmaxk¤n |Xk| ¥ tq pour t ¡ 0 et en déduire que :

@s ¡
?

2, P
�

max
k¤n

|Xk| ¥ splnnq1{2
	
ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

0. (5)

2 Comportement asymptotique de Mn dans le cas i.i.d.

Désormais on suppose, sauf mention explicite du contraire, que les Xi sont in-
dépendantes et de même loi de fonction de répartition F .
2.1 Montrer que

@t P R, P pMn ¤ tq � F ptqn.

2.2 On suppose de plus que F ptq   1 pour tout t réel.
2.2.1 Montrer que

@t P R, P pMn ¡ tq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

1, (6)

autrement dit que Mn tend vers �8 en probabilité.
2.2.2 Donner un exemple simple montrant que sans l’hypothèse d’indépendance des
Xi, (6) peut être fausse.
2.2.3 Montrer, sans utiliser l’indépendance, que si (6) est vraie, alors Mn converge
presque sûrement vers �8.
2.3 On se propose maintenant de minorer P pMn ¡ tq.
2.3.1 Montrer que pour tout δ ¡ 0 et tous n ¥ 1 et t P R vérifiant : nP pX1 ¡ tq ¤ δ,

P pMn ¡ tq ¥ 1 � e�δ
δ

nP pX1 ¡ tq. (7)
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2.3.2 Si de plus δ ¤ 1, on a aussi sous les mêmes hypothèses,

P pMn ¡ tq ¥
�

1 � δ

2

	
nP pX1 ¡ tq. (8)

2.3.3 En quoi (7) permet-elle d’affirmer que l’inégalité (3) est optimale ?
2.4 On suppose qu’il existe une suite de réels panqn¥1 et une suite de réels positifs
pbnqn¥1 telles que

@t P R, lim
nÑ�8

nP pX1 ¡ an � bntq � uptq, (9)

où u est une fonction définie sur R et à valeurs dans R� � r0,�8s. Montrer qu’alors

@t P R, lim
nÑ�8

P pMn ¤ an � bntq � expp�uptqq, (10)

avec la convention d’écriture expp�8q � 0.
2.5 Si (9) est vérifiée et si les bn sont strictement positifs, quelles conditions sup-
plémentaires sur la fonction u permettent d’en déduire la convergence en loi de
b�1
n pMn � anq ?
2.6 Utiliser ce qui précède pour étudier brièvement la convergence en loi de b�1

n pMn�
anq pour chacun des exemples suivants.
2.6.1 X1 suit la loi exponentielle de paramètre 1, an � lnn, bn � 1.
2.6.2 X1 suit la loi uniforme sur r0, 1s, an � 1, bn � 1{n.
2.6.3 X1 suit une loi de Pareto de paramètre p ¡ 0 donnée par P pX1 ¡ tq � t�p

pour tout t ¥ 1, an � 0, bn � n1{p.
2.7 Dans cette question, on suppose encore que les Xk sont à valeurs réelles (en
particulier @ω P Ω, Xkpωq   �8), mais on ne suppose plus les Xk indépendantes
ni de même loi. On note Fk la fonction de répartition de Xk. Soit pcnqn¥1 une suite
croissante de réels tendant vers �8. Montrer l’égalité d’évènements :

tMn ¡ cn i.s.u � tXn ¡ cn i.s.u. (11)

En déduire que si
�8̧

k�1

�
1 � Fkpckq

�   �8, (12)

alors P pMn ¡ cn i.s.q � 0.
2.8 On revient au cas où les Xk sont indépendantes et de même loi de fonction de
répartition F . On suppose de plus que F est continue sur R et que F ptq   1 pour
tout t P R. On choisit pour cn le p1 � 1{nq-quantile de F , c’est-à-dire

cn � inftt P R ; F ptq ¥ 1 � 1{nu. (13)

Montrer qu’alors P pMn ¡ cn i.s.q � 1. Indications. Montrer que cn tend vers l’infini
et calculer F pcnq.
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3 Records

Dans cette partie on suppose que les Xi sont indépendantes et de même loi de
fonction de répartition continue sur R. On se propose d’étudier le comportement
asymptotique du nombre de records dans l’échantillon X1, . . . , Xn quand n tend
vers l’infini. Les deux premières questions permettent de voir que presque sûrement
il n’y a pas d’ex aequo dans l’échantillon. On note Rn le rang de Xn parmi les Xi

d’indice i ¤ n. Ainsi

Rn � 1 �
n�1̧

k�1
1tXk¡Xnu. (14)

Le nombre Sn de records dans l’échantillon X1, . . . , Xn est alors donné par

Sn �
ņ

j�1
1tRj�1u. (15)

La suite des temps de records pTnqn¥1 est définie par récurrence par

T1 � 1 et pour n ¥ 1, Tn�1 � inftj ¡ Tn ; @i   j,Xi   Xju, (16)

avec la convention inf H � �8.
3.1 Montrer que si les variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes et si
la fonction de répartition de X est continue sur R, alors P pX � Y q � 0.
3.2 En déduire que presque sûrement la suite pXnqn¥1 ne présente pas de valeurs
ex aequo.
3.3 Montrer que si la variable aléatoire réelle X a une fonction de répartition F
continue sur R, la variable aléatoire F pXq suit la loi uniforme sur s0, 1r.
3.4 Pour tout entier i ¥ 1, on note Ui � F pXiq, F étant la fonction de répartition
de chacune des Xi. Pour n ¡ 1, soit i1, i2, . . . , in une permutation des entiers de
v1, nw � r1, ns X N. Montrer en utilisant F et son inverse généralisé F�1 que

P pXi1   Xi2   � � �   Xinq � P pUi1   Ui2   � � �   Uinq. (17)

3.5 En déduire que
3.5.1 le vecteur aléatoire discret pR1, . . . , Rnq suit la loi uniforme sur

Dn � t1u � v1, 2w � v1, 3w � � � � � v1, nw;

3.5.2 les Ri sont indépendantes ;
3.5.3 pour tout n ¥ 1, Rn suit la loi uniforme sur v1, nw ;
3.5.4 les Ri sont indépendantes ;
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3.5.5 ni la loi de la suite pSnqn¥1 ni celle de pTnqn¥1 ne dépendent de la loi de X1,
tant que cette dernière est à fonction de répartition continue.

3.6 Déduire de la question précédente que pour tout entier k ¥ 2,

P pT2 � kq � 1
pk � 1qk . (18)

Vérifier alors que P pT2 � �8q � 0 et ET2 � �8.

3.7 Grâce à la question 3.5.3, on voit que

ESn � lnn� γ � εpnq, lim
nÑ�8

εpnq � 0, (19)

où γ désigne la constante d’Euler. Établir un résultat analogue pour VarSn.

3.8 Montrer que

�8̧

k�2

1tRk�1u � P pRk � 1q
ln k converge p.s. (20)

En déduire que
Sn
lnn

p.s.ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

1. (21)

3.9 Montrer que
Sn � lnn?

lnn
loiÝÝÝÝÑ

nÑ�8
Np0, 1q, (22)

où Np0, 1q désigne la loi gaussienne standard.

4 Une caractérisation extrémale de la loi des Xi

Le but de cette partie est de prouver le théorème suivant.

Théorème 4. Soient pXkqk¥1 et pYkqk¥1 deux suites de variables aléatoires positives,
indépendantes et de même loi. On suppose que EX1   �8 et que

@n ¥ 1, E minpX1, . . . , Xnq � E minpY1, . . . , Ynq. (23)

Alors X1 et Y1 ont même loi.

4.1 Soit Z une variable aléatoire positive. Vérifier que

EZ �
» �8

0
P pZ ¡ tq dt. (24)
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4.2 Soit G : t ÞÑ P pX1 ¡ tq la fonction de survie de X1. Calculer en fonction de
G la fonction de survie de minpX1, . . . , Xnq.
4.3 On note G�1 l’inverse généralisé de G défini par G�1p1q � 0 et

@u Ps0, 1r, G�1puq � suptt P R� ; Gptq ¡ uu. (25)

Prouver la formule

@n ¥ 1,
» �8

0
Gptqn dt �

» 1

0
nun�1G�1puq du. (26)

En particulier, on déduit du cas n � 1 et de l’intégrabilité de X1 que G�1 est une
fonction positive intégrable sur r0, 1s relativement à la mesure de Lebesgue.
4.4 Expliquer brièvement pourquoi si deux mesures positives bornées µ et ν sur
la tribu borélienne de r0, 1s vérifient ³

r0,1s h dµ � ³
r0,1s h dν pour toute fonction h à

valeurs réelles définie et continue sur r0, 1s, alors µ � ν.
4.5 Démontrer le théorème 4.
4.6 Le théorème reste-t-il vrai si EX1 � EY1 � �8 ?

Fin du sujet
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