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Epreuve de Mathématiques Générales

Notations et préambule

L’objet du probleme est de démontrer le théoreme de Riesz sur la convergence en norme LP des
séries de Fourier, pour p €]1, co.

Dans tout le probleme, on note T = R/27Z. Toute fonction définie sur T peut étre vue comme
une fonction définie sur R et qui est 2w-périodique. Si f : T — C est mesurable et localement
intégrable, on définit

[ (ot = "y,
T -7

ou par périodicité l'intervalle [—m, | peut étre remplacé par n’importe quel intervalle de lon-
gueur 27.

Pour n € Z, on pose e, : T — R la fonction t — ™.

Les espaces fonctionnels :

e Pour p € [1,00[, LP(T) est 'espace des classes de fonctions mesurables dont la puissance
d’exposant p est intégrable au sens de Lebesgue. Ainsi

LP(T) := {f : T — C mesurable, / |f(t)|Pdt < oo},
T

1 1/p
que 'on munit de la norme Vf € LP(T), | fl,:= (27r /T |f(t)|pdt> :

On prendra en particulier garde a la présence du coefficient de normalisation
1
2

e On définit 'espace des suites bornées (et indicées par Z) :

(>*(Z) = {u :Z — C, suplu(n)| < oo},
neZ

que 'on munit de la norme VYu € (°°(Z), ||u/lco := sup Ju(n)|.
neZ

e On pose P(T) = Vect({en }nez) 'ensemble des polynomes trigonométriques.

e Si(E,| -|lg) et (F,| -|lr) sont des espaces vectoriels normés, on note L(E, F) ensemble
des applications linéaires continues de E dans F, que ’on munit de la norme habituelle
T
|Tz(g,F) = sup M Quand E = F', on note simplement £(E) = L(E, E) l'en-
zeE\{0} 2]l &
semble des endomorphismes continus de FE.



A propos des applications linéaires continues, on rappelle une formulation du théoréme de
Banach-Steinhaus :

Théoréme 1 Soit E un espace de Banach, et F' un espace vectoriel normé. Soit (Ln)neN
une suite de L(E,F). Si pour tout x € E, la suite (|Ly(x)||r)nen est bornée, alors la suite

(ILNl (e, 7)) Nen est bornée.

Translation, Convolution : Pour f € L'(T) et 7 € T, on note f, la translatée de f, c’est-a-dire
f+(t) = f(t — ) pour presque tout t € T.

Pour (f,g) € L*(T)?, on définit f*g € L'(T) le produit de convolution de f et g par la formule,

valable presque partout (& nouveau, on prendra garde a la présence du coefficient %) :

f*g(x = o / f(t)g(z —t)d / f&)ge(z pour presque tout x € T.
T

On rappelle également la notion d’identitée approchée.

Définition 1 On appelle identité approchée une suite de fonctions (ky)nyen 2m-périodiques telle
que

i) VN €N, k()= 1.

1

o

i) IM R, WNEN, / o (8)]dt < M,
T

iti) 6 €]0, 7, lim_ - 56]\1<:N(t)|dt:o.

L’identité approchée (ky)nen est dite continue si de plus

iv) VN € N, ky est une fonction continue.

Coefficients et Série de Fourier : Etant donnée une fonction f € L'(T), on pose

Wnez, fn) = % /T F(t)emtdt — % /Tr F(t)en(—t)dt,

et alors la suite f = (f(n)) ; s’appelle la suite des coefficients de Fourier de f. On note
ne

également

N
VNEN, Sn(f)= Y f(n)en,
et la suite (Sn(f))yen s'appelle alors la série de Fourier de f.

Etant donné un espace de Banach (B, | - ||) tel que B C L!(T), on dit que B satisfait la
convergence en norme si
vfeB, lim [Sy(f) - fllB=0.
N—o0

L’objet du probléeme est de montrer que les espaces LP(T) satisfont cette propriété,
pour p €]1, ccl.



Partie I : Convolution et série de Fourier

I.1 a. Calculer la suite T = (T(n)) N des coefficients de Fourier de la fonction constante
ne
égale a 1.

b. Montrer que pour tout f € L*(T) et pour tout n € Z,
RO

c. En déduire que 'opérateur

F: LYT) — ¢=(2)

foo— f
est une application linéaire continue, et calculer sa norme d’application linéaire
1l 2L (1) 00 (2)) -
d
1.2 Soit P = Z anen avec d € N et (an)ne[-d,q] € C2+1 un élément de P(T), et f € L'(T).
n=—d
a. Calculer P(n) pour n € Z, et montrer que Sy (P) = P pour tout N > d.
b. Calculer f xe,, pour n € Z.

c. Montrer que
d

Pxf= Z anf(n)en.

n=—d
1.3 On appelle noyau de Dirichlet la suite de fonctions :

N
VNeN, VteT, Dy(t)= Z et
n=—N

a. Montrer que si f € LY(T) alors

VN €N, Sy(f) = Dy * f.

1

b. Montrer que pour tout N € N, o / Dy (t)dt = 1.
TJT

c. Montrer que pour tout N € N,

in (N + 3)t
Dy(t) = Sm(s(in(—g)Q))’ pour tout t € R\ 27Z,

et en déduire la parité de Dy .

1 2
: — — | est intégrable sur |0, 7], et en déduire
sin(5)

1
sin ((N + ) t) ‘ dt> est bornée.
NeN

d. Montrer que la fonction g : ¢ — (

SIS

[\)

que la suite (’UN ::/ g(t)
0




e. Soit N € N\ {0,1} et n € [0, N —1]. On pose

(n+1)7w

S emedol,
Nom - nn t T(n+1)
N+1
Montrer
(n+1%7r 1
N+l
N+-—-|t])|dt=
M (G D L =t
N+1
et en déduire que
2
0<w
Non mn(n+1)
f. Montrer que la suite
41
VN eN, uy:=|D - —
N = [[Dnl1 7r2nz:1n+1
N-1
est bornée (on pourra commencer par calculer N — upy — % vy + 2 Z wN’n] et mon-
n=1

trer que c’est une suite bornée).

g. En déduire que la famille (Dy)nen n’est pas une identité approchée (dont la définition
est rappelée dans le préambule).

I.4 On appelle noyau de Féjer la suite de fonctions :
;X

n=0

a. Montrer que pour tout f € L*(T) et tout N € N, Ky * f € P(T).
b. Pour N € N, montrer que

2
1 Sin(Mt)
Kn(t) = 2 tout t € R\ 27Z.
~N(t) N—i—l( sin(%) ,  pour tout t € R\ 27

c. Montrer que (Ky)nen est une identité approchée continue.

Partie II : Convergence en norme et opérateurs Sy

Dans cette partie, on considere B un espace de Banach homogene, c’est a dire satisfaisant :

e B est un sous-espace vectoriel de L'(T) muni d’une norme || - ||z > || - |1 (1),

(B, || - ||B) est un espace de Banach,

B contient P(T),

pour tout f € B et tout 7 € T, f, appartient a B et ||f-|z = || f|| 5,
pour tout f € B et tout 9 € T,

Jim | fr = froll = 0.



On rappelle que comme (B, ||-||p) est un espace de Banach, on peut définir 'intégrale de Riemann
des fonctions continues de T & valeurs dans B. Les propriétés classiques (linéarité, relation de
Chasles) sont valables. De plus, on a I'inégalité suivante, pour toute fonction f : T — B continue :

| [ o] < [0

I1.1 Soit (kn)nen une identité approchée continue, et f € B.
a. Montrer que t — kn(t)(ft — f) est une fonction continue de T dans B.

b. Montrer que
v = £ = 5= [ k(O = Dt

c. Montrer que
lkn * f = fllB — 0.
N—o00

II.2 Montrer que P(T) est dense dans B (on pourra utiliser le noyau de Féjer introduit en
question 1.4).

Dans les questions I1.3 et I1.4 on montre une caractérisation de la convergence en
norme.

I1.3 Supposons que B satisfait la convergence en norme.
a. Pour tout N € N, montrer que

S N - B —
[ — Sn(f)
est linéaire continue.

b. Montrer que la suite réelle (|[Sn | z(py)nen est bornée, c’est-a-dire qu’il existe M € R
tel que

VN €N, |[ISnllzm) <M.

IT.4 Réciproquement, supposons que la suite (|[Sn||z(p))nen est majorée par le réel M, que
I’on peut choisir tel que M > 1. Soit ¢ > 0 et f € B.
a. Montrer qu'il existe P € P(T) tel que || f — P|p < 55;-

b. Conclure que (Sy(f))nen converge vers f pour la norme de B.
I1.5 Montrer que pour tout N € N, [[Sy|lzp) < [[Dn]1-

I1.6 Dans cette question, B = L!(T), qui est bien un espace de Banach homogene (on ne
demande pas de le démontrer).

a. Montrer que pour tout N € N, [[Sn|lzziry) = [[Dnlli (on pourra utiliser comme
fonction test les fonctions (K, )men)-

b. Montrer que I’espace L'(T) ne satisfait pas le convergence en norme.



Partie III : Convergence en norme et transformée de
Hilbert

Dans cette partie, on considere (B, || - ||g) un espace de Banach homogene, qui satisfait en
plus la propriété
VfeBNVNneZ, e,fe€B, et |enfllz=IflB (1)

On définit la transformée de Hilbert sur P(T) par

d d
VP = Z anen, € P(T), H(P)=—i Z signe(n)anen,

n=—d n=—d
1 sin>0
ou on a posé Vn € Z,signe(n) = 0 sin=0.
-1 sin<0
On définit également
d d
VP =Y ane, € P(T), G(P)=> anen.
n=—d n=0

Nous montrons dans cette partie que ’espace B (espace de Banach homogéne
vérifiant (1)) satisfait la convergence en norme si et seulement si ’opérateur H
peut étre prolongé en un endomorphisme continu de B.

ITI.1 Supposons que B admet la convergence en norme. Alors d’aprés la question 11.3, il existe
M € R, tel que
VN €N, HSN”E(B) < M.

a. On pose pour N € N, S]bv : f € B enSn(e—nf). Montrer que ||S?v||£(B) < M, et que

2N
VfeB, Sy(f)=>_ f(n)en
n=0
b. En déduire que
vP e P(T), |G(P)|s < M|P|s.

c. Exprimer P [G(P) - %ﬁ(O) - %P} en fonction de H, et en déduire qu’il existe une
constante M’ (qui dépend de M) telle que

VP eP(T), |H(P)|p < M|P|s.

d. Conclure que H peut étre prolongé en un endomorphisme continu de B.

ITI.2 Réciproquement, on suppose que H se prolonge en un endomorphisme continu de B. Il
existe alors un réel M € R tel que

vP e P(T), [H(P)s< M|P|s.
a. Montrer qu’il existe M’ (dépendant de M) tel que

VP e P(T), IG(P)|s < M'|P|s.



b. Montrer que si P € P(T), alors
VN €N, Sy(P)=G(P) - ean1G(e_2n11)P),

ou on rappelle que SJbV est défini & la question III.1.a.

c. Conclure que B satisfait la convergence en norme.

Partie IV : Convergence en norme L*(T) pour p > 1

IV.1 Montrer que I'opérateur H peut étre prolongé en une isométrie de L?(T), et en déduire
que Pespace L?(T) satisfait la convergence en norme.

Pour f € LY(T), on pose, pour tout z = re® € D := {w € C, |w| < 1},

0r(z) = ZT'"‘f(n)emt, or(z):=—i Z signe(n)r'"‘f(n)emt,

nez nez
et Fy(z) = ¢r(z) +igr(2).

IV.2 Montrer que si f € L'(T) alors ¢f et @7 sont bien définies sur D, et que la fonction Fy
est holomorphe sur D.

IV.3 On suppose p €]1,2[ et on considere f € LP(T), supposée a valeurs dans R, et telle que
f#£0.

a. Montrer que @y est a valeurs dans R et que ¢y est a valeurs dans R (on pourra écrire
@ sous la forme d’une convolution).

Ainsi Fy est a valeurs dans 'ensemble {z € C,Re(z) > 0} et on peut définir z — Fy(2)P a l'aide
de la détermination principale du logarithme ; cette fonction est alors holomorphe sur D. Fixons
r €]0,1[.

b. Montrer avec la formule de Cauchy que
1 .
— / Re(Fy(re™)P)dt = Fy(0)" € Ry.
2T T

c. Montrer qu’il existe a < 0 et 8 > 0 tels que

T T

Vo € [—5, 5] . [sin(6)] < 1 < acos(pd) + B cosP(6).

d. En déduire
LIz a<s [ ogren)f a
T T

e. Généraliser I'inégalité précédente (éventuellement avec une constante différente de g
mais toujours indépendante de f) au cas ou f € LP(T) n’est plus supposée a valeurs
dans R..



IV.4 Déduire de la question IV.3.e que si p €]1,2[, alors il existe M € R tel que
VP e P(T), [[H(P)|p < M[[Plp.
et en déduire que l'espace LP(T) satisfait la convergence en norme.

IV.5 On suppose désormais que p €]2,00[ et on pose p’ = —£7. On pose Vf € LP(T),Vg €

o P
LY(T), (f.9) = 5z Jp F(t)g(t)dt.
a. Montrer que pour tout P,Q € P(T),

(P,H(Q)) =—(H(P),Q).
b. Montrer que

Ve LX(T), |Ifll, = sup [{f,9)]
lgll, <1

c. Montrer que LP(T) satisfait la convergence en norme.

Fin de I’épreuve





