Sujet 2 — Analyse numérique

Durée : 5 heures.

Note : La clarté de la rédaction constituera un élément important dans 'appréciation
des copies. En particulier, indiquer clairement le numéro de chaque question traitée.
Ce sujet comporte 7 pages numérotées de 1 a 7 et est divisé en quatre parties A,B,C,D.
Chacune des parties dépend des parties précédentes. Il est toutefois permis pour traiter
une question d’admettre les résultats des questions et parties précédentes.

A

Polynémes orthogonaux

Pour a < b des réels fixés, soit w :|a,b[— R une fonction continue, strictement

positive et intégrable sur 'intervalle ]a, b[. On consideére

Al

A2

A3

A4

A5

A6

(f.9) = / " FB)g(t bt

Montrer que (f, g) définit bien un produit scalaire sur I’espace vectoriel des fonc-
tions polynomiales sur U'intervalle [a, b] & valeurs réelles.

Montrer qu’il existe une unique suite de polyndémes orthogonaux pg,p1,p2,... a
valeurs réelles telle que pour tout k > 0, on a :
e pi(t) est un polynoéme de degré k et de terme dominant t*, c’est-a-dire py(t) =
th + ap_1t* 1 4+ ...+ ag pour des coefficients réels ag, . . ., ap_1,
e (pr,q) = 0 pour tout polynéme ¢ de degré < k — 1.
En posant p_1(t) = 0, montrer que cette suite satisfait une relation de récurrence
de la forme

pi(t) = (t = Br)pr—1(t) — Vepr—2(1), pour tout k > 1,

avec [,V des constantes réelles avec v > 0 pour tout k. Les constantes S, Vg
(k > 1) sont-elles uniques ?

Pour tout &, montrer que les racines de pg(t) sont réelles, simples et dans 'intervalle
ouvert |a, bl.

Indication : considérer [[;_,(t — t;) ou {t1,...,t.} est l’ensemble des racines de
pr(t) qui sont dans Uintervalle Ja,b] et de multiplicité impaire.

\/11_7 conduit a pg(t) =

Montrer que le cas particulier a = —1,b = 1 et w(t) =
27k Ty (t), avec Ty défini par

Ty (t) = cos(karcos(t)), pour tout ¢t € [—1,1],

et déterminer les coefficients P, v de la question A.3 dans ce cas particulier.
Justifier également pourquoi les T} sont bien des polynoémes (appelés polynomes
de Chebyshev).

Les polynémes de Legendre Py (t) sont définis par Py(t) = 1 et pour tout entier
k > 1 par

(=1)* d* k k
e (0 +0 0 =0").

Calculer les polynomes de Legendre Py(t) pour k =1,2,3,4.

Py(t) =



A.7 Montrer les propriétés suivantes sur les polynémes de Legendre Py, pour tout k& > 1:

B

A.7.a Py est une fonction paire si k est pair, sinon c’est une fonction impaire.
A7b Py(1) =1.

ATc f_ll P;(t)Py(t)dt = 0 pour tous entiers j,k > 1 avec j # k.

A.7.d Py posseéde k racines réelles dans l'intervalle ouvert |-1,1].

A.7.e Py vérifie la relation de récurrence
(k4 1)Prya(t) = (2k + 1)tPy(t) — kPi_1(1).

A.7.f En posant Py (t) = v/2k + 1P,(t), il existe une suite réelle (a)p>1 que I'on
déterminera telle que

tpk(t) = Oék+1pk+1 (t) + Ckkpkfl(t).

A.7.g Les racines de Py sont les valeurs propres de la matrice tridiagonale symé-
trique de taille k X k suivante :

0 a1
ar 0 o

a9 0

a1 0

Formules de quadrature d’ordre élevé

On appelle formule de quadrature une formule d’approximation de la forme

[ st =3 igten
0 i=1

ot (bj,ci)i=1,..s désigne les coefficients de la formule de quadrature : les b; supposés
réels s’appellent les poids, et les ¢; dans l'intervalle [0, 1] s’appellent les noeuds, supposés
distincts deux-a-deux. On dit qu’une formule de quadrature est d’ordre p si elle est
exacte pour tout polynéme de degré < p — 1.

B.1

B.2

Soit p > 1. Montrer qu'une formule de quadrature (b;,¢;)i=1,... s est d’ordre (au
moins) p si et seulement si

S
_ 1
B(p) : Zbicf 1:%, k=1,...,p.
i=1
Etant donnés les nceuds cq, . . . , ¢s d’une formule de quadrature, montrer qu’il existe

un unique choix des poids de la formule pour que la formule soit d’ordre (au
moins) s, donné par

1

0
ot [;(t) est le iéme polynoéme de Lagrange (polynéme de degré s —1 avec l;(¢;) = 0
sii#j, et li(c;) =1sii=j).
On ajoute désormais a la définition d’une formule de quadrature que cette condition
sur les poids est vérifiée.



B.3

B4

B.5

B.6

B.7

B.8

B.9
B.10

Une formule de quadrature est dite symétrique si ses noeuds ¢; classés dans I'ordre
croissant vérifient ¢; = 1 — cs41-4,72 = 1,...,s. Montrer que si une formule de
quadrature (b;, ¢;)i=1,. s est symétrique, alors b; = bsy1-4,7 = 1,...,s. Montrer

dans ce cas que la formule est toujours d’ordre pair, c’est-a-dire que si elle est
d’ordre p impair donné alors elle est aussi d’ordre p + 1.

Montrer qu’une formule de quadrature (b;, ¢;)i—1,.. s vérifie
S
g(t) > 0 et continue sur [0,1] = Zbig(ci) >0, (1)
i=1
si et seulement si les poids b; sont positifs pour tout i =1,...,s.

Montrer qu’une formule de quadrature (b;,¢;)i=1,.. s est d’ordre p > s+ m si et
seulement si fol M (t)q(t) = 0 pour tout polynéme g de degré < m — 1, ot on pose

S

M) =]Jt—c)=0—c1)-(t—cs).
i=1

Montrer qu’une formule de quadrature a s noeuds ne peut pas étre d’ordre stricte-
ment supérieur a 2s.
Montrer qu’il existe une unique formule de quadrature a s nceuds d’ordre 2s, et
montrer que les noeuds correspondants sont les racines de Py(2t — 1). On appelle
cette formule la “formule de Gauss”.
Montrer que la formule de Gauss est symétrique.
Montrer que la formule de Gauss vérifie la propriété (1).
Formules de Lobatto. On considére maintenant les polynémes suivants de degré k,

k—2
Qut) = Sy (L4011 =01,

pour k > 2, avec lesquels on va construire de nouvelles formules de quadrature

(formules de Lobatto).

B.10.a Montrer que si une formule de quadrature (b;, ¢;)i=1,... s est d’ordre > 2s—1,
alors (1) est vérifiée.

B.10.b Montrer que Qr(—1) = Qr(1) = 0.

B.10.c Montrer que les racines de Q(t) sont simples, réelles et dans l'intervalle
[—1,1].
Indications. Considérer une primitive du polynome [[;_; (t—t;) ou {t1,... &}
est ’ensemble des racines de multiplicité impaire de Qy, situées dans l'in-
tervalle | — 1,1[. Remarquer que la dérivée de Qy est proportionnelle d un
polynome de Legendre (question A.6).

B.10.d Pour s > 2, on appelle “formule de Lobatto a s noeuds” la formule de
quadrature dont les noeuds sont les racines de Q(2t — 1).
Montrer que ¢; = 0 et ¢ = 1 sont des noeuds de la formule de Lobatto et
expliquer pourquoi cette propriété permet “d’économiser” des évaluations
de la fonction lorsqu’on applique la formule de quadrature pour approcher
numériquement une intégrale sur un intervalle [a, b].

B.10.e Calculer et identifier les formules de quadrature associées a ces racines pour
s = 2,3, respectivement.

B.10.f Montrer que la formule de quadrature de Lobatto a s nceuds est d’ordre
2s — 2 et qu’elle n’est pas d’ordre strictement supérieur a 2s — 2.

B.10.g En déduire que les poids b; de la formule de Lobatto sont positifs.



C

Méthode numérique préservant 1’énergie des systemes
hamiltoniens

On considere un systeme d’équations différentielles dit hamiltonien de la forme

q(t)=p(t), Pt)=-VV(qt)), (2)

ot VV (x) désigne le gradient au point € R? de la fonction V : R* — R supposée
de classe C*> et appelée le potentiel. On suppose ¢(t),p(t) € R? (vecteurs colonnes)
et on considére une condition initiale ¢(0) = go, p(0) = po. On suppose de plus que la
fonction V' vérifie

C.1

C.2

C.3

C4

C.5
C.6

C.7

C.8

lim V(z)= +oo.
l[2]|—-+o0

que ce systeme d’équations différentielles peut se

Montrer en posant y = Z

réécrire de maniere équivalente sous la forme

y'(t)=JVH(y),  y(0)= o,

ou J est une matrice antisymétrique inversible constante que 'on déterminera, et
H : R?* — R, appelé hamiltonien ou énergie, est défini par

H(y) = H(p,q) = %pr +V(q).

Enoncer et appliquer le théoréeme de Cauchy-Lipschitz au systéme d’équations
différentielles (2).

Montrer pour tout réel C' que I'ensemble {y € R?? ; H(y) < C} est une partie
bornée de R?9,

Montrer que la quantité H(p(t),q(t)) est conservée au cours du temps t par les
solutions de (2).

Montrer que les solutions de (2) sont bornées sur leur intervalle d’existence.

Montrer que les solutions de (2) sont globalement définies, c¢’est-a-dire définies pour
tout t € R.

On considere dans la suite la méthode d’intégration numérique avec un pas h
définie de maniere implicite par

1
it = Yo+ [ TVH (B0 + (1= ) db.

Pour tout entier n > 0 donné et i, € R?*? donné, montrer qu'il existe une constante
hyn, > 0 (qui peut dépendre de y,,) telle que pour tout h € [0, h,| cette méthode défi-
nit y,+1 de maniére unique (autrement dit ’équation ci-dessus possede exactement
une solution).

Montrer que pour tout h assez petit,

1 _
/ 7‘%*1}1 I TH Oy + (1 — 0)yns1)dd = 0,
0

ol u-v = ul'v désigne le produit scalaire euclidien pour u,v € R%.



C.9 Montrer que la méthode numérique conserve exactement 1’énergie de (2), c’est-a-
dire étant donné y, et considérant y,41 bien défini pour h assez petit, on a :

H(yn+1) = H(yn)

C.10 Pour toute condition initiale fixée, montrer qu’il existe une constante hg > 0 telle
que pour tout h € [0, hp] la méthode numérique définit y, de maniére unique
pour tout n > 1 et que la suite (y,)n>0 est bornée. Montrer également que cette
constante hg peut étre choisie indépendante de n.

C.11 On considere dans la suite de cette partie le cas particulier ou le potentiel V' est
une fonction polynomiale. Montrer qu’il existe une formule de quadrature qui est
exacte pour approcher I'intégrale définissant la méthode numérique.

C.12 Pour tout potentiel polynomial V', montrer qu’il existe une méthode de Runge-
Kutta qui conserve exactement I’énergie H du systéme (2) (voir la définition d’une
méthode de Runge-Kutta au début de la partie D). On indiquera les valeurs des
coefficients b;, a;; de la méthode ainsi construite.

C.13 Existe t-il une méthode de Runge-Kutta qui conserve exactement 1’énergie de tous
les systémes hamiltoniens de la forme (2) ou V est supposé polynomial ?
Indication : dans le cas particulier d = 1, considérer un potentiel polynomial de la

forme V(q) = [ g(s)ds.

D Meéthodes de collocation et méthodes de Runge-Kutta
d’ordre élevé

On considére une fonction f : R — R¢ de classe C et supposée lipschitzienne

sur R?. L’objectif de cette partie est de construire des méthodes de Runge-Kutta v, —

Ynt+1 d’ordre élevé par rapport au pas h de la méthode pour résoudre un systeme
d’équations différentielles de la forme

y'(t) = fly®),  yl(to) = vo

Méthodes de Runge-Kutta. Etant donnés des réels b, aij (1,7 =1,...,8)et¢c; = E‘;:l ajj
et une longueur de pas h > 0, on définit une méthode de Runge-Kutta a s étages par

ki:f(yn+hzaijkj)7 1=1,...,s, (3)
=1
Ynt1 =Yn + Y biki, (4)
1=1

ou les k; dépendent aussi de n méme si cette dépendance n’apparait pas dans la notation
par souci de concision.

On dit qu’une méthode de Runge-Kutta est d’ordre p si pour tout f et tout yg
donnés, 'erreur apres un pas de la méthode entre les solutions exacte y(h) et numérique
y1 vérifie

lyr = y(to + h)|| < CRP*,

pour tout pas h supposé suffisamment petit, avec la constante C' indépendante de h.



D1

D.2

D.3

D4

D.5

D.6

D.7

Montrer qu’il existe une constante hg > 0 telle que pour tout h € [0, hg] et tout
Yn, le systéme (3)-(4) d’inconnues ki, ..., ks et y,+1 possede une solution unique.
La méthode de Runge-Kutta est alors dite bien définie.

Montrer que si on applique la méthode de Runge-Kutta au probléme scalaire
Yy’ = Ay avec \ constante réelle fixée, on obtient une récurrence de la forme

Yn+1 = R(h)\)ym

ol R(z) est une fraction rationnelle qui dépend des coefficients b;, a; ; mais pas de
Yns Yn+1-

La méthode de Runge-Kutta est dite explicite si a;; = 0 pour tout 7, j avec j >
i. Montrer que si la méthode est explicite alors la fonction R(z) de la question
précédente est un polynéme. En déduire que 'ordre p d’une méthode de Runge-
Kutta explicite vérifie p < s ou s est le nombre d’étages de la méthode.

Méthodes de collocation. Etant donnés des réels ¢;,i = 1,...,s distincts deux-a-
deux dans l'intervalle [0, 1] et une longueur de pas h > 0, on définit le polynéme
de collocation u(t) comme un polynéme de degré s & valeurs dans R? vérifiant

u(to) = yo,
U (to + c;h) = f(u(ty + c;h)), 1=1,...,s. (5)
On définit ensuite la méthode de collocation yg — y1 avec pas de temps h par
y1 = u(to + h).

Montrer que la méthode de collocation ainsi définie équivaut a une méthode de
Runge-Kutta a s étages avec coefficients

ai; = /0 "L, b= /0 L, (6)

ouly,...,lssont les polynémes de Lagrange définis dans la question B.2. En déduire
que le polynéme de collocation et la méthode de collocation sont bien définis pour
tout h assez petit.

La méthode de collocation ainsi définie a partir de la formule de quadrature de
Gauss a s nceuds est appelée méthode de Gauss a s étages. Calculer les coefficients
de Runge-Kutta des méthodes de Gauss a s =1 et s = 2 étages.

Montrer que

S
Tk—lzz:C?—llj(T)’ k=1,...,s.
j=1

En déduire que les équations (6) sur les coefficients b;,a;; sont équivalentes au
systeme linéaire suivant avec g = s et p=s:

s k
C(q) : Zaijcé?_l:%, k=1,...,q,i=1,...,s
j=1
° 1
B(p) : Zbicf_l = k=1,...,p.
i=1



D.8

D.9

D.10

D.11

D.12
D.13

On souhaite démontrer le théoréme suivant :
Theoréme (Superconvergence). Soit ci,...,cs des neuds distincts deuz-a-deuz
dans Uintervalle [0,1]. Si la formule de quadrature associée d ces neeuds est d’ordre
p > s, alors la méthode de collocation associée appliquée a y'(t) = f(y(t)) est
d’ordre p, c’est-a-dire

ly1 — y(to + h)|| < CAPHY,

pour tout h supposé suffisamment petit, et ou C est indépendante de h.

A cette fin, on admet le lemme suivant.
Lemme. Le polyndome de collocation défini dans (5) est une approzimation d’ordre s
de la solution exacte de y'(t) = f(y(t)) avec y(to) = yo sur Uintervalle [to,to + h],
c’est-a-dire

lu(t) — y@ll < ChY, e [to,to+ i,

pour tout h supposé suffisamment petit. De plus, les dérivées u®) dordre k =
1,...,s de u vérifient respectivement :

B @) = y® @ < ChFE e [ty to + .

On pose §(t) = u/(t) — f(u(t)). Montrer qu’il existe une fonction r(t) = O(h?5*+2)
telle que
u'(t) — y'(t) = A(t)(u(t) — y(8) + 8(t) + r(®),

ou on considére la matrice jacobienne de f au point y(t),

_of

A =35,

(y(t)) c RIx4,
En déduire la relation

to+h
y1 —y(to+h) =u(to+h) —y(to+ h) = / R(to+ h,7)(6(T) + r(7))dT

to
oil la matrice R(t,7) € R¥9 est définie par

OR(t,7) B
—5 = A(t)R(t,T), R(r,7)=1.

Montrer que

to+h
/ R(to + h, s)r(r)dr = O(h2+3),

to
On pose g(s) = R(to+h, s)d(s). Montrer que g(to+c;h) = 0 pour tout i = 1,...,s,

puis montrer que

to+h
/ g(r)dr = O(hPH).

to
En déduire la preuve du théoreme de superconvergence.

Montrer que parmi les méthode de Runge-Kutta a s étages, il existe une unique
méthode de Runge-Kutta d’ordre maximal et que cet ordre maximal est p = 2s.

— Fin de I’épreuve —



