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Si, au cours de |’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu il est amené a prendre.

Sujet 1- Probabilités et statistiques

Sujet 2- Analyse numérique

Le candidat traitera au choix le sujet 1 ou le sujet 2 et rappellera sur sa
copie le sujet qu’il a choisi de traiter.



Sujet 2 - Analyse numérique

Introduction, notations

Ce sujet contient 7 pages. Les parties de ce sujet sont indépendantes.
Aucune connaissance spécifique sur 1’équation de transport (Ia)-(1h) n’est
nécessaire pour traiter ce sujet.

Dans ce sujet, on construit et on étudie plusieurs méthodes numériques pour appro-
cher la solution de I’équation de transport 1-dimensionnelle a vitesse constante V' > 0

ou ou
u(0, ) = u’(z), Vo € R. (1b)

La donnée initiale u” est une fonction dont la régularité sera précisée dans chaque partie.
Dans tout le sujet on appelle « la solution exacte du systéme (Ia)-(Ihl) » la fonction
u(t,r) = ul(x — V).

On introduit un pas de temps At > 0 et un pas d’espace Az > 0. On supposera
toujours que le rapport % est fixé, on note cette quantité A, de sorte que quand on dit
« quand Az tend vers 0 » il est sous-entendu que At tend également vers 0 de sorte a
garder le rapport ﬁ—; constant égal & A. On fixe de plus le temps final T" et on suppose
qu'’il existe un entier N tel que T = NAt. Notez que N tend vers +0o quand Az (et
donc At) tend vers 0. Enfin, on note x; = jAz pour j € Z et t" = nAt pour n € N.
Enfin, les schémas numériques seront initialisés soit par

Vj € Z, u? = uo(:cj) (2)
soit par
0 I 0
VjeZ, wuj= N s u(z)d. (3)

Les notations suivantes sont adoptées dans 1’énoncé.

— R* désigne 'ensemble des réels positifs [0, 400[, R} désigne I’ensemble des réels
strictement positifs |0, +o00].

— La partie entiére d’un réel = est notée E(x) : étant donné n € Z, E(x) = n si
z € [n,n+1[.

— 1 = {(w))jez € R” telles que sup;cz|w;| < 400} P'espace vectoriel des suites
réelles bornées (indexées sur Z), muni de la norme ||(w;);ez||e~ = sup;cz |w;l-

— 0" = {(wj)jez € R” telles que ., |w;| < +oo} lespace vectoriel des suites
réelles sommables (indexées sur Z), muni de la norme ||(w;)jezl|ln = 3 ;c [w;l-

— Pour p > 1, pour w € CP(R) une fonction, on note w® la dérivée p-ieme de w ;
pour p = 0 on note w® = w.



— Pour E un ensemble, f : £ — E et k > 1 un entier, f* désigne la composée
fofo---ofouilyak composées.
—_—
k fois

— On rappelle qu’une fonction w : R — R est dite a support compact s’il existe un
intervalle [a,b] de R en dehors duquel w est nulle. Pour p > 0 un entier, on note

Cr = { w € CP(RF x R) NC’R" x R) pour lequelles
il existe (a,b) € R? a <, tels que
Vt >0, Vo €] —oo,a+ V[ U b+ Vi, 40|, w(t,x) = 0.}

1 Généralités sur I’équation de transport

Dans cette partie on suppose que u’ : R — R est de classe C! et & support compact.
1. Montrer que la fonction définie sur R, x R par

u(t,r) = u’(z — Vt) (4)

est solution de 1’équation de transport (Tal)-(Ih) et qu’elle appartient a C}.
2. Supposons que u? est de plus classe C?, p > 1. Montrer que u est bornée, appartient
a C? et que ses dérivées partielles % et gl%,j (1 < k < p) sont toutes bornées.
. Soit u une fonction de C} vérifiant (Tal). Montrer que u? est aussi solution de (Tal).
4. Soient u; et uy deux fonctions de C!, solutions de (Tal). Montrer que

w

Ve €]0, T, /]R (ur — up)(T, 2)dx = / (w1 — up)2(e, ) de,

R

puis que ce résultat est aussi valable pour € = 0.
5. Montrer que la fonction définie par (@) est I'unique solution de (Tal)-(1b) dans
I’ensemble de fonctions C..

2 Schéma décentré a gauche
Le schéma décentré a gauche est défini par la donnée de (u?)jez, et par

At
VneN, VjeZ ujt=ul— A—xV(u? —uf ). (5)

On rappelle que At = AAz o A > 0 est fixé, que V est strictement positif, et que le
temps final T' > 0 est fixé de sorte que T = NAt pour un certain entier N.



2.1 Donnée initiale réguliére

Dans cette question on suppose que la donnée initiale u° : R — R est de classe C? &
support compact et que la solution exacte u : R, x R — R appartient & C2. Le schéma
est initialisé par (2)).

1.

a) Montrer l'existence d’un entier My tel que [uf| = 0 si |j] > M.
b) Montrer que pour tout n > 0, |u%| =0 si |j| > My + n.

1¢) Justifier que pour tout n > 0, la quantité ZjeZ uf} est bien définie.
2. Montrer que pour tout n >0, Y., uf™t =37 u.

1
1

3.
3a) Soit u la solution exacte de (La). Soit la suite €" = (€});ez dont le terme
général est défini, pour tout (j,n) dans N x Z, par
n n+1 n At n n
e =ut", x;) — (u(t", ;) — EV(u(t ,xj) —u(t" xio)) ) -
Montrer que pour tout j € Z, pour tout n € N, il existe s} € [t "] et
Y7 € [zj-1,7] tels que
0u 1% 0%u
2 n
]_§At 3t2< L) — AmAta2( 7yj)'
3b) En déduire qu’il existe une constante C, ne dépendant que de u, de X et de
V telle que
max sup || < C o AzAt.
0<n<N JEZ
4.
4a) Soit p un réel. Montrer que I'application linéaire
Q.- = — >
f(wy)jer = (L= pwy + pwja)
est continue de norme 1 si et seulement si 0 < p < 1.
4b) Montrer que pour tout n positif, (u 7‘L+1)j€Z = Qv ((u?)jez).
5.

1 A 1 n o __ n N n __ n n
5a) Pour n > 0, on considére la suite e" = (€})jez, out €] = u(t", z;) — uj,

j
Montrer que pour tout n positif,

T =Quw(e") + e

5b) Que vaut ¢ ? En déduire que pour tout n positif, " Zk o Q% (en7F).
6. Dans cette question on suppose que AV < 1.
6a) Montrer que

max sup |e}| < O TAw.
0<n<N ez



6b) On admet qu'il existe C; > 0 telle que

Jmax Az Z luj —u(t", z;)| < CiTAz.
T jez

Pour 1 < p < +o00, montrer qu’il existe une constante C), telle que

1/p
( max A:EZ u — u(t", ZL‘j)|p> < C,TAx.

0<n<N -
JEZ

2.2 Donnée initiale discontinue

Cette section est indépendante des autres. On y suppose que AV < 1.
1. Montrer par récurrence, sans hypothése sur u", que

~—

= i (Z) (1= AV)" V)l (6

k=0

. 0 siz<0, e
2. On prend maintenant u’(z) = {1 >0 et on initialise le schéma avec (2])
si x> 0.

0 sijg<O,

1 sij>0.

2a) Montrer que u} =0si j <0 et que u} =1si j>n.

2b) Soit (Xj)ken x>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées, suivant une loi de Bernoulli de paramétre de succes \V.
Montrer que pour tout n > 1, pour tout j € Z,

de sorte que u =

uy =P <Z X < j) ou P désigne la probabilité.
k=1

2¢) Soit x € R. Montrer que x = limy_, 1o Zj(v), 0l j(INV) = E(z/Ax).
2d) On définit la fonction

upg(t,r) = u; si x € [jAr,(j+1)Az[ et t € [nAt, (n+1)At].

En appliquant la loi des grands nombres, montrer que

UAzx (T7 SL’) —

Az—0

0 six<VT,
1 six>VT.



3 Schémas d’ordre élevé

Soient p > 0 et k > 0 deux entiers, on considére le schéma numérique & k + p + 1
points

Vn >0,V ez, ut =Y aul,, (7)

J

ou les a;, —p < ¢ < k sont des réels fixés. On définit [’erreur de consistance locale
associée au schéma () comme la quantité

€ = u(t" ) 2, E agu(t”, zj10).
f=—p

3.1 Obstruction de Godunov

Dans cette partie, u" et u sont de classe C* et bornées. Le schéma est initialisé
avec ([2). On considére un schéma de la forme () tel que
k
Z ag=1 et tel que V¢ ap>0. (8)
l=—p

1. Montrer que sous I’hypothése (8)), le schéma () vérifie :

¥n >0, [|(uf)jezllex < 11(uf)jezlles (9)
2. Effectuer un développement limité au point (", ;) de €} avec un reste en O(At*)+
O(Az?).
3. Soit u la solution exacte de I’équation de transport (Ial). Montrer que
0*u 0*u

V(t,z) € Ry xR, o —(t,z) = V28 5 (t, ).

4. Montrer que si

alors €7 = O(Az®) + O(At?).
5. Montrer que sous I'hypothése (g]),

(Ee) = (B ()

avec égalité si et seulement si les deux vecteurs suivants sont colinéaires

(A Tt AR et (—pyfasy, (=p + L) apir, -  ky/ar).

6. Montrer qu’il n’existe aucun schéma de la forme (), ayant deux coefficients non
nuls ou plus et vérifiant a la fois les conditions (R)) et (I0).



3.2 Ordre de convergence pour v’ peu réguliére
Soit
A — A
(wj)jez = S((w))jez)
une application linéaire telle que :
— S est A-stable : il existe A > 0 tel que

Vk>1, Y(wy)ez €0, [|S*(wy)ez)|le < All(wy)jezl e

S

— le schéma associé¢ a S est d’ordre p, p > 2 : il existe une constante C), telle que
pour tout u® € CP*(R) N L}(R), le schéma défini par

Vj € Z, u? = uo(:cj) et Vn €N, (u?“)jez = 8((u;‘)j€Z)
vérifie (on rappelle que t" = nAt et qu’en particulier ¢ = T')

Ax > ul —u(t™, z;)] < Cyl|(u®) || AxPT.
jEz
1. Soit ¢ une fonction de C*°(R), positive, nulle en dehors de [0, 1] et d’intégrale 1.

Pour w une fonction de C*(R)N LY(R) telle que w’ appartienne a L(R), pour tout
€ strictement positif, on définit la fonction w, comme

ule) =+ [ o (“2Y ) wtway (1)

€ €

la) Montrer que
[|welloe < lwllzee et que  [Jwe —wl[zr < e [w']| 1.

1b) Montrer que w, est de classe C*, et que pour tout entier r > 1, il existe une
constante C. indépendante de w telle que

T

w2 <

i

2. On suppose désormais que u® est dans C*'(R) N L'(R) et que u est dans L'(R).
On note u(t,z) = u®(z — Vt) la solution exacte de ’équation de transport pour la
donnée initiale u°. On note de méme u (¢, z) = u’(z — V't) la solution exacte de
I’équation de transport pour la donnée initiale u? (définie par (II)) avec w = u°).
Soit (uf)nen,jez la réalisation du schéma numérique pour la donnée initiale u° :

1 zj+Ax/2
\RSWA u? N u’(z)dx et Vn > 0, (U?H)jez = S((u})jez)
x;—Ax/2
et soit (v;‘)neN,jGZ la réalisation du schéma numeérique pour la donnée initiale u? :

Vj € Z, v? =ul(z;) et Vn >0, (U?H)jez = 8((1}?)]-62).



Montrer I'existence d’'une constante B, telle que
AxP
Ary o) —udt™,z;) < Bi— (@) [T
JEL

Montrer I'existence d’une constante By telle que

Az [ = u)] < By(e + Ax)||(u°) |1

JEZ
En déduire 'existence d’une constante B telle que

Az ol = ul| < Bye + Ax)||(u) || 1.

=

On admet qu’il existe une constante B telle que

ASL’Z
J

En optimisant le choix de €, montrer qu’il existe une constante B, dépendant
de p et de B telle que

sz U

J

:L‘j-i-Ax/Q
u(t™, x)dx
x;—Ax/2

1 AzPT

1 {L‘]'+A{L‘/2 » 1
u(tY, z)dz| < B,||(uo)|| 11 (Amem + Ax) :

N =
Az zj—Az/2

FIN DU SUJET 2



