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Sujet 2 - Analyse numérique

Introdu
tion, notations

Ce sujet 
ontient 7 pages. Les parties de 
e sujet sont indépendantes.

Au
une 
onnaissan
e spé
i�que sur l'équation de transport (1a)-(1b) n'est

né
essaire pour traiter 
e sujet.

Dans 
e sujet, on 
onstruit et on étudie plusieurs méthodes numériques pour appro-


her la solution de l'équation de transport 1-dimensionnelle à vitesse 
onstante V > 0






∂u

∂t
(t, x) + V

∂u

∂x
(t, x) = 0, ∀t > 0, ∀x ∈ R, (1a)

u(0, x) = u0(x), ∀x ∈ R. (1b)

La donnée initiale u0
est une fon
tion dont la régularité sera pré
isée dans 
haque partie.

Dans tout le sujet on appelle � la solution exa
te du système (1a)-(1b) � la fon
tion

u(t, x) = u0(x− V t).
On introduit un pas de temps ∆t > 0 et un pas d'espa
e ∆x > 0. On supposera

toujours que le rapport

∆t
∆x

est �xé, on note 
ette quantité λ, de sorte que quand on dit

� quand ∆x tend vers 0 � il est sous-entendu que ∆t tend également vers 0 de sorte à

garder le rapport

∆t
∆x


onstant égal à λ. On �xe de plus le temps �nal T et on suppose

qu'il existe un entier N tel que T = N∆t. Notez que N tend vers +∞ quand ∆x (et

don
 ∆t) tend vers 0. En�n, on note xj = j∆x pour j ∈ Z et tn = n∆t pour n ∈ N.

En�n, les s
hémas numériques seront initialisés soit par

∀j ∈ Z, u0
j = u0(xj) (2)

soit par

∀j ∈ Z, u0
j =

1

∆x

∫ xj+
∆x
2

xj−
∆x
2

u0(x)dx. (3)

Les notations suivantes sont adoptées dans l'énon
é.

� R
+
désigne l'ensemble des réels positifs [0,+∞[, R+

∗ désigne l'ensemble des réels

stri
tement positifs ]0,+∞[.

� La partie entière d'un réel x est notée E(x) : étant donné n ∈ Z, E(x) = n si

x ∈ [n, n+ 1[.

� ℓ∞ = {(wj)j∈Z ∈ R
Z

telles que supj∈Z |wj| < +∞} l'espa
e ve
toriel des suites

réelles bornées (indexées sur Z), muni de la norme ||(wj)j∈Z||ℓ∞ = supj∈Z |wj|.
� ℓ1 = {(wj)j∈Z ∈ R

Z
telles que

∑

j∈Z |wj| < +∞} l'espa
e ve
toriel des suites

réelles sommables (indexées sur Z), muni de la norme ||(wj)j∈Z||ℓ1 =
∑

j∈Z |wj|.
� Pour p ≥ 1, pour w ∈ Cp(R) une fon
tion, on note w(p)

la dérivée p-ième de w ;

pour p = 0 on note w(0) = w.
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� Pour E un ensemble, f : E → E et k ≥ 1 un entier, fk
désigne la 
omposée

f ◦ f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

k fois

où il y a k 
omposées.

� On rappelle qu'une fon
tion w : R → R est dite à support 
ompa
t s'il existe un

intervalle [a, b] de R en dehors duquel w est nulle. Pour p ≥ 0 un entier, on note

Cp
c =

{

w ∈ Cp(R+
∗ × R) ∩ C0(R+ × R) pour lequelles

il existe (a, b) ∈ R
2, a < b, tels que

∀t ≥ 0, ∀x ∈]−∞, a+ V t[ ∪ ]b+ V t,+∞[, w(t, x) = 0.
}

1 Généralités sur l'équation de transport

Dans 
ette partie on suppose que u0 : R → R est de 
lasse C1
et à support 
ompa
t.

1. Montrer que la fon
tion dé�nie sur R+ × R par

u(t, x) = u0(x− V t) (4)

est solution de l'équation de transport (1a)-(1b) et qu'elle appartient à C1
c .

2. Supposons que u0
est de plus 
lasse Cp

, p ≥ 1. Montrer que u est bornée, appartient

à Cp
c et que ses dérivées partielles

∂ku
∂tk

et

∂ku
∂xk (1 ≤ k ≤ p) sont toutes bornées.

3. Soit u une fon
tion de C1
c véri�ant (1a). Montrer que u2

est aussi solution de (1a).

4. Soient u1 et u2 deux fon
tions de C1
c , solutions de (1a). Montrer que

∀ǫ ∈]0, T [,
∫

R

(u1 − u2)
2(T, x)dx =

∫

R

(u1 − u2)
2(ǫ, x)dx,

puis que 
e résultat est aussi valable pour ǫ = 0.
5. Montrer que la fon
tion dé�nie par (4) est l'unique solution de (1a)-(1b) dans

l'ensemble de fon
tions C1
c .

2 S
héma dé
entré à gau
he

Le s
héma dé
entré à gau
he est dé�ni par la donnée de (u0
j)j∈Z, et par

∀n ∈ N, ∀j ∈ Z, un+1
j = un

j −
∆t

∆x
V (un

j − un
j−1). (5)

On rappelle que ∆t = λ∆x où λ > 0 est �xé, que V est stri
tement positif, et que le

temps �nal T > 0 est �xé de sorte que T = N∆t pour un 
ertain entier N .
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2.1 Donnée initiale régulière

Dans 
ette question on suppose que la donnée initiale u0 : R → R est de 
lasse C2
à

support 
ompa
t et que la solution exa
te u : R+ ×R → R appartient à C2
c . Le s
héma

est initialisé par (2).

1.

1a) Montrer l'existen
e d'un entier M0 tel que |u0
j | = 0 si |j| ≥ M0.

1b) Montrer que pour tout n ≥ 0, |un
j | = 0 si |j| ≥ M0 + n.

1
) Justi�er que pour tout n ≥ 0, la quantité

∑

j∈Z u
n
j est bien dé�nie.

2. Montrer que pour tout n ≥ 0,
∑

j∈Z u
n+1
j =

∑

j∈Z u
n
j .

3.

3a) Soit u la solution exa
te de (1a). Soit la suite ǫn = (ǫnj )j∈Z dont le terme

général est dé�ni, pour tout (j, n) dans N× Z, par

ǫnj = u(tn+1, xj)−
(

u(tn, xj)−
∆t

∆x
V
(
u(tn, xj)− u(tn, xj−1)

)
)

.

Montrer que pour tout j ∈ Z, pour tout n ∈ N, il existe snj ∈ [tn, tn+1] et
ynj ∈ [xj−1, xj ] tels que

ǫnj =
1

2
∆t2

∂2u

∂t2
(snj , xj)−

V

2
∆x∆t

∂2u

∂x2
(tn, ynj ).

3b) En déduire qu'il existe une 
onstante C∞ ne dépendant que de u, de λ et de

V telle que

max
0≤n≤N

sup
j∈Z

|ǫnj | ≤ C∞∆x∆t.

4.

4a) Soit µ un réel. Montrer que l'appli
ation linéaire

Qµ :
ℓ∞ −→ ℓ∞

(wj)j∈Z 7→
(
(1− µ)wj + µwj−1

)

j∈Z

est 
ontinue de norme 1 si et seulement si 0 ≤ µ ≤ 1.
4b) Montrer que pour tout n positif, (un+1

j )j∈Z = QλV

(
(un

j )j∈Z
)
.

5.

5a) Pour n ≥ 0, on 
onsidère la suite en = (enj )j∈Z, où enj = u(tn, xj) − un
j .

Montrer que pour tout n positif,

en+1 = QλV (e
n) + ǫn.

5b) Que vaut e0 ? En déduire que pour tout n positif, en =
∑n−1

k=0 Q
k
λV (ǫ

n−k).
6. Dans 
ette question on suppose que λV ≤ 1.

6a) Montrer que

max
0≤n≤N

sup
j∈Z

|enj | ≤ C∞T∆x.
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6b) On admet qu'il existe C1 > 0 telle que

max
0≤n≤N

∆x
∑

j∈Z

|un
j − u(tn, xj)| ≤ C1T∆x.

Pour 1 < p < +∞, montrer qu'il existe une 
onstante Cp telle que

(

max
0≤n≤N

∆x
∑

j∈Z

|un
j − u(tn, xj)|p

)1/p

≤ CpT∆x.

2.2 Donnée initiale dis
ontinue

Cette se
tion est indépendante des autres. On y suppose que λV < 1.

1. Montrer par ré
urren
e, sans hypothèse sur u0
, que

un
j =

n∑

k=0

(
n
k

)

(1− λV )n−k(λV )ku0
j−k. (6)

2. On prend maintenant u0(x) =

{

0 si x < 0,

1 si x ≥ 0.
et on initialise le s
héma ave
 (2)

de sorte que u0
j =

{

0 si j < 0,

1 si j ≥ 0.

2a) Montrer que un
j = 0 si j < 0 et que un

j = 1 si j > n.
2b) Soit (Xk)k∈N,k≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-

ment distribuées, suivant une loi de Bernoulli de paramètre de su

ès λV .

Montrer que pour tout n ≥ 1, pour tout j ∈ Z,

un
j = P

(
n∑

k=1

Xk ≤ j

)

où P désigne la probabilité.

2
) Soit x ∈ R. Montrer que x = limN→+∞ xj(N), où j(N) = E(x/∆x).
2d) On dé�nit la fon
tion

u∆x(t, x) = un
j si x ∈ [j∆x, (j + 1)∆x[ et t ∈ [n∆t, (n + 1)∆t[ .

En appliquant la loi des grands nombres, montrer que

u∆x(T, x) −→
∆x→0

{

0 si x < V T,

1 si x > V T.

4



3 S
hémas d'ordre élevé

Soient p > 0 et k ≥ 0 deux entiers, on 
onsidère le s
héma numérique à k + p + 1
points

∀n ≥ 0, ∀j ∈ Z, un+1
j =

k∑

ℓ=−p

aℓu
n
j+ℓ, (7)

où les aℓ, −p ≤ ℓ ≤ k sont des réels �xés. On dé�nit l'erreur de 
onsistan
e lo
ale

asso
iée au s
héma (7) 
omme la quantité

ǫnj = u(tn+1, xj)−
k∑

ℓ=−p

aℓu(t
n, xj+ℓ).

3.1 Obstru
tion de Godunov

Dans 
ette partie, u0
et u sont de 
lasse C∞

et bornées. Le s
héma est initialisé

ave
 (2). On 
onsidère un s
héma de la forme (7) tel que

k∑

ℓ=−p

aℓ = 1 et tel que ∀ℓ, aℓ ≥ 0. (8)

1. Montrer que sous l'hypothèse (8), le s
héma (7) véri�e :

∀n ≥ 0, ||(un
j )j∈Z||ℓ∞ ≤ ||(u0

j)j∈Z||ℓ∞ (9)

2. E�e
tuer un développement limité au point (tn, xj) de ǫ
n
j ave
 un reste en O(∆t3)+

O(∆x3).
3. Soit u la solution exa
te de l'équation de transport (1a). Montrer que

∀(t, x) ∈ R+ × R,
∂2u

∂t2
(t, x) = V 2∂

2u

∂x2
(t, x).

4. Montrer que si

k∑

ℓ=−p

aℓ = 1,

k∑

ℓ=−p

ℓaℓ = −λV, et

k∑

ℓ=−p

ℓ2aℓ = (λV )2, (10)

alors ǫnj = O(∆x3) +O(∆t3).
5. Montrer que sous l'hypothèse (8),

(
k∑

ℓ=−p

ℓaℓ

)2

≤
(

k∑

ℓ=−p

ℓ2aℓ

)(
k∑

ℓ=−p

aℓ

)

,

ave
 égalité si et seulement si les deux ve
teurs suivants sont 
olinéaires

(
√
a−p,

√
a−p+1, · · · ,

√
ak) et (−p

√
a−p, (−p+ 1)

√
a−p+1, · · · , k

√
ak).

6. Montrer qu'il n'existe au
un s
héma de la forme (7), ayant deux 
oe�
ients non

nuls ou plus et véri�ant à la fois les 
onditions (8) et (10).
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3.2 Ordre de 
onvergen
e pour u0
peu régulière

Soit

S :
ℓ1 −→ ℓ1

(wj)j∈Z 7→ S
(
(wj)j∈Z

)

une appli
ation linéaire telle que :

� S est A-stable : il existe A > 0 tel que

∀k ≥ 1, ∀(wj)j∈Z ∈ ℓ1, ||Sk
(
(wj)j∈Z

)
||ℓ1 ≤ A||(wj)j∈Z||ℓ1;

� le s
héma asso
ié à S est d'ordre p, p ≥ 2 : il existe une 
onstante Cp telle que

pour tout u0 ∈ Cp+1(R) ∩ L1(R), le s
héma dé�ni par

∀j ∈ Z, u0
j = u0(xj) et ∀n ∈ N, (un+1

j )j∈Z = S
(
(un

j )j∈Z
)

véri�e (on rappelle que tn = n∆t et qu'en parti
ulier tN = T )

∆x
∑

j∈Z

|uN
j − u(tN , xj)| ≤ Cp||(u0)(p+1)||L1∆xpT.

1. Soit ϕ une fon
tion de C∞(R), positive, nulle en dehors de [0, 1] et d'intégrale 1.
Pour w une fon
tion de C1(R)∩L1(R) telle que w′

appartienne à L1(R), pour tout
ǫ stri
tement positif, on dé�nit la fon
tion wǫ 
omme

wǫ(x) =
1

ǫ

∫

R

ϕ

(
x− y

ǫ

)

w(y)dy. (11)

1a) Montrer que

||wǫ||L∞ ≤ ||w||L∞
et que ||wǫ − w||L1 ≤ ǫ||w′||L1.

1b) Montrer que wǫ est de 
lasse C∞
, et que pour tout entier r ≥ 1, il existe une


onstante Cr indépendante de w telle que

||w(r)
ǫ ||L1 ≤ Cr

ǫr−1
||w′||L1.

2. On suppose désormais que u0
est dans C1(R) ∩ L1(R) et que u′

0 est dans L1(R).
On note u(t, x) = u0(x−V t) la solution exa
te de l'équation de transport pour la

donnée initiale u0
. On note de même uǫ(t, x) = u0

ǫ(x − V t) la solution exa
te de

l'équation de transport pour la donnée initiale u0
ǫ (dé�nie par (11) ave
 w = u0

).

Soit (un
j )n∈N,j∈Z la réalisation du s
héma numérique pour la donnée initiale u0

:

∀j ∈ Z, u0
j =

1

∆x

∫ xj+∆x/2

xj−∆x/2

u0(x)dx et ∀n ≥ 0, (un+1
j )j∈Z = S

(
(un

j )j∈Z
)

et soit (vnj )n∈N,j∈Z la réalisation du s
héma numérique pour la donnée initiale u0
ǫ :

∀j ∈ Z, v0j = u0
ǫ(xj) et ∀n ≥ 0, (vn+1

j )j∈Z = S
(
(vnj )j∈Z

)
.
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2a) Montrer l'existen
e d'une 
onstante B1 telle que

∆x
∑

j∈Z

|vNj − uǫ(t
N , xj)| ≤ B1

∆xp

ǫp
||(u0)′||L1T.

2b) Montrer l'existen
e d'une 
onstante B̃2 telle que

∆x
∑

j∈Z

|v0j − u0
j | ≤ B̃2(ǫ+∆x)||(u0)′||L1.

2
) En déduire l'existen
e d'une 
onstante B2 telle que

∆x
∑

j∈Z

|vNj − uN
j | ≤ B2(ǫ+∆x)||(u0)′||L1.

2d) On admet qu'il existe une 
onstante B telle que

∆x
∑

j

∣
∣
∣
∣
∣
uN
j − 1

∆x

∫ xj+∆x/2

xj−∆x/2

u(tN , x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤ B||(u0)

′||L1

(

ǫ+
∆xpT

ǫp
+∆x

)

.

En optimisant le 
hoix de ǫ, montrer qu'il existe une 
onstante Bp dépendant

de p et de B telle que

∆x
∑

j

∣
∣
∣
∣
∣
uN
j − 1

∆x

∫ xj+∆x/2

xj−∆x/2

u(tN , x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤ Bp||(u0)

′||L1

(

∆x
p

p+1T
1

p+1 +∆x
)

.

FIN DU SUJET 2
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