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Sujet 2 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

Soit V' une variable aléatoire a valeurs dans Z.

On dit que V' admet une espérance si les deux séries ZnP(V =n) et Z nP(V = —n) sont conver-
n>1 n>1

gentes, et si c’est le cas, [’espérance de V' est

+oo +o0
E(V) =) _nP(V =n)-Y nP(V=-n).

On rappelle que |t] désigne la partie entiére du réel ¢, c’est-a-dire que [t] est I'unique entier vérifiant
[t] <t<|t]+1.

On considére une variable aléatoire T suivant la loi normale N'(0,1) et on pose X = |T'].

On désigne par @ la fonction de répartition de la loi normale N (0, 1).

1. (a) Rappeler une fonction de densité de la variable aléatoire T'.
(b) On pose Y = —T'. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y.

2. Quel est 'ensemble des valeurs prises par X ?

3. (a) Pour tout entier relatif, exprimer la probabilité P(X = k) a 'aide de la fonction ®.
(b) Vérifier que
VkeZ, P(X = —k)=P(X =k —1).

4. Démontrer que
Vn € N*, Zn:k: (P(X =k)—P(X=-k)) =n®(n+1) — (n+1)®(n) + &(0).
k=1

5. (a) Justifier que, pour tous réels = et y vérifiant 0 <z <y, on a :

(S

x

(& 2

Nors

(b) En déduire que la série de terme général n (®(n + 1) — ®(n)) est convergente.

0<®(y) — P(z) < (y —2)

6. Justifier que la variable aléatoire X admet une espérance et calculer sa valeur.

TSVP
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Sujet 2 - 2025

Exercice 2.
Soit m > 1 un entier et on pose E = R"™. On note (-,-) le produit scalaire canonique sur E et || - || la
norme associée.

1. Soit A et B deux parties non vides de F telles que A C B.
(a) Montrer que B+ C A*.
(b) Montrer que At = [Vect(A)]*.
2. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
(a) Montrer que (F+)+ =F.
(b) Montrer que (F + G)* = F-nG*.
(c) Montrer que (FNG)*+ = F+ +G*.

3. On considére H le sous-espace vectoriel de R? défini par :
H={(z,y,2) ER¥ |z +y+2=0ct z—2y—2=0}

Déterminer une base de H~+.

4. Soit z et y deux vecteurs de F.
Montrer que z et y sont orthogonaux si, et seulement si, pour tout t € R, ||z + ty| > [|z]|.
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Sujet 3 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

Soit n > 1 un entier naturel, on pose £ = R™. On considére u et v deux endomorphismes de FE.
1. (a) Montrer que rg(u+v) < rg(u) + rg(v).

b) En déduire que |rg (u) — rg (v)| < rg(u+ v).

a) Montrer que si Im (u) N Im (v) = {0g} alors ker(u + v) = ker(u) N ker(v).

b)

(
2. (
(b) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) rg(u+v) = rg(u)+ rg(v),
(ii) Im (u) NIm (v) = {0g} et ker(u) + ker(v) = E.

Exercice 2.

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A.

Soit n > 2. Dans un casino, le jeu suivant est proposé aux clients : n clients prennent place autour

d’une table.
Chaque joueur mise un euro sur la table et, indépendamment des autres joueurs, il inscrit « pile » ou
« face » sur un papier sans le montrer aux autres joueurs.
Un employé du casino lance ensuite une piéce équilibrée.
La somme de n euros est alors partagée équitablement entre les gagnants, c’est-a-dire ceux qui avaient
inscrits sur leur papier la face sur laquelle la piéce est tombée. S’il n’y a pas de gagnant, la mise revient
au casino.
Pour tout k € {1,...,n}, on note X}, la somme aléatoire que regoit le joueur k.
1. Soit k € {1,...,n}. Calculer l'espérance de Xj.
2. Dans cette question, on suppose qu’une nouvelle personne arrive et souhaite jouer. On demande
alors I'avis d’un joueur déja présent et de I'employé du casino.
(a) Que doit répondre le joueur s’il veut maximiser la somme moyenne qu’il peut recevoir ?
(b) Que doit répondre ’employé du casino s'il veut maximiser la somme moyenne qu’il peut
encaisser 7
3. Soit k € {1,...,n}.
(a) Exprimer E(X?) sous forme d'une somme finie.

(b) On admet provisoirement que si xg,...,z,—1 sont des réels quelconques et si tg,...,tn—1
n—1
sont des réels positifs tels que Zti =1, alors :
i=0

Montrer que :

(c) En déduire que V(Xj) > E(Xy)?%
TSVP
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Sujet 3 - 2025

Partie B.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.
On dit que f est une fonction conveze si et seulement si :

Y(z1,x2) € I?, Vt € [0,1], f(tzy + (1 —t)zg) < tf(x1) + (1 —t)f(z2).

Dans la suite de cette partie, on suppose que f est une fonction convexe.
1. Montrer que pour tout entier n > 2, pour tout n-uplet (z1,...,x,) de réels de I et tout n-uplet
n

(t1,...,t,) de réels positifs vérifiant Zti =1,ona:
i=1

ftiwy + -+ tpxy) < tif(z1) + - + tof(T0).

2. Soit n > 2 un entier et X une variable aléatoire discréte prenant un nombre fini de valeurs
Z1,...,Tn. On suppose que x1, ..., T, appartiennent & I.
(a) Montrer que f(E(X)) < E(f(X)).
(b) En déduire que (E(X))? < E(X?).
Quel résultat retrouve-t-on ainsi?
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Sujet 5 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; I'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
n(n+1)(2n+1)

n
1. Question préliminaire. Montrer que, pour tout n € N*, Z k? =

k=1
On consideére la suite (uy)nen+ définie par :
N 1
Vn € N¥, u, = —
>
k=1

2. Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

n
" 1
3. Pour tout n € N*, on pose : H, = E Z
k=1
(a) Soit k € N*. Montrer que :
1

— <1 1) -1 <
g <In(k+ 1)~ (k) <

=

(b) Montrer que lorsque n tend vers +o00, H,, ~ In(n).
4. (a) Montrer que lim (Hapt1 — Hy) = In(2).
n—+o0o

(b) Déterminer des réels a, b et ¢ tels que :

b n c
n+1 2n+1

Vn € N, un:g+
n

n
(c) Donner une expression de Z uy, en fonction de termes de la suite (Hy,)nen+, puis calculer

k=1
+o0o

la valeur de Z Uy -

n=1

TSVP

Epreuve orale de mathématiques 2025, concours d’entrée & ’ENS de Lyon, série Sciences économiques et sociales



Sujet 5 - 2025

Exercice 2.

Soit n > 2 un entier. On considére 'espace vectoriel £ = R™ muni du produit scalaire canonique noté
(-,-) et la norme || - || associée.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E et p la projection orthogonale de E sur F'.

1. Justifier que pour tout x € F, il existe un unique couple (z1,z2) € F X Ft tel que & = 1 + 2.
Si  est un vecteur de E et si @ = 21 + 29 avec (z1,22) € F x F+, on pose : o(z) = x1 — 2.
2. (a) Exprimer o en fonction de p et de Idg.
(b) Montrer que o est un automorphisme de E et que o0 oo = Idg.
(c) Montrer que pour tout z € E, ||o(x)| = ||z]|.

3. Soit G’ un autre sous-espace vectoriel de E et ¢ la projection orthogonale de E sur G.
On pose o/ = 2¢q — Idg.
Montrer que pour tout v € E, ||p(u) — g(u)| < |Ju]l.

4. Soit a et b deux vecteurs non nuls de E tels que ||a — b|| = ||a|| + ||b]|-
(a) Montrer que (a,b) = —||a|| x ||b]|-
(b) En déduire qu’il existe un réel A > 0 tel que b = —\a.
Indication : utiliser la fonction P définie par, pour tout t € R, P(t) = ||ta + b]|?.

5. On suppose qu’il existe un élément non nul u € E tel que ||p(u) — q(u)|| = |lu.
(a) Montrer que [[o(u) =o' (u)[| = [lo(w)[| + [0’ (u)]]
(b) En déduire que o(u) = —o’(u).
(c) Montrer que F NG+ # {0g} ou FX NG # {0g}.

6. On suppose dans cette question que pour tout u € E'\ {Og}, ||p(uw) — q(u)|| < |Ju|-
Montrer que dim F' = dim G.
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Sujet 6 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Trois clients C1, Cy et Cs se présentent & une banque qui comporte deux guichets.
Les clients C et Cs sont pris en charge dés leur arrivée.
Le client C'5 doit donc attendre que Cy ou Cs ait terminé pour passer & I'un des deux guichets.
Pour i € {1,2,3}, le temps passé au guichet par C; (exprimé en minutes) est une variable aléatoire X
qui suit une loi géométrique de parameétre p €]0, 1. On suppose que X1, X3 et X3 sont indépendantes.
On note Y le temps d’attente de C'3 avant son passage au guichet.
1. Question préliminaire.
Soit = €] — 1,1[, on pose, pour tout n € N*, u,, = nz" "'
Montrer que la série de terme général u,, converge puis calculer sa somme.
2. (a) Pour tout k € N*, calculer P(Y < k).
(b) En déduire la loi de Y.
3. On note Z le temps total passé par C3 dans la banque.
Déterminer la loi de Z.

4. Calculer le temps moyen passé par C3 dans la banque.

Exercice 2.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On considére R™ muni de son produit scalaire canonique
(-,-) et on note (e, e9,...,e,) la base canonique de R".

Si f est un endomorphisme de R™, on définit application r sur R™ \ {0} par

(f(2),a)

Ve e R"\ {0}, r(x)= 2.2)

et R={r(z)| x € R"\ {0}} 'ensemble des images par I’application 7.
On pourra utiliser sans démonstration la caractérisation suivante d’un intervalle : un sous-ensemble
non vide I de R est un intervalle si et seulement si, pour tout couple (a,b) de I? et tout réel s tels que
a<s<b, alors s appartient a I.

1. Justifier que si le réel A\ est une valeur propre de f alors A appartient a ’ensemble R.

2. Pour deux vecteurs u et v de R™ \ {0}, on définit 'application suivante :
h:[0,1] — R", t — tu+ (1 —t)v.

(a) Justifier que la fonction ¢ + ||h(#)||? est une fonction polynomiale.

(b) En déduire que, si la famille (u,v) est libre, alors la fonction 7 o h est définie et continue
sur R.

(¢) Montrer que ’ensemble R est un intervalle de R.
3. Soit E un sous-espace vectoriel de R" distinct de {0} et de R".
On suppose ici que f est le projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel E.
(a) Vérifier que R C [0, 1].
(b) Démontrer que R = [0, 1].
TSVP
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Sujet 6 - 2025

4. On suppose pour cette question que n = 2 et que f est 'endomorphisme défini par f(e;) = 2e;
et f(e2) = e1 + 2es.
(a) Déterminer les valeurs propres de f.
(b) Justifier que

2 2
i+ x
V(:El,(lrg) S Rz, \xlmg\ < %
) 35
(c) Démontrer que R = 33|
5. On suppose dans la suite qu’il existe une base orthonormale B = (e1,¢9,...,&,) de E telle que
chaque vecteur ¢; est un vecteur propre de f pour la valeur propre \;.
Quitte a réordonner la base B3, on suppose que A1 = min(Ag, Az, ..., A\p) et Ay = max(Ag, Az, ..., Ap).
z1
(a) Soit z € R™\ {0} et X = | : | la matrice-colonne de ses coordonnées dans la base B.
mn
. Mzt 4+ Al
Justifier que r(x) = ! ; ; LY
a? 4+l

(b) Démontrer que R = [A1, A\y].
(c¢) On suppose qu'un vecteur non nul z vérifie r(z) = A;.
Montrer que x est un vecteur propre de f associé a Aj.
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Sujet 7 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Pour tout « € R, on pose : Hy(xz) =1 et, pour tout n € N*,

z(z—1)...(z—mn+1) 1 ‘
H,(z) = - :HH(J:—Z).
1. Montrer que, pour tout n € N, pour tout k € Z, H, (k) € Z.
2. Soit n € N, montrer que (Hy, ..., Hy) est une base de R, [z].
3. Soit n € N et P € R,[z]. Montrer qu'il y a équivalence entre :

(i) Pour tout k € Z, P(k) € Z.
(ii) Pour tout k € [0,n], P(k) € Z.

n
(iif) 11 existe (Ao, ..., An) € Z"! tel que P =Y " A\ Hy.
k=0

Exercice 2.

1 1
1. Montrer que, pour tout réel x de l'intervalle [0, +oc], la série E <k — k—l—) est convergente.
x
E>1

E k4+z)’

On pose alors, pour tout > 0 :

_l’_

S(x) =
k

[y

2. Déterminer les valeurs de S(0) et S(1).
3. (a) Montrer que, pour tout réel x de l'intervalle [0,+oc[ et tout réel h # 0 tels que = + h

1
appartienne a [0, +o00], la série Z [y est convergente et que :
Pt (k+x)
+oo 1 +oo 1
S(z 4 h) — S(z) —hzm < hQZﬁ
k=1 k=1

(b) En déduire que la fonction S est dérivable et croissante sur [0, +o00].

On admet que la fonction dérivée S’ est également continue sur [0, 4o0.

TSVP
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Sujet 7 - 2025

4. On considére une variable aléatoire X qui admet pour densité la fonction f définie sur R par :

0 six<l1

Vz € R, T) =
f(@) {9}2 sixz>1

Il n’est pas demandé de vérifier qu’il s’agit bien d’une densité de probabilité.

On définit la variable aléatoire Y par : Y = X — | X |, ou |z] désigne la partie entiére du réel z,

c'est-a~dire que |z ] est I'unique entier vérifiant || <z < [z] + 1.

(a) Montrer que :
+o0

Vo e 0,1, PV <z2)=> Pk< X <k+u)
k=1
En déduire que, pour tout z € [0,1[, P(Y < z) = S(z).
(b) Exprimer la fonction de répartition de la variable aléatoire Y a l’aide de S.
(c) Justifier que Y est une variable aléatoire & densité.

5. On définit la suite (uy), - par :

VneN* wu,= <— >d:c
Ok‘l k+$

Justifier que la suite (), cy- est croissante puis qu'elle est convergente vers une limite apparte-
nant a U'intervalle [0, 1]. On notera 7 cette limite.

6. Démontrer que :

1 2

1
1
Vn € N*, 0§/S(x)dxun§2 il
0

k2’
k=n+1

1
puis que / S(z)dx =~
0

7. Justifier que Y admet une espérance puis montrer que : E(Y) =1 —~.
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Sujet 8 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On considére la fonction f: ] — 1, 4+00[\{0} — R définie par, pour tout x €] — 1, 4+00[\{0},

fay_ D),

X

1
Dans cet exercice, on s’intéresse a I'intégrale : f(t) dt.
On notera L la valeur de cette intégrale mais on ne cherchera pas a la calculer.
Pour tout entier naturel non nul n, on considére les fonctions polynomiales P, et @,, définies par, pour
tout z € R,

Pn(x)zz:(—nk*l? et Qn(az):Z(—l)k’lﬁ.

k=1 k=1

1
1. Justifier que l'intégrale / f(t) dt converge.
0

2. Montrer que, pour tout n € N*, pour tout = € [0, 1],

Py(z) =In(1+z) — /Ox (=D" 4

1+t
Dans la suite, on note, pour tout n € N*, pour tout x € [0,1], R,(z) = Tr1 dt
0
xn+1
3. Montrer que, pour tout n € N*, pour tout = € [0, 1], |R,,(z)| < 1
n

4. Pour tout n € N* et pour tout x €]0, 1], exprimer @/, (x) en fonction de P,(z).
Pour tout n € N*| on définit la fonction g, : [0,1] — R par : ¢,(0) = 0 et, pour tout = €]0, 1],

P.(z) In(l+2)

gn(w) = Tz x '

1
5. Justifier que/ |gn ()| dz existe.
0

6. (a) Montrer que, pour tout n € N*,
! 1
(1) — L] < ()| de < ————
Q=11 < [ gl do <

(b) En déduire la limite de @, (1) quand n tend vers +oo.

TSVP
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Sujet 8 - 2025

Exercice 2.

0 ¢t 1
Pour tout ¢t € R, on pose A(t) =t 0 1] € M3(R).
t 10

1. (a) Etudier le rang de A(t) selon les valeurs de t € R.
(b) Pour tout ¢t € R, déterminer les valeurs propres de A(t).
(c) Pour quelles valeurs de ¢t € R la matrice A(t) est-elle diagonalisable ?

2. Soit A > 0 un réel et T" une variable aléatoire a valeurs dans Z telle que |T'| suit une loi de Poisson
de parameétre A\. On suppose aussi que, pour tout k € Z, P(T = k) = P(T = —k).

0 7T 1
Onnote A(T)= [T 0 1] et Rlerangde A(T).
T 1 0

(a) Déterminer la loi de R.
(b) Calculer la probabilité que A(T') soit diagonalisable.
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Sujet 9 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Pour tout entier n > 1, on considére le polynéme P, défini par, pour tout = € R,

Puz)=a" 42" 4. 42— 1.

1. (a) Montrer que, pour tout n > 1, P, admet une unique racine dans R7 .
On note u,, cette racine.

Calculer uy et us.

Montrer que, pour tout n > 1, Pyy1(u,) = ul .

n+1

)
(a)
(b) Montrer que (u,)nen+ converge. On note ¢ sa limite.
) Montrer que, pour tout n > 1, 2u, — 1 = ul
)

1
Montrer que £ = 3

nz" — (n+1)2™ +1
(z — 1) '

3. (a) Montrer que, pour tout n > 1 et pour tout x € R\ {1}, P, (x) =

(b) Soit n > 2, montrer qu'il existe un réel ¢, €]3, uy[ tel que :

Po(un) — P, @) - <un - ;) Pl ().

1
—_ 7 ~ — 7 1 7 =
(n+1)cp 2 5N et montrer que nLl\lJTrl ncy = 0.

n+1
n

(d) En déduire que P.(c,) ~ 4.

“+00

(c) Justifier que nc

1
(e) Déterminer un équivalent de u, — 5 quand n tend vers +oo0.
n

(f) En déduire un équivalent simple de Z uy, quand n tend vers 4o0.
k=1
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Sujet 9 - 2025

Exercice 2.

1.

Question préliminaire.
Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires réelles quelconques admettant toutes deux
une variance, alors :

V(X +Y)=V(X)+2Cov(X,Y) + V(Y)

On pourra utiliser sans la démontrer la formule généralisant ce résultat 4 n variables aléatoires
X1,...,X,, admettant une variance :

V(Xl 4+ .+ Xn) = Z V(XZ) + 2 Z COV(Xian>
i=1 1<i<j<n

Dans la suite de I'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Une urne contient 2n boules de couleurs toutes différentes.

La moitié des boules portent le numéro 0, les autres boules sont numérotées de 1 a n.

On extrait simultanément n boules de cette urne.

Pour tout ¢ € {1,...,n}, on note X; la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si la boule numeéro 4
fait partie des boules extraites, et 0 sinon.

2.
3.
4.

Soit 7 € {1,...,n}. Déterminer la loi de X;.
Pour (i,5) € {1,...,n}?,i # j, calculer la covariance de (X;, X;).
On désigne par S la variable aléatoire égale au nombre de boules extraites qui ne portent pas le
numéro 0.

(a) Exprimer S en fonction des variables X,..., X,,.

(b) Calculer Iespérance et la variance de S.

(c) Est-ce que S suit une loi binomiale ?
On note Z la variable aléatoire égale au nombre de boules extraites qui portent le numéro 0.
Déterminer la loi de Z, son espérance et sa variance.
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Sujet 10 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-

haitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On consideére I’application ¢ définie par :

. Rl — Rl
P — P(z+1)— P(x).

) Montrer que ¢ est une application linéaire.

) Pour tout P € R[x], étudier le degré de ¢(P) en fonction du degré de P.
(c) Déterminer le noyau de .

) Pour tout n € N, on définit Papplication ¢, : Ryi1[z] — Ry [z] par :

VP € Rny1[z], on(P) = ¢(P).

Montrer que, pour tout n € N, ¢, est surjective.
(e) On note E' = {P € Rlz] : P(0) = 0} et on considére 'application ¢: E — R[x| définie par :

VP € B, %(P) = o(P).

Montrer que 1 est un isomorphisme.
2. (a) Montrer qu’il existe une unique suite de polynomes (P,)nen telle que :
i. Ph=1;
ii. Pour tout n > 1, p(P,) = P,—1 et P,(0) =0.
(b) Soit N € N. Montrer que (P,)o<n<n est une base de Ry[z].
3. Soit N € N. On note pour un entier n € N, ¢ = po@o--- 0. On rappelle que ¢’ = Id.

n fois
Montrer que, pour tout @ € Ry[z], on a :
N
Q=) _[£"(@Q)0) Py
n=0

4. (a) Montrer qu'il existe une unique suite de polynémes (By,),en telle que :
1. BO = 1;
1
ii. Pour tout n > 1, B, =nB,_1 et / B, (t) dt = 0.
0

(b) Justifier que, pour tout n > 2, B,,(0) = By,(1).

n—1

(c) Montrer que, pour tout n > 1, ¢(By) = nx" .

TSVP
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Sujet 10 - 2025

Exercice 2.

On définit la partie entiére supérieure d’un réel x comme l'unique entier noté || vérifiant :
[z] =1 <z < [x].

Par exemple, [1,2] =2, [4,7] =5 et [T] =T7.
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre 1.
OnposeY =[X]et Z=Y — X.

1. Déterminer la loi de Y puis calculer E(Y') et V(Y).

2. Pour tout k € N* et tout ¢ € [0, 1], calculer P((Z < t)N (Y =k)).
On définit la fonction f: R — R par :

0 sit<0
t
VEER, f(t) = o sitelo,]
e_
0 sit>1.

3. Montrer que Z admet une densité et que la fonction f est une densité de Z.
4. Justifier que Z admet une espérance et la calculer.

5. Justifier que Z admet une variance et la calculer.
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Sujet 11 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Soit 7 > 1 un entier, A et B des matrices de M, (R) de méme rang et telles que A2B = A.

1. Comparer ker A & ker B.
2. Montrer que Im A = Im A2.
3. En déduire que M,, 1(R) = ker A & Im A.

4. Montrer qu’il existe P € M, (R) inversible et V' une matrice inversible telles que

5. Montrer qu’il existe des matrices B; et Bs telles que P~'BP = , oll By est de

méme taille que V.

Soit C et D deux matrices de My, (R) écrites par blocs
Cu | Ci2 ) < Dyy | Di2 )
C= et D= ,
( 021 C22 D21 D22
oty pour tout (i,7) € {1,2}%, C;; et D;; sont des matrices.

On admet que si toutes les opérations sur les matrices sont bien définies, alors on peut effectuer le
produit de C' et de D « par blocs », c’est-a-dire :

oD — < Cr11D11 + CraDay | C11D1g + CiaDao >
Co1D1y + CoaDay | Co1Dig + CoaDgs )

6. Montrer que B?A = B.

7. Justifier avec un exemple que si A2B = A et que rg A # rg B, 'égalité B2A = B n’est plus
nécessairement satisfaite.

TSVP
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Sujet 11 - 2025

Exercice 2.

1. (a) Montrer que pour tout t € R, et > 1 +¢.

(b) Soit x > —1 un réel. Justifier que la série Z @) converge.
n>1
+o00 —tx
2. Déterminer ’ensemble des x € R tels que 'intégrale / n dt converge.
o ©~-
On considére la fonction f: ] — 1, 400[— R définie par, pour tout = €] — 1, +o0],
+oo te—t:c
= dt.
3. Montrer que lim f(x)=0.
T—+00
4. (a) Pour tout z €]0, +oo], calculer f(x —1) — f(z).
+o0o
(b) Montrer que pour tout x €] — 1, +oo[, f(z) = Z _
) ) — (x + n)2 :
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Sujet 12 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
Pour tout entier naturel non nul n, on considére la fonction f,, définie sur R par :

1
Ve e R, fu(x) = T o + nx.

[

. Question préliminaire.
(a) Démontrer que :

1
— < - <
Vo > 0, prora <Iln(z+1) —In(x) <

S R

n
1
En déduire I’équival -~ 1 .
(b) En déduire I’équivalence Z 2 n(n)
k=1
2. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, I'équation f,(x) = 0 admet une unique
solution dans R.
On notera a,, cette solution dans la suite de ’exercice.
3. Justifier que la suite (ay,)nen est croissante et convergente. Vous préciserez sa limite.
4. (a) Déterminer la limite de la suite de terme général na,,.

(b) En déduire la nature de la série Z Gy
n>1

1
5. Déterminer la limite de la suite de terme général v, = n <nan + 2).

En déduire que
-1 1 1

%—zn‘&ﬁ+m&mﬂﬁ>

= ~1
6. Justifier que Zak ~ M
k=1

n—-+o0o 2

Exercice 2.
On considére une variable aléatoire U qui suit la loi uniforme sur |0, 1].
On définit alors une variable aléatoire X en posant :

X=—m (22
1+U

1. Déterminer la fonction de répartition F' de X.
2. Montrer que X est une variable aléatoire & densité et déterminer une densité de X.

3. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
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Sujet 12 - 2025

1
4. Soit V' une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre 2 indépendante de U.

On définit la variable aléatoire Y par :

X iV =1
v — si
X?  sinon
Déterminer en fonction de F' la fonction de répartition de Y.
X siU>1/2
0 sinon

5. On pose Z = {

(a) Déterminer la fonction de répartition de Z.

(b) La variable aléatoire Z est-elle a densité ?
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Sujet 13 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On consideére, pour tout entier naturel n, I'intégrale u,, définie par

1
U, :/ (1—1#%)" dt.
0

1. Démontrer que la suite (uy)nen est décroissante et convergente.

2. Dans cette question, la suite (a,)nen+ désigne une suite de réels appartenant a U'intervalle |0, 1]

et telle que lim a, = 0. Démontrer que
n——+0o0o

Vn € N¥, ungan—I—(l—an)(l—az)n.

n

3. Soit « un réel strictement positif. Pour tout entier naturel non nul n, on note a, = —
n

1
. . _ 2\ . . L
(a) Justifier que ngrfoo (1—a;) 0 si et seulement si 0 < a < 5

(b) En déduire que la suite (uy,)nen converge vers 0.

4. Montrer que
1

> .
S TCE)

et en déduire la nature de la série de terme général wu,,.

Vn € N,

5. Démontrer que :

1
YneN, upt1=2(n-+ 1)/ t2 (1 — tQ)n dt.
0

et en déduire que
VneN, upp1 =2(n+1) (up — upt1).

6. Démontrer que
47 (n!)?

VTLGN, 'U/n:m.

7. Pour un réel a fixé de l'intervalle ]0, 1], on note
1 n
Vn €N, vn:/ (1—¢%)" d.

Montrer que la série E v, est convergente et préciser la valeur de sa somme.
n>0
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Sujet 13 - 2025

Exercice 2.
Soit n > 1 un entier. On note (-, ) le produit scalaire canonique sur R” et || - || la norme associée.
1. (a) Soit p un projecteur de R™. Justifier que p est diagonalisable.

(b) Soit p un projecteur orthogonal de R™.
i. Montrer que, pour tout z € R™, ||p(z)| < ||z
ii. Montrer que, pour tout (z,y) € R" x R", (p(x),y) = (z,p(y)).
iii. Montrer que, pour tout = € R", (p(x),z) = ||p(z)|*.
Soit p et g deux projecteurs orthogonaux de R™.

2. On suppose uniquement dans cette question que po g = qo p.
Montrer que p o g est diagonalisable.

3. Soit A une valeur propre de p o q.

(a) Supposons A # 0 et soit z un vecteur propre de p o ¢ pour la valeur propre \.
Justifier que x € Im p.

(b) Montrer que A € [0,1].
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Sujet 14 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons a& ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais 4 vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-
haitez.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.
On considére un entier naturel n supérieur ou égal & 2 ainsi qu'un polynéme P de la forme :

VzeC, P(z)=2z"+ An_12" 1+ a1z + ag,

avec (ag,...,an—1) € R™

On note A = max(|agl, ..., |an—1]) et on suppose qu’au moins un des coefficients a, est non nul.
L’objectif de cet exercice est de montrer que toute racine complexe du polynéme P est de module
strictement inférieur & 1 + A, c’est-a-dire que :

VweC, Plw)=0=|w <1+ A

On note (x) cette propriété.

1. Un cas particulier.
Déterminer les racines du polynéme P(z) = 23 — 422 4 6x — 3 et vérifier que la propriété (x) est
vérifiée pour ce polynome.

On revient au cas général et, dans toute la suite, on note f la fonction définie sur |0, +oo[ par

_ lanl laol

YV €]0, 400, f(x) + -+ o

2. Montrer que I’équation f(x) =1 admet une unique solution appartenant a 0, +oo.
Cette solution sera notée r dans la suite.
3. (a) Montrer que :
VzeCh, |P(z) — 2" < [2]"f (l2]) -
(b) En déduire que, si w est une racine complexe de P, alors |w| < 7.

4. (a) Justifier que :

vz €]l,4+00], f(z) < Ax —Z°

(b) En déduire que pour toute racine complexe w de P, on a : |w| < 1+ A.

TSVP
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Sujet 14 - 2025

Exercice 2.
On considére Y une variable aléatoire qui suit une loi de densité :

fIR — R+
0 sit<0

t —

1. (a) Calculer la fonction de répartition de Y.

(b) Y admet-elle une espérance ?

1
2. Déterminer la loi de U = v
Soit A € R% et (X,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de
paramétre .

3. Pour tout n € N*, on pose Z,, = min(Xy,...,X,).
Pour tout n € N*, déterminer la loi de Z,.

4. Pour tout n € N*, on pose Tj, = X2.
(a) Pour tout n € N*, montrer que T, est une variable a densité et calculer une densité de T,.
(b) Pour tout n € N*| justifier que T}, admet une espérance et la calculer.

(c) Pour tout n € N*, justifier que T}, admet une variance et la calculer.

1 n
5. Pour tout n € N*, on pose S, = — ZTk.
[yt

(

Montrer que, pour tout € > 0,

Sy — —
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Sujet 15 - 2025

Vous traiterez les deux exercices suivants et vous les présenterez dans 'ordre de votre choix.

Le temps de préparation est d’une heure; l'interrogation dure trente minutes.

L’interrogation comportera une premiére partie durant laquelle vous présenterez vos résultats sans
que le jury n’intervienne. Nous vous invitons & ne pas recopier I'intégralité de vos calculs ou de vos
démonstrations mais a vous attacher a mettre en avant les points-clés de vos raisonnements.

Cette premiére partie durera au maximum quinze minutes. Elle peut étre plus courte si vous le sou-

haitez.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris sur celles que vous
n’auriez pas abordées durant la préparation.

Exercice 1.

Foo dt
On pose pour tout n € N*| [, = /0 m

oo dt
1. Justifier que pour tout n € N*, / (
0

Tt?’)n converge.

1
2. Montrer que pour tout n € N*| I, = <1 - 3) I,.
n

3. (a) Montrer que pour tout n € N*, I, > 0.
(b) Montrer que la suite (I,)nen+ converge.
4. Soit a € R. On considére pour tout n € N* w, = In (Inn*“).
(a) Déterminer I'unique réel a tel que la série de terme général w41 — w, converge.
b) En déduire qu'il existe K > 0 tel que I, ~ Kn® ou a est le réel trouvé précédemment.
+
n—-+0o0

(¢) Que peut-on dire de la série de terme général I, ?

5. Pour tout n € N*, on note S;, la somme partielle d’ordre n de la série de terme général (—1)"1,.
(a) Montrer que (S2p)nen+ €t (Sont1)nen+ convergent vers la méme limite.
(b) Que peut-on en déduire ?

Exercice 2.
1. Question préliminaire. Soit (Y},)p>1 une suite de variables aléatoires qui admettent une variance.
(a) Montrer que V(Y7 + Y2) = V(Y1) + V(Y2) + 2 Cov(Y1, Ya).
(b) En déduire que , pour tout p > 2,

p
V4 Yo+ 4Y)=> V) +2 > Cov(¥,Y)).
k=1 1<i<j<p

Soit n > 2 un entier naturel, on note .#, ’ensemble des bijections o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.
On tire au hasard selon une loi uniforme un élément o de .#,, on note alors N,, le nombre de points
fixes de 0. Pour tout k € {1,2,...,n}, on considére X}, la variable aléatoire qui vaut 1 si k est un point
fixe de ¢ et 0 sinon.
On rappelle qu’un point fixe de o € .7, est un entier k € {1,2,...,n} tel que (k) = k.

2. Calculer le cardinal de .%,.

3. (a) Exprimer N, en fonction de X, Xo,..., X,.

(b) Calculer l'espérance de N,,.
4. Calculer la variance de N,,.
5. (a) Calculer P(N,, =n).

(b) On admet que, pour tout j € {0,...,n}, P(N,, =j) = -

Montrer que, pour tout j € N,
lim P(N, =j)=P(N =),

n—-+0o0o

ol N est une variable aléatoire dont la loi est & déterminer.
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