EXERCICE 1

Un jeu de pile ou face

Préliminaires
I

Q1. On considére la fonction f:x+ =
de classe ¢* sur |- 1, 1[, etque pour toutx €] -1 [,

Montrer que pour tout k € N, f est
k!

WY = st

f (l’) (l - x)hl

Foo ! k!
Q2. Etablirque: VYkeN, Yxe|-1,1[, Z(T'_'—ks;f" = —_—(l et
n=k '

Etude d’un jeu de Pile ou Face
Soit p €]0, 1[. Deux joueurs effectuent des lancers indépendants d'une méme piéce. A chaque
lancer, la probabilité d’obtenir Pile est p. Le jeu se déroule de la maniére suivante.

- Le joueur 1 effectue une succession de lancers et s'arréte lorsqu'il obtient Pile pour la

premiére fois.
On admettra qu’avec une probabilité de 1, le joueur obtient Pile aprés un nombre fini

de lancers.
- Le joueur 2 effectue ensuite le méme nombre de lancers que le joueur 1 et compte le

nombre de fois ou il a obtenu Pile.
On admet que I'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).

- On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de lancers effectués par le

joueur 1.
- On note Y lavariable aléatoire correspondant au nombre de Pile obtenus par le joueur 2.

Q3. Préciser la loi de X.

Q4. Pourtout entier n € N* et tout entier k € N, calculer la probabilité de I'événement (Y =k
sachant {X = n}, notée par la suite P(Y = k| X = n).

Q5. Pour tout entier k € N, exprimer P(Y = k) en fonction des réels P(Y = k|X = n) et
P(X = n), pourn € N°.

l=-p

2-p

% Q6. Etablirque: P(Y=0) =

{1=p*

Q7. Etablirque pourtoutkeN': P(Y=k) = ———.
(2 — !))Efl
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EXERCICE 2

Une caractérisation de la fonction Gamma

L'objet de cet exercice est I'étude d’'une caractérisation de la fonction Gamma connue sous
le nom de théoréme de Bohr-Mollerup.
On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant.
Lemme 1. Si g est une fonction convexe surun intervalle I c R et a € 1, alors pour tous x,y
éléments de I\ {a) tels que x < y,

gx) —g@ _ 80) 8@

=
x—a y—a

Dans cet exercice, nous cherchons a montrer que la seule fonction f : R, — R;-qui vérifie :

VxeR;, f(x+1)=xf(x)

f)=1
Inof est une fonction convexe

(S)

est la fonction I, définie par :

VxeR,, T(x)= f et dr.
0

Existence : la fonction I vérifie (S)
Q8. Montrer que la fonction I' est bien définie sur R;, et que I'(x) > 0 pour tout x € R;.

Q9. Montrer que I'(x + 1) = xI'(x) pour tout x € R;.
Dans les questions Q10 & Q12, a et b désignent des réels vérifiant 0 < a < 1 < b et p désigne

la fonction définie sur R} par:

A sitel0,1]
H = ;
#(0) { Ple sire]l,+oo|

Q10. Etablir que :
V(x, 1) € [a,b] xR}, r'e™ < ().

Q11. Pour k € {0, 1,2}, on définit la fonction y; sur R} par:
Ve eR:, v = |Int o).

Montrer que les fonctions ¥, (k € {0, 1,2}) sont intégrables sur R.

Q12. Déduire des deux questions précédentes que la fonction ' est de classe €2 sur R}.

Donner I'expression des deux fonctions I'" et I'” sous une forme integrale.
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v) de fonctions continues sur [, 8]

Q13. Soient a, 8 € R; vérifianta < B. Pour tout couple (u,

on pose : ‘
{u,v) = f u()v(n) dr.

Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur “(a, B)).
Q14. En utilisant la question Q13 et en ayant recours a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, mop,.

trer que : )
VreR:, (T'(x)? < I(x)r’x).

En déduire que la fonction In oI est convexe et conclure que I' vérifie bien (S).

Unicite
On suppose que f est une fonction de R; dans R} qui vérifie (S). On introduit par ailleurs |3

fonction g définie sur R} par:
VxeR;, g(x) =In(f(x)).

Q15. Montrerque sixe R, etneN,ona:
Sx+n) = x(x+1)...(x+n-1)f(x).

En déduire les valeurs de f(n + 1) et de g(n + 1).
Q16. Montrer que :
VXeR,, YneN, glx+n+1) = gx)+In(x(x+1)...(x+n)).

Q17. A I'aide du Lemme 1, justifier que :

< gn+2)—gn+1).

Vx€l0, 1], Vi €N, gln+ 1) - gln) < EETH D g+ )
p

Q18. A l'aide des questions Q16 et Q17, établir que :

eI =, n*n!
x €0, 1], f(x) ,,'_‘.'}3\,x(,\-+|)...(.r+u)' W

Q‘1 9. Déduire des questions Q14 et Q18 que pour tout x €0, 1], f(x) = I'(x).
Q20. En utilisant la question Q15, conclure que f =T,
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PROBLEME

Etude d’une classe d’endomorphismes

Notations

Dans tout le probléme, K. désigne indifféremment R ou C et E est un K-espace vectoriel de
dimension n > 1.

On note .Z(E) I'ensemble des endomorphismes de E.

Pour tout u € .Z(E), par convention «° = Id;; et pour tout k € N* on note :
K
w=uouo,..o0U.
—_—

k fois

Soientk € N et Fy,..., F; des sous-espaces vectoriels de E. Lorsque la somme Fy +... + Fy
k

est directe, on la note @ F;. Par convention, si k = 0 (cas d'une somme vide), la somme
i=1

vaut {0}.

Pour tout p € N*, on note M,(K) le K-espace vectoriel des matrices de taille px p a coefficients
dans K et K,[X] le K-espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K de degré inférieur

ou égal a p.
Soit 1 € Z(E). On admet que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ilexiste (p,q) € N2 tels que p+2q = n et des sous-espaces vectoriels Dy,...,Dp, Py,..., Py
de E stables par u, les D; étant de dimension 1 et les P; de dimension 2, tels que :

(ii) il existe (p,q) € NZ tels que p +2g = n et une base B de E dans laquelle la matrice de
u est diagonale par blocs avec des blocs de taille 1 ou 2. Autrement dit,

(A W
% (V)]

A
H(flls----/lp)Epr B(Mh'-'qu)eM?.(K)q : Malﬂ“: & A’!]

) .
L M, q/

Dans tout le probléme, on note D I'ensemble des endomorphismes de E qui vérifient

(i) ou (ii).
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Objectif du probléme : ' kb it
i tés de I'ense e
'obj : 'studier quelques propriétés _ .
objetde ce problem‘la es;‘:tféul onc:étudie dans la partie Il les en‘d;)mgips)ia'n;str?'ise :,Ig:?tems
gelg esempigspc;artniz Ialll pon dér'nonlre un critére d'appartenance a ir des
e D. Dans q
polynémes annulateurs.

Partie | - Deux exemples

(X]. On définit u,v € Y(E) par :

Dans cette partie, on note £ = K2
u:E — E et y : E — E’ .
P — XP'+F P +— P
Etude de u . . |
. dans la base canonique de K[ X]. Est-elle diagonalisable ?

Q21. Ecrire la matrice de
Q22. Déterminer Keru* et justifier que Keru? est un sous-espace vectoriel stable par

Q23. Donner une base B de E dans laquelle :
2 0 0]

Matg(1)=(0 0 1
000

et conclure que u € D.

Etude de v
Q24. Donner la matrice de v dans la base canonique de K,[X].

Q25. Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de E de dimension 1 stables par v
Q26. Montrer que K,[X] est le seul sous-espace vectoriel de E de dimension 2 stable par v.

Q27. En déduire que v ¢ D.
Q28. D est-il un sous-espace vectoriel de .Z(E)?

Partie Il - Le cas des endomorphismes nilpoteﬁts

Un endom‘orphi.sme u € Z(E) est dit nilpotent s'il existe k € N* tel que * = 0. Dans ce cas,
le plus petit entier naturel k vérifiant «* = 0 est appelé indice de nilpotence de u.

Dans la suite, on note N I'ensemble des endomorphismes de E nilpotents et on pose :
Ny ={ue ZL(E):u* =0).

Da';: toute cette partie, « € N est un endomorphisme nilpotent d'indice k € N* et de rang
reld,

01
On note J = (0 0) € M,(K).

6/8


https://v3.camscanner.com/user/download
Guest
Rectangle


Casn=1
Q29.Quedirede usidimkE = 1?

Casn=2
On suppose dans ce cas que dim E = 2 et que « est non nul.

Q30. Soit x € E tel que «*~'(x) # 0. Justifier que (t*~'(x), 1*"2(x), ..., u(x), x) est une famille
libre.

Q31. En déduire que k = 2, puis que u € Ns.

Cas général

E désigne maintenant un espace vectoriel de dimension n > 1.
Q32. Montrer que DN N c N,.

Soit u € N,.

Q33. Justifier que Imu c Keruetque r<n-r.

Q34. Notons (ey,...,e,) une base de Imu que I'on compléte en une base (ey,...,e,-,) de
Keru. Soient fi,..., f; € E tels que pour tout i € [, ]I, u(f)) = e;.
Montrer que la famille (e,..., e, fi,..., f;) est une base de E.

Q35. Montrer qu'il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est de la forme
diagonale par blocs :
On-2r
J (0

O
Y

ou 0,.,, désigne la matrice nulle de M,.,.(K) et ol les autres blocs diagonaux egaux
a J sont en nombre r.
Q36. En déduire que N, = DN N.

Partie Ill - Un critére d’appartenance a D

Dans toute cette partie, u € .Z(E) est un endomorphisme quelconque.
On souhaite montrer que s'il existe un polyndme annulateur de « scindé a racines simples
ou doubles, alors u € D.

Q37. Soient a, b € K, distincts. On définit :

¢ KX} — K;lX]
(A.B) — (X-aPA+(X-b)'B

Montrer que ¢ est un isomorphisme. En déduire I'existence d'un couple (A, B) € K,[X I?

tel que :
(X-aPA+(X-bB=1.

7/8


https://v3.camscanner.com/user/download
Guest
Rectangle


) - b1dg)* = (0).
Q38. Justifier que pour tous a, b € X distincts, Ker(u — aldg)” N Ker(x £

N K7 deux familles de scg.
2 € KP et (B,...,.By) € ’ '

lS pieni (lﬁ;g )qu€e le.s\a{(o. O)I(retﬁ(.m‘ : .;B:,ns,gnt distincts. On notera que l'une des deux familleg
aires te Bissss OBl ssei

(a1,...,ap) et (Bi,...,B,) peut éventuellement étre vide.

Q389. Justifier que la somme : ;
GB Ker(u — a;1dg)
i=1

est directe.
Q40. Montrer que la somme :

p q )
D Kertu - ai1dg) @ @D Ker(u - ;1dg)
i=1 j:l

est directe.
On pourra procéder par récurrence sur q € N,
Q41. Soit :
£ 1 vl -,
P=[]x-a)[]x-p) exixi. )
i=1 =1

]:
Pouri € [1, p] et J€ 11,41, on note P;, Qj et R; les polynémes tels que :

P=(X-a)P;, P=(X-8)0;,, P= (X - Bj)*R,.

Montrer que Ia famille 8 = (PrseisyPp, Oisevn, Qg Ry, ..., R,) est libre. En déduire que
B est une base de Kpi2g-1(X].

On suppose a partir de maintenant que le polynéme P défini en (2) est annulateur de y.
Q42. En décomposant le polynéme constant €gal a 1 sur la base B, justifier que :

P q
E = 6? Ker(u — o; Idp) e 619 Ker(u — B; Idg)2.
i= j=

Q43. Conclure que u € P.
On pourra utiliser le résultat de la question Q36.

FIN
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