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Le sujet de U'épreuve de mathématignes du concours géncral dea sciences ef technigues, seasion 2024, eat composé
de deur problémes largement indépendants & tmite dans Uondre souhaité ; aenl le réaultat du premier probléme exl

utile & lo fin du scvond,

Pour répondre & une queation donnée d'un probléme, tout candidat peul admettre of utiliser lea résultats des
questions qui la précédent, méme 5% ne les a pas traitées, & codition d'indiguer avee précision les référrnces des

questions ulilisées,

Il est @ noter que la qualité de lo rédaction et de la présentation, la clarté et la precison dea musonnements
caonstitueront des Eidments importants pour V'appréciation des copics, Il convient en particulier de mrentioner avee

precision lu— reférences | des guestions abondces.

L'usage de tout document ou matériel électronique est interdit.

Si, au cours de |'dpreuve, un eandidat repére oo qui Iui semble #re une erreur d'énoncd, il le signale sur s copic
ot poursuit s compaosition en expliquant Jes raisons dex initintives qu'il ot mmené i prendre.

Probléme 1

Etude d'une suite numérique et calcul de sa

Dans ce prohléme, on considire ln suite (u,)

limite

définie par : u, = Zi'l?' n € N*; l'ohjet et de montrer
-

qu'elle ost convergente, de ealeuler sa limite € et de déterminer ume suite wuelle dquivalente i bn suite (v, —£) nglte *
c'ost & dire une suite (.-,,)"”,, de réels non nul, telle que la suite (f:)“ o CUNVETRE Ve l.

1*° Partie

Etude de In suite numérique (8u(a)), n» avee a > |

Soita > | ; pour tout n € N*, tmpouS,.(n)-Z—= F‘-+---+"—ln.
A=l
1.1. Convurgence de la suite numériquo (S.(n)), .

1.1.1. Vérifier quu la suite (Sa(0)), gy o cvisano,

+1)"

\ Ll
1.1.2. Montrer que pour tout k € N°, T < / ‘l“cll % I:_'
1.1.3. En déduire que, pour tomt n € N*, Sy(o) ¢! + / -":clt.
]

1.1.4. Caleuler Mimégrale / 7{-.- e, pour n € N*, et en déluire que In suite (Sy(a))
'

1.1.5. Conclure quo lo suite smmérique (Sp(n)) peiie 31 CUNVOTRENLY.

Dana lo suite, an notera £, In limite de la suite wumérigue (Sa(0)), oy -

1.2. Nechorche d'un &quivalent de ln sulte numérique (Sa(0) = ), .
.

ki
1.2.1. Julilkvqmpomtwimtktl;?/ -'-ac ' / ‘-,',-.u.
]

poiee ™ mnjorde,

nip
1.2.2. Pour tomt (n,p) € N*?, enlenler Vintégrnlo / -‘!—'dl pks on déduire que
L

nep

| | | 1
(n-l)((nH)"-"(n4p+|)~ ') L= (o-n(u--'“

| A

)
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1.2.3. En déduire que la suite smmérique (S, (n) - ’n)..; e OM Erpivalinnt A la suite (70!-_;#!“) agne’

2" Partio

Caleul de In limite de ln suite numérigue (i), .

On vient de voir que la suite numérigue (g ), . o8t convemente ef que la suite (uy =€), . eat équivalent
lo suite (), s 0 0 désigne la limite de (wn), .-
2.1, Sicoet o sont denx pévls et k un ontier naturel non il montrer gque

(~1)*(2c4d) -
K=? '

'
/ (e & dt)cos(krt)ilt =

(1)
2.2. Eun déduine qu'il existe un unigue couple (o, b) de réely wels que, ponr tont entier k 2 1,

/o.(nl’ + bt) com(kxt) ot = ‘L'|-7

1 "
2.3. Soit n € N*; enleuler Ia wleur de Vintégrale / (w6 +b1) (5 + 3 eos(kat)) di en fonction de v,
v bel

i ((2n + 1)0)

2.4. Montrer quo, pour tout ettier n 3 1 et tout 0 €]0, =], | + 22 cos(2k0) = =

kel

2.5. Un résultat utile
Soit [ une fonction réclle do classe €' sur [0, 1)

]
2.5.1. Montrer que, ponr tout A > o./° fnysin(A ey de = L0= ’i"""“““ + {./' J(¢) cos{ A1) d.
1]

1
2.5.2. Eu déduire que la fonction A v—i / J(e)sin(A ) dr tend vers 0 lomque A tend vers 400,
o

2.0. Etude d'une fonction nuxiliaire
On considiro In fonction [ : [0, 1] — R, définie par :

_T(eE -
J(t)= W i (£0 et J(0) = —x.

2.0.1. Mantrer soigneusement que J st contimio sur e segment [0, 1],

2.0.2. Justifier que f est dérivnblo sur Pintervalle |0, 1] et que sa dénivie f* possivde une limite finic a droite
on U, potée L.

2.0.3. En utilisant le théonime des nocroissements finis, montrer que [ est dénvable en 0 of préciser J/(0).

2.0.4. Déduire de cu qui préviade quo J o de clivso €' sur le segment [0, 1.
"
2.7. Véaifier que, pour tout £ € [0,1], (at? +b1) (-;- + zm(kn) = f(t)sin ((2n + "::l"') .
b
convergy vors In nivl ’;:-. putis donner un dpuivadent de In suite (3,: -ty )

Probléeme 2

Etude de quolcrtes fonctions arithmdtiques
Applieations diverses

2.8. En déduirv que lu suite (u..)““, o

Notatlons, définitions ot rappels

Dans co prohliane, R désigmo 'etsembibe des nomlises réols, N Vensemblo des entiers naturels et Z 'ensemblo
dew entiens relatils, Pour tout réel 2, on noto [2] In partie entidee do £; c'ost "'unique entier relatil k tol que
kcx<ka4 ;o s~ |x]wnoe (2] ot Suppedle la partic factionnaire do z.

n

Si (n, k) € N?, mvee & € 1, on note (‘) le coelfiekat hinomind défini par (:) - m,.“: k)
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Si @ ot bsont doux entiens rolatifs, on dit que o divise b ou quo b est divisible par a, et on éerit a | b, #'il
oxiste un entier g tol que b = ag, On dit encore que a ost un diviscur de b ou que b est un multiple do a.
Si a et b rsont deux ention naturels non nuls, lo plus grand divisenr commun i a ot b ost noté a A b; lo plus
petit multiple commun A a ot best noté a v b,

On mppelle que si n € N*, alors na Anb = n{a Ab) ot (a Ab)(aVb)=ab

On appelle fonction arithmétigue, tonte applieation f : N* — R; 'ensemble des fonetions arithmétiques
sera noté F(N*.R).

Une fonction arithmétique J est dite multiplicative si ponr tout couple (m, n) d'@éments premieor entre oux
de N*, on ait f(mn) = f(m)[(n).

Sif:N* —s Ret g: N — R sont deux fonctions arithmétiques, on appelle produit de convolution de J
ot g I'application, notée [ « g ot définie sur N* par :

VneN, [Segn)=3_ Jdyg («3-) '
dln

oi) Ia somme porto sur 'ensomble des divisours de n appartenant a N*.

1% Partio
Etude de quelques fonctions arithmétiques

On définit Jes fonctions arithmétiques suivantes
La fonction v : N* —3 R, n +— v(n), ol pour tout n € N*, v(n) désigne le nombre de diviseurs de n dans
N*; par exemple, 7(12) = 6 puisque les divisours de 12 dans N* sont 1,2,3,4,0 et 12,
La fonction @ : N* — R, n +—3 a(n), ol pour tout n € N*, a(n) désigne In somme des diviseurs de n dans
N*; par exemple, o(12) = 1 4+ 2434446+ 12=28
La fonction ¢ : N* —+ R, n =+ ¢(n), ol pour tout n € N*, 2(n) désigne lo nombre des entiem k € {1,...,n)
qui sont premiers avee n : @(n) =eard{ke (1,....n) ; nAk=1}.
Par exomple, ¢(12) = 4 puisque ks entiors compris entre | et 12 ot qui sont premiers avee 12 sont 1,5,7 ot
11. Cetto fonction est dite la fonction p d'Evien.

1.1. Btude des fonctions r et ¢
Onmmaflp:' In décomposition en [acteurs premiors d'un entier naturel m > 2 ot r 2 1, pry... . oy dem
m!mmmbguxidmxdh'thmm 1y ...y 0y des entiors naturels non male
1.1.1. Montrer que r(m) = [](au + 1). Que vaut r(1)?
[ 2 ]

r il
1.1.2. Montrer que o(m) = nﬁ;j-'-.vanmc(l)T
1.1.8, wal-huu&raom multiplicatives.
1.2. Etude préliminaire do la fonction ¢ d’Euler
Soit p un nombre premier et soit o un entier naturel non mul,
1.2.1. Caleuler ¢(p) en fonction de p.
1.2.2. Mountrer quo i k€ N*, aloms kA p" # | s, of sevlemont o, p| k.
1.2.3. En déduire l'exprosion de enrd{k € [1,....p") ; ¢ Ak # 1} en fonction de p et 0.
124 mwp(f)sf-f"af(l-‘}).
1.8. Une formule de Gauss
Soit n un entier naturel non nul,
1.3.1. Soit d un diviseur do n dans N*,
(i) Montrer quosi k€ (1,...,n), nlor kA n = d o o seulement o'll existo ue (1,...,5) tel que k = du ot
uAg =1
(i) En déduireo quo card{k € [1,...,n) ; kAn=d} = ¢(5).
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1.32. Euhlitqm(l.....n} =U{ke {1,...on): kAn =d) puis en déduire In formule de Canss ci-dessous ©
din

nagjv( 2) =X eld). M

W'|n

1.4. Une premidre application de Ia formule do Gauss
Soit n un entier naturel non nul.

1.4.1. Montrer quesid € (1,..., n), alors le nombre de multiples de o sppartonant i (1,...,n) vaut |§].
WY R S — v |5] = Y eld).
we 3 vl |3] = L3

143. Eudédmmhfomukzw(d) |5) =252

1.5, Ummdohmm
On comsidire un entier nturel n 3 2 o on pose S(n) = (ke N* ; {3} > 4}.
1L.5.1. Justifier que 'ensemblo S(n) est fini,
1.5.2. Soit k€ N*. Montrer que |32 | —2[2] € (0,1) ot que [$2] —2[§] = 1 s, ot senlement s, k € S(n).

1.5.38. Montrer que Y (k) =n’.
kESin)

2™ Partie
Formule d'inversion do Momus ot applications

L
EnnnluumzHﬂ'hd@pﬁthmmmmd'wmwwﬂm)zoﬁr)l.p......p,

d-mhupmi:;.dcmidcuxdhﬁnﬂ-ao......o,dumia'mtmhmunuh.and&nithbu:tim
arithmétique dite de MOmIUS ot noté i par :

1 sim=|,
p:N* — R, me p(m)={(-1)" lio.ao--=o,=lo-i-dm=nh ost sans fnctour curé,
b=l
0 xinon,

Par exemplo, j1(30) = (=1)* = —1 puisquo 30 =2 x 3 x 6 ot ju(12) =0 puisque 12 =2% x 3,
2.1. Moutrer quo In fonction g est multiplicative,
2.2, mqmmetmliotmaﬂ.zu(d):O.
dm
2.3. Etude du produit de convolution de fonctions arithmétiques
Onnoto y : N* — Ret v : N* — R los fonctions arithmétiques définies par :

| sin=|l,
0D ninx2

Oun mppelle que F(N*, R) déigne 'ensemblo dew fonctions arithmétiques,

2.3.1. Viérifier quo le produit de convolution, notd «, st une loi do composition interne sur #(N*,R) o montror
qu'elle est commutative of msocintive,

2.3.2. Soit f € F(N*,R); enlculer [« x en fonction do f ot en déduire que la loi « posside un éiément noutre
i préciser,
2.3.3. Soit f € F(N*,R). Montrer que J est inversible pour la loi « i, ot soulemont i, J(1) # 0.

VneN, vin)=1 o xM-{
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2.4. Formule d'inversion de Mablus
Soient [ :N* — Ret g : N* — R doux fonctions telles que

VmeN', g(m)=)_ /().
d|m

2.4.1. Moutrer que pi o ¥ = x. Que peut-on alom dire de ¥ visdevio do p 7
2.4.2. Exprimer g en fonction de [ of do v,
2.4.3. En déduire In formule d'inversion de Monus suiviete

VemeN, Jim)=3"p (-'3-) wld). (2)
lm

2.5. Une application A Ia fonction ¢ d'Euler
2.5.1. Montrer que, pour tout ueN’.w(u)BZu(%)d-uZ#’-. On pourra penacr @ la formule (1).
din din

2.52. Moutrer quo si n = np:‘mhdéwmm-ilhum&wampmh:d'mmiuwmdn 2 2, o
b=
r)l.p......p,dauadmplmi'lm&'uidmudhdncuao......o.ducnlicnmumbmmh.nhu

qu)-ng(a-%). (3)

2538, Montrer que Ia fonction ¢ est multiplicative.
2.8. Une application de la fonction ¢ d"Euler

Pour tout entier naturel n, on pase F,, = 2% 4 1, appelé n—imo nombro de FRRMAT.

2.6.1. Vérifier quo Fo, Fy, F3, F5 ot Fy sont des nombires premiers.

2.6.2. Montror que 641 divise Fy. On pourra remarguer que 641 = 6404 1 =276 4 1 of que 641 = 625+ 16
puis utiliser une congruence.

2.8.3. Montrer que si n et m sont des entiors naturols distinets, alors Fy, A Fiy = 1.

2.84. Montrer quopour tout n € N*, 2" _ 1 = Fy. F, ... F,.

2.6.5. Déterminer tous les entiers naturels non nul n tels que (22" - 1) = ¢(2%°).

8% Dartie
Mhhmdn&ddshﬁaamdhw

3.1. Cas des suites i termes positifs
Sait (wy ), . une suito h tormes positifs; on lui amocic la suite mumérique (U,),, . difinie par :
VRGN'. u.- LD
=

8.1.1. Montrer quo In suite (Uy), . ot crobsante.

8.1.2. En déduire que la suite (Uy), . et convergento s, et soulement s, elle st majorde.
3.2. Cas des nuites A termes quelconques
Soit (u,), o une suito riello; on lul amocio los suites (U,) s (Un) one ® (UR), o chéfinion par :

YneN', U.’gllb. U,',-glul ot U:-g(lul-u).
1

m. VWW.MW("E"‘.O(lﬁl-I.(ﬂC.I.
8.2.2. Montrer quo i In suite (UL) . owt convergonte, alom il on st do méme do In wuite (UD), .

5/7




Sujet de Mathématiques @ 2024

8.2.8. En déduiro que si In suite (U]), . est convergonte, alors il en est de miéme de Ia suite (Us), o p-

3.3. Produit de convolution de deux suites
On considire deux suites réelles (u,) . ¢ (1), . i 00 note (w,) . la suite dite produit de convolution
dos muites (U ), xe © (%), s 01 définic par :

YneN', w, -Zuv,.
dn
On note sussd (Un) oo (Va) o (Wa) oene Yo wuiten définion par ;

YneN', U.=iu. Vazi:m ol W.=im.
e el Pyt

On considére enfin ks ensembles €, = (1,... .02 et A, = {(i,j) €C, ; ij < n}, pour tout n € N*.
8.3.1. Montrer que, pour tout n € N*, Uy Vo =W = 3" wuy.
(1)eCa\ o0

3.3.2. On suppose ici quo les suites (ug ). ©f (1), . SO0t & termes positifs.

(i) Vérifier que, pour tout n € N*, A, € C,, C A, et en déduire quo W, € UV, < W,a.
(i) llalurqnuilnmi:u(u.).e",a(V.)“”,mwn,Mﬂmudum&hm(W.)ﬁ

tona:
fim w.=( fim u)( fim v.).

LE R De-e $ o LEE S ¥

3.33. On note (fs),, ¢ Ia suite produit de convolution des suites (|ua]), . € ([tn]), o © 08 pose

Ui=Ylul, V=Y lnl o =Y, neN.
kel [ ) kel

On suppose de plus que les suites (u,) . et (va),, oy, sont telles que los suites (Us), . o€ (V2), . solent

(i) Montrer que, pour tout n € N*, |U, V, - W, | < U, V! -T,.
(i) Montrer que Jos suites (U.).‘”,, (V) e (Wa) en- ont convergentes et on & :

h W-=( h U.)( h V.).
n-tdou nes doo n-tbou

3.4. Application & 'étude de la suite pumérique (i:“_(‘?)
| neNe

Onul-'dhldl-mh-rbﬂn(-.)“”.q(o,)“”.,mu,-lslmma;l,mmlel'.ob

puhwhbmammummdmmmm(n)“,l-wma-

sS4 !la.mqmc.-ldmmhﬁa;ﬂ.o.ﬂ.
3.4.2. Montrer quo Jos suites (Z:;‘,) of (g"?“l) sont CONVETRentes.
Ve | neNe

“ulk) 6
843, En déduire que lim Eé,l. 1
g ?

"o

o]
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™ Partle
Un théordme do Césano

On mppelle le principe d'inclasdon-exclusion admis suivint
Si r est un enticr naturel non nal ef Ay, ..., A, sont des ensembles finis, alors

wi((a)-Fer( T en(f1n))

(EATEIR ™ < =1

Pour tout entier naturel n > 2, on pose fl, = {(0,0) ; a,b € (1,....n)} = [1,....n)? ot on considire
'expérience aléatoire qui consiste & choisir un couple a.b).chmdhvdquipnhlb parmi ks Eéments do I'en-
semble {1, Puisque {1, est de eardinal n?, cola revient A considérer 'ospace probabilisé (12, 2(0,),P), ol Ia
probahilité P ot définic par :

Viab)en, P(((b)) = ;',

On note G, 'éwinement : < lo couple choisi et formé de nombres premiers entre oux » ; c'est-ivdime que
Co={(a,8) € (1,....n)" i anb=1).

Le but de cette partic est do cakeuler ls probabilité P(C, ) de cot événement do deux manidres différentes puis
&'mhﬂh“&’.ﬂ(.‘.).

4.1. Premidre méthode de calcul de la probabilité P(C,)
Sait 1 » 2; ou pose O} = {(a.b)EC. ; o<b}ecc; - {(c.b)eC. : .>b}.
4.1.1. Montrer que card(C) ) = eard(C ) ot que card(C,,) = | 4+ 2card(C} ).

mmqmmd(q:)=f:v(b).w¢mhmmm.o-mwu
les parties C) (b) = {(a,) ; l<¢¢h-unb=l}prbe(2.....-).
418 &mwuc.)ap(-uozm))

43. Deuxitme méthode de calcul de Ia probabilité P(C)
Scit n 3 2; on note @y, ... ., g tous les nombees premiers compris entro et n,awe @y < - < geetr 3 | pour
wut ke (1,...,r), on pose :
Dy = {(-.»en.;.l--tolb}.

42.1. Mostrer quo card(C,) = n’-ma(Uo.)
4322, Montrer que pour tout k € (1,.. .r)dumk-uph (f1y-e ia) d'@éments de (1,...,r] vévifiant

§ e - . m(nn‘,) . .?...Ja.

mmunh-q-uc.)-;,z:nm[ "
443 Mudnaqiwuhqm.mwuhmmlnal.

gm =3 (l + gn(d) [5]') :

pln) = 3 pld) 5.
din

puis retrouver la formulo

a4 Mwhﬂlwa(c-’)nl “m“.h*nﬂnwhlﬁh(gq?)“.

puin en dédiv que _lism_ P(Ci) = o5
FIN DU SUJET
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