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Le sujet de Uépreuve de mathématiques du s général des sciences et technig ion 2025, est comp
d'un exercice et d'un probléme indépendants 6 traité dans l'ordre souhaité.

Pour répondre 6 une question donnée du sujet, tout candidat peut admettre et utiliser les résultats des questions
qui la précédent, méme s'il ne les a pas traitées, @ condition d'indiquer ovec précision les références des questions
utilisées.

1l est G noter que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
constitueront des éléments importants pour Uappréciation des copies. Il convient en particulier de mentioner avec
précision les des questions abordées.

L'usage de tout document ou matériel électronique est interdit
Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énancé, il Je signale sur sa copie
it sa ition en Li les rai des initiatives qu'il est amené a prendre.
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" Exercice
A propos de dérang ts d'un ble fini

Notati définiti etr 1

Si m est un entier naturel non nul; on pose E,, = {1,...,n}.
— On appelle permutation de E,, toute bijection de E,, sur lui-méme.
—Sonmpama&ndeb‘..onhma:(a(l” a("n)).
— Si 0 est une p ion de E,, on appelle point fire de o tout élément k € E,, tel que o(k) = k.
— On appelle dérangement de E,,, toute permutation de E, n'ayant ancun point fixe.
— On note 7, 1' hle des p ions de E,, et @, ' hle des dérang de E,,.
~— On rappelle que le cardinal de %, vaut n! et on note d,, le cardinal de &,.

1.1. Ecrire la liste des &é de chacun des bles ., et ;.

1.2. Donner les valeurs de d,, d; et dy.

1.3. Une premiére expression du nombre de dérangements
Hunuﬁnﬂuﬂmml;powmke(0,..’.“,n),onnou3.l'emmlrledupumﬁa-dn8.

= n\(n-k\ [1 sip=0
13.1. H'ep'"""'""‘""“'g(").(k)(,_k)'{ 0 ipA0 -

Montrer que les ensembles %o, ;... %, sout deux i deux disjoints et que nl =Y card(#4).
=0

card(,) e card( %) puis monsre que,pou tout & {1}, cand( ) = (1)1
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1.4.1. Montrer que les suites (22, )ncn ot (*2n41)nen sont adjucentes. On note € lewr limite commune.
1.4.2. Montrer que la suite (£, )nen converge vers €.
1
m+nr
1

44, On.dm«qml—l'mnmmqmp(mrwul entier n » 2, d,, uthw&mmlmdurﬁd—-&-i

1.4.3. Montrer que, pour tout entier n > 1, |lxn — €] <

1.5. Probabilité qu’une pnrmut.tlou soit un dérangement

Soit n un entier naturel non nul; on note p,, la probabilité qu'une permutation choisie au hasard (ie. de fagon
équiprobable) dans %, soit un dérangement .

1.5.1. Exprimer p,, en fonction de n.
1.5.2. La suite (pn),»; admet-elle une limite ? Si oui laquelle ?
1.6. Une application probabiliste
Soit n un entier naturel non nul. On répartit au hasard n boules numérotées de 1 i n dans n urmnes également
Imnﬁvléude lin, mphwn une seule boule par urne. On note X, Ia variable aléatoire qui & une telle répartition
le de idences entre le fro de I'ume et celui de la boule qu'elle regoit.

1.6.1. Déterminer la probabilité P(X, = 0) de Vévénement {X, = 0} et en déduire une expression de la
probabilité P(X,, > 1).

1.6.3. Montrer que I'espérance de la variable aléatoire X,, est i ", d de l'entier n.

) Probléeme

Etude de quelques propriétés
des fonctions absolument monotones

Notati ASB 3 e ok )

« Dans ce probléme, R dési ¥ ble des bres réels et N 1’ ble des enti Is. Si (n, k) € N3,
2 . < e n n!

mk(n.mm(:)lemcﬁuﬂnbmnuldcﬁmpar:(k)=k!("—_k)!.

¥ On note exp : x +—+ €* (resp. In :  +— In(z)) la fonction exponentielle (resp. logarithme népérien).

(mmda-.d'mhm:ﬁon:Sdcnllmnimerv-llnnontrividdeﬂu!:l—oimﬁmdinn

mumérique définie sur [ ; soit n un entier naturel non nul.

~~ On dit que la fonction f est une fois dérivable sur / si elle est dérivable sur I ; dans ce cas, on
]‘“-f.dl’dhhcﬁm&hvécdc[ [“’utlppoléoh[amcbonde’nuécdmhl(aupmﬁb!)
de la fonction

—(hdtq-h!i-nhm est deux fois dérivable sur [ i la fonction f(1) est dérivable sur /; dans ce
cas, on pose f3) = (f(") m\(/")) est la fouction dérivée de £ ; 1(7)m-ppd¢.h/mamame¢
d'ordre 2 (ou seconde) de la fonction f et peut aussi se noter f*,

~— Par récurrence, on dit que la fonction f mwfd-dﬁivnbhmlnhhﬂh[“ ) est dérivable sur

1; dans ce cas, on pose f(") = (f(*=1)’, oir (f("~1))" est Ia fonction dérivée de f("1); £ est appelée

bm“l’-&-n{un—&u)dohml

— On dit que f est de classe C*, p > 1, sur I si clle ost hhﬁnvnbl-mlm[‘".-d&iv&d'udnp.

~ est de plus continue sur /. Par convention, on pose f) = f ot on dit que f est de classe C° sur [ si elle
§ ‘continue sur /.

dit que f est indéfiniment dérivable (ou de classe C*) sur I si elle ost p—fois dérivable sur I, pour

peN".

F”MBM)bMMP&m(m&d—Md

ﬂnm Soient I un intervalle non trivial de R et n un entier
ons numériques f I—QI"‘I—rlb&Mlnl
Tﬂu&h‘#‘hﬂ‘ Leibmiz :

"
1.6.2. Démontrer que pour tout entier q € E,,, P(X, q)—_z( 1)

.
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v Définition : Soit / un intervalle non trivial de R, Une fonetion f : [ —» R ost dito absolument monotone
sur I si elle est indéfiniment dérivable sur 1 ot vérifie :

V(mz)eNxI, [f"(x)z0

Lopmbilmcmponoqunupamn.t il a pour but d'étudier quelq propriétés quables des f i
bsol ibre partie est consacrée b I'étude de quelq pl o ésultats généraux de ces
fonctions. La seconde putu pen.' sur la formule de Taylor avec reste imﬁuh et une appl ¢ l l'exp ielle. La
Mcmbmml&d.dmth‘amdc&mﬂn donnant une égalité étendue entre une fonction absol
et son développ de Taylor. La quatritme partie est consacrée 3 |'étude de quelques autres propriétés des

£ . enl,

197 Partio
Quelques exemples ot r&mluu géndraux
sur les fonctions absol

1.1. Premiers exemples
1.1.1. Montrer que Ia fonction exponentielle x +—» r' ost absolument monotone sur K.
1.1.2. On considére la fonction [ : x +—p —— a P définie sur Pintervalle J0, 1], Justifier que s fonction

s
/ est indéfiniment dérivable sur Uintervalle 0, l[ on caleuler lox dérivios sucoossivis ot montrer que la fonction f

est absolument monotone sur |0, 1[.

1.18. E et dé une conditi g ire ot suffisante sur les coofficionts d'une fonction polynomiale
réelle pour qu'elle soit ahsolument monotone sur intervalle [0, 400,
1.2. Un autre exemple

On considére la fonction f : x —+ —In(1 — x) définie sur intervalle (0, 1].

1.2.1. Justifier que la fonction f est indéfiniment dérivable sur Vintervalle [0, 1] et préciser, pour tout enther
n 2 1, Pexpression de ") (0).

Pour tout entier n » 1, on définit les deux fonctions u,, ct v, sur Uintervalle [0, 1] par :

Yrelol], u..(z)-hn(l—z)+z':-i- ot u..(r)-u..(z)+:_':_

1.2.2. Soitn » 1. Jl-tlﬁ-qtnhhncti«uuu.chv.,umlddnvuhh--url‘hlmlh[o 1[ et donner, sous forme
des de leur dérivée. En déduire les signes des fonctions u, et v,

L

mm:ep.ll.ummthnm(. T) converge vers — In(1 — x). On écrit alors :
-t

nat
" 3. 4o
..ln(l_g)-‘!n:.z:'-r-.zl -

Quelques résultats généraux

1 ot J deux intervalles non triviaux de R.

Justifier que toute fonction f absolument monotone sur / est positive, croissante et convexe sur /.
wur [ si, et seul #i, olle est positive, dérivable

Soient f et g deux fonctions absolument monotones sur l'intervallo /. Montrer que les fonctions f + g
absolument monotones sur I,
£ est nbsolument. monotone sur 1, alors la fonction ef est absolument. monotone wur 1.
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290 Partie
Formule de Tavior ? avec reste intégrale
- Application & la fonction exponentielle

2.1. Formule de Taylor avec reste intégrale

Soit I un intervalle non trivial de R et soit [ : I — R une fonction de classe C"*', ot n € N*. Pour tout
(a,b) € I? et tout k € {0,...,n}, on pose :

_[-0*
R‘,—[T!‘ () de.

2.1.1. Mountrer que pour tout k € {1,...,n),

Ry .= Sb__n‘lL']("l(..) + Ra.

2.1.2. En déduire la formule de Taylor i l'ordre n avec reste intégrale suivante :
. T — "
10 =32 S a4 [* L= g ar
k) =

2.2. Etude de quelques suites de nombres réels
2.2.1. Soit (2) 30 une suite de nombres récls strictement positifs telle que la suite (i;.'_‘)_»
de limite nulle. Montrer que la suite (z,,),.cn est convergente de limite nulle. -

2.2.2. Soit A un pombre réel stri positif, M q‘mh—nm(%)mmwd’mum
2.3. Application au calcul de la limite d’une suite
~ N o T —t)" ,
l.l.l..lwﬁqumwﬁdznmmmnnmdnal,z'-zﬁ+ !—"! dt,
=0 0
2.8.2. Moutrer que, pour tout réel non nul z et tout entier naturel n > 1,

soit convergente

(’_‘I x|" !

2.3.3. En déduire la limite de la suitc (/'._“L.-.u) . pour sous zhel .

‘que pour tout réel z, la mite numdrique (...ﬁ) est convergente de limite €*. On derit
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Pour tout (n,2) € N x [0,al, on pose S, (x) = Z’ ""’:‘nlr.(x)——/u—u)"ﬂ"*"(m)du

S.1.1. M--imtqupowwutneN /™y zo0.
3.1.2. Moutrer que pour tout x € [0, af et tout n € N,

J(x) = Sp(x) + Ra(x).

3.1.8. Montrer que, pour tout z € [0,af et tout n € N, 0 € R, (x) < [(x) et 0 € Su(x) < [(2).
3.1.4. Montrer que pour tout x € [0,a], In suite numérique (S, (x)), ., est convergente, On posera alors

el 2 L)
EMQI"= lim S, (x).
= n! s b

8.1.5. Soit n € N. Etablir que la fonction z —» Il:(“ , définie sur lintervalle |0, af, est croissante.

3.1.6. Soit n € N. Montrer que, pour tout x € [0,a] et tout y €)z,a|,

0% Ro() < (5)' Ray) < (f)' fw).

S~ J(0)
8.1.7. En déduire que pour tout z € [0,a], f(z) = Z._,-‘

‘Mhmdﬂmlmwdehlorme]—an[..vecO(n(+:o
qeﬂ.Wm)ujum jon at sur l'intervalle | — a,af, c’est-i-dire que
! wur Vintervalle | — a,a[ et vérifio :

¥ (n,z) € Nx| - a,af, f™(z)>0.

i (n,2) € Nx] — ,al, on pose S, () = 2 L20) b ot py(r) = 22 / (1 — )£+ 9 () dhu.
que, pour tout z € [0,al, la suite nnm(riqu (Su()),, 5, o5t convergente de limite f(x).
”wmlep.a(,h-ihmmkiqm(f—'_"mb‘) est convergente de limite nulle.

w0, pour tout x €] —a,0[ et tout n € N, |, (z)| < (u_+,l)ﬂllz|.” puis en déduire que la

) '3 , et convergento de limite f(x). Onpundonz ¥ ,(o)z" .(x) f(=).
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i 4™ Partie
D’autres propriétés des fonctions absolument monotones

i&kﬁl—hbm—l
| Soit £ une fonction absolument monotone sur & ; en particulier f vérifie -

Vinz)cNxR, f™(z)20.

\
|
f

5 Im(h) &
Pour tout triplet (n, x,z0) € N x R x R, on pose S, () = Z (= —zo)*.

:“> M&H&elhcﬁlhm&ﬂ.&hmpu!dm&e.mqmwxmmd: la suite
iU (Sn.ng(2)) .50 cOUVerge vers f(x). On posera alors

Z" L &)'“HMZI 220) (2 2o = Ja)

4.1.2. En déduire que si f s’annule en un point b € R, alors f est identiquement pulle.
‘ mmmm‘ﬂmnmpalaceluml")(c) 0. Montrer que la fonction ' est
mtiq mulle. Que peut-on alors dire de f7
’Wt%d'mwuwmm
‘Soit f une fonction absolument monotone et non identiquement nulle sur R Soit (r,a) € B2

1 &'—ﬂh-ﬁu(‘gﬁ)(r‘)-k(x—a)‘) est convergente de limite (z —a)f"(z).

8 n20

" ok
Montrer que la suite (Z:.k(k— l)(:-a)") est convergente de limite (x — a)?f™(x).
n>0

42 . En déduire que la suite (Z;%k’(x-n)') converge vers (x —a)*f"(z) + (z — a)f"(z).
n20

de plus que o < z. Montrer que, pour tout entier naturel n,

(B ) (£ t) (£ )

(= -a)f (=)’ < f(=)((=— a)f () + /().
ride que f < /1"
nt positive et que la fonction 7 +— In(f(x)) est convexe sur R.
stone sur R telle que f(0) = f’(0) = 1. Montrer que f est strictement




