Epreuve écrite d’analyse et probabilités

NOTATIONS

Soit (E, N) un espace vectoriel (complexe) normé. On note L£(E) I'espace vectoriel normé des

applications linéaires continues de E dans lui-méme. Rappelons que la norme d'un élément

T € L(E) est le nombre réel positif ||| = sup {N(T'(z)) | z € E, N(z) < 1}.

Soient E un espace de Hilbert (complexe) et T € L(E). Notons 7™ l'adjoint de 7. On dit

que T est unitaire si T est bijectif et 771 = T*.

Soient I un ensemble non vide et (a;);e; une famille de nombres réels positifs. On appelle

somme de cette famille et I'on note Z a; la borne supérieure dans R} U {400} des sommes
iel

Z a; lorsque J décrit les parties finies de 1.

icJ

On pose (4+00)"/? = 4-00.

Notons A T'espace vectoriel complexe des familles (@) n)ez2 de nombres complexes.

(mn
Le support d'un élément a = (@, n) (mnyez2 € A est le sous-ensemble {(m,n) € Z? ! Uy 7 0}
de Z2.

On note A le sous-espace vectoriel de A formé des familles de support fini.

Pour (m,n) € Z?, on note W,,,, € A la famille (apg) (pgyeze telle que ap, =1 et ap, = 0 si

(p,q) # (m,n).

Pour a = (amn)mn)eze € A, on pose

(m,n)

1/2

lalh=" > lamal et Jalo={ Y lamal

(m,n)eZ? (m,n)eZ?

On pose A; = {a| ||a]l; # 400} et Ay = {a]| ||a]l» # +o0}.

Dans tout le probleme on fixe un nombre complexe A\ de module 1.

Les parties [.B, II et III sont indépendantes

I. Algebres de convolution « tordue »

A. La convolution tordue

2
1. (a) Montrer que l'on a Z |G| < ( Z |am7n|> pour tout a € A et toute partie
(m,n)eJ (m,n)eJ

finie J de Z°.
(b) Montrer que, pour tout a € A, on a ||al|s < ||a||;. En déduire que A; C As.

Les ensembles A; et A, sont des sous-espaces vectoriels de A. On munit
dorénavant A; de la norme || ||; et Ay de la norme || ||2. Alors A; est un
espace de Banach et A, est un espace de Hilbert. De plus, A est dense dans
I’espace de Banach A; et dans l'espace de Hilbert Ay. On ne demande pas de
Justifier ces faits.
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2. Montrer qu’il existe une unique forme linéaire continue o : A; — C telle que o(W,,,) =1
pour tout (m,n) € Z*.
Sia = (amn)mnyeze est un élément de A;, on note Z A le nombre o(a).
(m,n)€Z?

3. Soient a = (amn)(mmezz €6 b = (bmn)mnyeze des éléments de As.

m7n)

(a) Soient (m,n) € Z*. Montrer que la famille <)\q(m_l’)ap7qu_pvn_q>( ez est un
pq)€
élément de A;.

(b) On pose ¢, = Z MNP b g
(p.a)eZ?
Montrer que [cy,,| < ||afl2||b]|2 et que, pour tout ¢ € RY, il existe A € N, tel que,
V(m,n) € Z*, on ait |m| + |n| = A = |cmn| < e (étudier d’abord le cas ot a € A et
b e A).
On pose ax b = (Comn) (mn)ezz-
Si m, m’,n,n’ sont des entiers relatifs, on a Wi, « Wiyt = X Wi mn
pour tout a € Ay, on a Wygxa = a*xWyo = a. On ne demande pas de justifier
ces faits.
(c) Montrer que, pour a,b € A; on a ||laxblj; < ||al/1]|b]|-
(d) Montrer que le « produit » % est associatif sur A;.

Dans la suite du probleme, on pose 1 = Wyo, U = Wig et V. = Wy ;. Pour
a € Ay, on définit a” pour n € N, en posant a’ = 1, et a"™' = a™ xa. S'il
existe un élément b € A; (nécessairement unique) tel que axb =bxa =1,
on dira que a est inversible et on posera b = a~'. Pour n € N, on pose alors
a"=(a "= (a")""

On remarque que V x U = AU V) et que, pour tout m,n € Z, on a
Wim =U" % V",

B. Fonctions périodiques de classe C'.

On note B l'espace vectoriel des fonctions de R — C de classe C'' périodiques de période 1,
muni de la norme N : f — sup {|f(¢)| + |/ (¢)] | t € R}. On note z € B I'application ¢ — e,
Pour n € Z, on note 2" € B lapplication ¢ — ™.

1. (a) Montrer que pour tout f,g € B, on a N(fg) < N(f)N(g), ou 'on a noté fg la
fonction ¢t — f(t)g(t).

(b) Montrer que le sous-espace de B engendré par la famille (2"),c7 est dense dans B.
2. (a) Montrer que, pour tout f € B, la famille ¢(f) définie par

0 sin#0
o / f®e 2™t At sin =0
0

est un élément de A;. Montrer que ’application v : B — A; ainsi définie est continue
et vérifie Y(fg) = ¥(f) * ¥ (g) pour tout f,g € B.

Remarquons que 'on a ¢(z) = U.

o(f

(b) Soit § un nombre réel tel que e*™ = \. Montrer que pour tout f € B on a I’égalité

Vxp(f) =1(g) xV ou g est la fonction t — f(t + 0).

page 22



Agrégation externe de mathématiques Analyse et probabilités Rapport du jury pour la session 2005

Il. Un calcul d’'image et de noyau

A. Approximation des réels par des rationnels

Pour z € R, on note §(z) = inf {|z — n|| n € Z} sa distance a Z.

1. Soit n € N*.
(a) Soient s, ..., Sy+1 € [0, 1]. Montrer qu’il existe des nombres entiers i et j satisfaisant
0<i<j<n+1let |si—sj|<n+1-
(b) Soient ty, ..., t, € R. Montrer qu'il existe des entiers i et j satisfaisant 0 < i < j < n
et 0(t; —t;) < ——-
( i) n+1
1
(c) Montrer que pour tout ¢t € R, il existe k € N satisfaisant 1 < k < n et §(kt) < 1
n

2. Soit @ € Ry. Pour ¢ € N* posons U,(q) = {t € R} i(qt) < q_a} et notons
Y, = limsup U, (q) 'ensemble des ¢ qui appartiennent a une infinité de U,(q).

q—00
(a) Montrer que Y; = R.
(b) Calculer la mesure de Lebesgue de U,(q) N[0, 1].

(c) Montrer que pour o > 1, I'ensemble Y, est de mesure nulle pour la mesure de

Lebesgue sur R. En déduire que Y = U Y, est de mesure nulle (pour la mesure de
a>1

Lebesgue).
3. (a) Montrer que pour tout « € R, 'ensemble Y, est une intersection dénombrable
d’ouverts de R. Montrer que ’ensemble X = ﬂ Y, est dense dans R et que c’est

aERj_
une intersection dénombrable d’ouverts de R.

(b) Soit t € R. Montrer que t ¢ X si et seulement s’il existe un polynéme P a coefficients
réels tel que P(n)d(nt) > 1 pour tout n € N*.

B. Un calcul d’image et de noyau

Pour a = (@mn)(mnez2 € C%, on pose 7(a) = agy.

Pour tout a,b € Ay, on a 7(axb) = 7(b xa). On ne demande pas la vérification de cette
formule.

Considérons les applications S : z— Uxx+U ' —z et T :x— VxzxV ! —z de A dans lui
méme. Notons L : Ay — Ay x Ay et M : Ay x Ay — A; les applications linéaires définies par
L(z) = (S(z), T(x)) et M(z,y) = S(y) — T'(x) (pour z,y € Ay).
1. Montrer que Im/L C KerM.
On suppose jusqu’a la fin du IT que A n’est pas une racine de 1. On écrira A = e*™ avec

8 eR\Q.
2. Quel est le noyau de L7

3. Montrer que I'adhérence de ImM est Kerr. On munit I’espace vectoriel A; x A; de la
norme (a,b) — ||lal|; + ||b||1. Quelle est 'adhérence de ImL ?
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4. Pour n € N*, montrer que

™

inf {|T(U")|1 ] 1<k <n} <2sin

n+1

En déduire que I'image de L n’est pas fermée.

5. On note & C A; le sous-espace vectoriel formé des a = (am,n)(m,n)ezz € A; tels que
ago = 0 et pour tout k& € N, la famille (m, n) +— (1 +m?+n?)*a,,,, appartienne & A;. Les
applications L et M induisent des applications linéaires L' : £ — ExE et M : ExE — E.
A quelle condition sur 6 a-t-on ImL’' = KerM' et InM' = £ 7

I11. Calcul de normes - stabilité par lI'inverse

A. La représentation réguliere.

1. Montrer que pour tout a € A; et tout b € Ay, on a ||axb|l2 < ||a/|1||b]|2-

A Taide de (a), on définit une application linéaire continue 7 : A; — L(A3)
satisfaisant w(a)(z) = axx et ||r(a)]]| < ||a||; pour a € Ay et z € A,.

2. Montrer que [ja|]2 < |[|7(a)|]| pour tout a € A;.
3. Montrer que 7(a*b) = 7(a) o m(b). Montrer que 7(U) et (V') sont unitaires.

Pour a € A, on note a* € A la famille (b;,n) (s, n)ez2 définie par :

mn
bm,n = A a_yp,—n -

Pour tout a € A; 'adjoint w(a)* de w(a) est w(a”).
On ne demande pas de justifier cette formule.

B. Un calcul de norme

1. Soient H wun espace hilbertien complexe et T' € L(H). Rappelons que la suite
n — ||T7(||Y'™ est convergente. On ne demande pas de justifier ce fait.

Montrer que [|7% o T||| = ||T|II*. En déduire que ||T]|| = lim I[(T* o T)")H|1/2".

2. Soit a € A. Pour n € N*, on note k,, le nombre d’éléments du support de a”".

(a) Montrer que |[a"|; < ||a"||2\/k

(b) Montrer qu'il existe r € RY. tel que, pour n € N*, on ait k, < r’n.

(¢) Montrer que 'on a lim ||a”[|5" = lim [|r(a” )||yl/” = lim |a"||}/".
n—oo n—oo n—oo

= lim (T((a**a)%)>

1 n—oo

1/2n 1/4n

(d) Montrer que |[|7(a)| = lim H(a* xa)"
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C. Deux applications

1. Soient H un espace hilbertien complexe et u,v € L(H) des endomorphismes unitaires tels
que vu = Auwv.

(a) Montrer qu'il existe un unique homomorphisme continu o,,, : A — L(H) d’algebres
(i.e. une application continue qui soit & la fois linéaire et un homomorphisme d’an-
neaux) satisfaisant o, ,(U) = u, 0,,(V) = v. Montrer que, pour tout a € Ay, on a

lowu (@[ < llalfs-
(b) Montrer que, pour tout a € Ay, on a |[|oy(a)]] < |||7(a)]|-

2. On note A l'adhérence de m(A;) dans L£(Ay). Soit a € A. On suppose que 7(a) est
inversible dans A.

(a) Montrer qu’il existe b € A tel que |||7(1 —a*b)|| <1et ||7(1 —bxa)l| < 1.

(b) Montrer que a est inversible dans Aj.

D. Idéaux bilateres et représentations
On suppose que A n’est pas une racine de 1.
1. Pour n € N* et a € A; on pose 7,(a) = n> Z Uls Visax Vi< U
0<j,k<n

(a) Montrer que pour tout a € Ay, la suite 7,(a) converge dans A; vers 7(a)l (on pourra
commencer par traiter le cas ot a € A).

(b) Soit a € A; non nul. Montrer qu’il existe n € N* tel que 7,(a* * a) soit inversible
dans A;.

2. Montrer que tout idéal bilatere non nul de A; est égal a A;.

3. Soient H un espace hilbertien complexe non nul et u,v € L(H) des endomorphismes
unitaires tels que vu = Awv. On note o,, : Ay — L(H) 'homomorphisme continu
d’algebres satisfaisant o, ,(U) = u et 0,,(V) = v.

(a) Montrer que pour tout a € A; on a |7(a)| < |||ow.(a)-
(b) Montrer que, pour tout a € A;, on a |[|o,.(a)||| = ||=(a)]||-

IV. Une égalité de norme
On considere les espaces hilbertiens suivants :

e Hp désigne I'espace L*(R) des classes de fonctions & : R — C mesurables et de carré intégrable
pour la mesure de Lebesgue dans R (modulo les fonctions négligeables), muni de la norme

e ([rerar) "

o My désigne lespace des classes de fonctions £ : R — C mesurables périodiques de période

1 telles que / £(t)]* dt < +oo (modulo les fonctions négligeables), muni de la norme

§H(/ €t |2dt)

/2
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e [y désigne I'espace (*(Z) des fonctions & : Z — C telles que Z 1£(n)]? < 400, muni de la

neZ,
1/2

norme € - | 37 J¢(n)

neZ
On ne demande pas de vérifier que ce sont des espaces hilbertiens.

Soit 6 € R\ Q.
Soit N € N. On se donne des fonctions (fi)-n<k<n, de classe C! sur R & valeurs dans C,
périodiques de période 1.

On considere les opérateurs Tr € L(Hp) et Ty € L(Hy) définis de la maniere suivante : si

e Hp (resp. £ e Hyy) est la classe d’'une fonction mesurable £ : R — C, on note TRf (resp.
N

Tyé) la classe dans Hy (resp. dans Hy) de la fonction ¢ — Z Fe(®E(t — K0).
k=—N

N
Si & € Hy, on pose Tyz&(n) = Z T (g) E(n—k).
k=—N

Montrer que [|Tg|[| = I Tulll = [Tz
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Corrigé

I. Algebres de convolution « tordue »

1.

2.

3.

A. La convolution tordue

(a) Soient a € A et J une partie finie de Z*. Posons A = {(i,), i € J}. Puisque A C J*
et que |a||a;| = 0 (pour (i,5) € J?), on a

Z|a2|2 Z lail|a;] < Z |ail|a;| = <Z|ai|>2.

i€ (i,j)eA (i,5)€J? ieJ

(b) De (a) on déduit que, pour tout a € A et toute partie finie J de Z?, on a I'enca-
2
drement : Z la;|* < (Z ]ai|) < ||la|. Prenant le sup de ces quantités, on trouve

iceJ e
donc ||al|3 < ||a||3, d’ou I'inégalité ||alls < |lal|;.
Siae€ A, alors ||alls < [Jall; < 400, donc a € A,.
Pour a € A, posons o(a) = Z A = Z Am.n, OU l'on a noté Suppa le
(m,n)€Z? (m,n)ESupp a

support de a. Il est clair que o est linéaire et que o(W,,,) = 1.

Onal > awl< Y ()] < Jlall-
(m,n)€eSuppa (m,n)€Suppa
En particulier, o est une forme linéaire continue sur U'espace normé (A, || ||1) (et [||o]]| = 1).

Par densité, elle admet un unique prolongement linéaire et continu o : A; — C.

Soit ¢’ : A; — C une autre forme linéaire continue vérifiant o'(W,,,) = 1. Soit a € A.

Onaa= Z AmnWmn, done o'(a) = Z mn0 (W) = o(a). Ainsi, les
(m,n)ESupp a (m,n)E€Suppa

formes linéaires continues o et ¢’ coincident sur A ; par densité elles sont égales.

(a) Pour (p,q) € Z?, posons d,, = )\Q(m_p)ap7qu_p7n_q; posons d = (d,,). D’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

/ /
= 3 tpal < (3 ) (S canaf?) = il

(p,q)€Z? (p,q)€Z? (p,q)€Z?

donc d € A;.
(b) On a, par définition, ¢,,,, = o(d). Il vient, |c,,»| < |||o]l|/|d|l1 < [|all2|/b]2-
Supposons que a,b € A; posons

M =sup{lp+p'|+ ¢+ d; (p,q) € Suppa;(p,¢) € Suppb}.

Comme Suppa x Supp b est fini, ce « sup » est atteint, donc M # +oo.
Soit (m,n) € Z* tel que |m|+|n| > M. Pour tout (p, q) € Suppaet (p,¢') € Suppb,
ona (p+p,q+4q) # (m,n). Donc, pour tout (p,q) € Z* on a a,, = 0, ou

b—pn—q = 0. La famille ()\Q(m_p)ap7qu_p7n_q est donc nulle, donc ¢, , = 0.

(p,q)€Z?
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Passons au cas général. Soit € > 0, il existe (par densité de A dans As) des éléments
a’,b’ € A tels que ||al2][b — b'[]2 + ||]a — &'||2||b'||2 < . Posons

M =sup{lp+ 7| +|q+d|; (p,q) € Suppa’; (¢',¢') € Suppb'}.

Soit (m, n) € Z? tel que |m|+|n| > M. Pour tout (p,q) € Z*, onaa, b, .. =0,
donc
Ap,gbm—pn—q = Ap,q(bm—pn—q — by, —p— q) + (ap,q — )b;n —pn—q-

On trouve alors

— <Z)\q(m—p)ap7q(bm_p7n 0= U pnyg ) + (Z)\q(m—p)(apvq A q)
P P

< [lall2fb — B[]z et

m—p,n—q

Or par ce qui précede, ‘ Z )\q(m_p)aw(bm_pm g — U )

p.q

‘Z)\q(m—p) (ap»q )b;n —p,n—q

< |la— a||2||b’||2- Alors, il vient

g ‘Z/\q(mip)apvfxbmfp»n q b;n p,n—q

p,q
< llall2flb = bll2 + fla — al|2[[b’]|2
< e

+‘Z)‘q(m p apq pq)b;n pn—q
Dq

(¢) Ecrivons a+y b = (Comin) (mmyezz: ON & |Cpn| < Z |ap.g!|Dm—gn—p|- Donc

p.q
laxa bl <D0 D lapqllbm-ga-sl = llall1llbl:.
m,n pg
(d) On a
(Wm,n *A Wm’,n’) *X Wm”,n” = )\nml Wm+m’,n+n/ *\ Wm”,n”
_ )\nm/+(n+n/)m”Wm+m’+m”,n+n’+n”
et

/ 1"

Wm,n *\ (Wm’,n’ * Wm”,n”) =" Wm,n P Wm’+m”,n’+n”

_ An(m/"l_m”)"'n,m/l

— m+ml+mll7n+n/+n//

= (Wm,n *\ Wm/7n/) *\ Wm//m//

Par linéarité, on trouve (a*, b) x)c = ax, (b*, c) pour a,b,c € A. A T'aide de (c),
on en déduit 'égalité (a*) b) xy c = ax*, (b*, c) pour a,b,c € Ay - par densité de
A dans A;.

B. Fonctions périodiques de classe C'.

1. (a) Pour tout t € R, on a (fg)'(t) = f(t)g'(t) + f'(t)g(t), donc
(t

[(FOOI+1(F9) O < 1fD)llg ()\Hf(t)ll ’()|+|f()\|g(t)!
(LF @1+ 1 ®1) (I

< ]+ 1))
< N(f)N(g)-
Prenant le « sup » sur ¢t € R, on trouve N(fg) < N(f)N(g).
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(b)

(b)

Soient f € B et € > 0. D’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, il existe n € N et
des nombres complexes Gk pour —n < k < ntels que sup{|f'(t) — P(t)|; t e R} < ¢

ou 'on a posé P(t E ekt
k=—n

1 1
Puisque / f'(t)dt = 0, il vient |ao| = ‘/ P(t) dt‘ <e
0 0

¢
Pour ¢t € R, posons Q(t) = f(0) +/ (P(s) — ag) dt; la fonction @ est périodique de
période 1 et appartient a I’espace vectoriel engendre par z* pour —n < k < n. Pour

€ [~1/2,1/2], on a | f(£) |_]/ §) + ag) ds| <

(f—Q)<3e

Notons F : f — f de B dans (! (Z) 1a transformation de Fourier et i : £'(Z) — A,
application qui & une suite (@m),,ez associe la famille (by,n)(m,n)ez2 définie par

g. On trouve alors

bm,n

:{0 si m#0

am Si n=0

On a ¥ = 10 F. L’application F est continue et on a ?Z] = fA* g. De plus, i est
continue car isométrique et I'on a clairement i(a x b) = i(a) x i(b).
Sif=z" onag=\2z" donc(g)*V=XNU(f)xV=XNU"5xV=Vx,U" =
V x\ 9(f). Le cas général en résulte par linéarité et continuité de .

Il. Un calcul d’'image et de noyau

A. Approximation des réels par des rationnels

1. (a)

(b)

Quitte a réordonner les s;, on peut supposer que la suite s; est croissante. On a
n
1
Z Sk+1 — Sk = Spa1 — So < 1 — 0. Il existe donc k tel que sgy1 — s < ——

k=0 n+l
Pour i = 0,...,n, posons s; = t; — to — E(t; — tg) ou E désigne la partie entiere ;
posons aussi S,41 = 1. Par (a), il existe i,j avec 0 < i < j < n+ 1 tels que

1
|si — ;] < TR Si j #n+1, on trouve |(t; —t;) — p| < , Ol p est un entier
n

n+1 )
(p = E(tz — to) — E(t] — to)) Si j =n-+ 1, on trouve |tz — t(] —p‘ < 1
n

avec
p = E(t; — to) + 1. Remarquons que dans ce cas i # 0 puisque 1 > nL—l—l
Posons ¢; = it ; il existe 4, j avec 0 < ¢ < j < n tels que 0(t; — t;) < % On pose
alors k = j — i ; on trouve d(kt) < n—ll— T

Soit t € R. Sit = L est rationnel, alors ¢t € U,(ng) pour tout n € N* et tout

q
a. Donc t € Y, pour tout a. Supposons que t soit irrationnel. Soit ny € N* et
notons ¢ = inf{d(kt); 1 < k < ng}. Soit n € N tel que (n+ 1)e > 1. Par 1.(c), il
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1
existe ¢ < n tel que §(qt) < T < e. Par définition de ¢, on a ¢ > ng; de plus
n

5(qt) < —

1
< —, donc t € Uy(q). Cela montre que t € Y].
q

On a U,(q) = U }]—9 — q_a_l,]—9 +q¢ . Si2¢* > 1, on a Uy(q) = R; sinon,
e 4q 4q
Ua(q) N [0,1] est réunion disjointe de [0,¢"* ![ de ]1 — ¢~ %, 1] et des intervalles

]Z—j —q b +q ! [ pour 1 < p < ¢ — 1. Sa mesure est donc inf(1,2¢™%).
q

q
Notons p la mesure de Lebesgue sur R.

Pour v > 1 on a Z,u(Ua(q) N[0,1]) < 4+o00. Par le théoreme de Borel-Cantelli, on

q
a (Y, N[0,1]) = 0. Il est clair que Y, N[n,n+ 1] ={t+n; t € Y, N[0,1]}, donc
w(Ye N n,n +1]) = 0 (par invariance par translation de pu).

On a u(Y,) < Zu(Ya Nin,n+1]) =0.
Pour a > et ¢ € N*, on a U,(q) C Us(q), donc Y, C Us.

Il s’ensuit que | | Y, = Yn+?. Donc Y est une réunion dénombrable d’ensembles
n+
a>1 neN

négligeables : c’est une partie négligeable de R.

Par définition, on a Y, = ﬂ < U Ua(q)). L’ensemble Y, est donc une intersection
neN “g¢>n
dénombrable d’ouverts de R. De plus par ce qui précede X = ﬂ Y, = ﬂ Yo
acR® neN
est une intersection dénombrable d’ouverts de R. Enfin, on a déja noté que Q C X,
donc X est dense dans R.

Soit ¢ € R. Supposons que t € X, et soit P un polynome (a coefficients réels) ; soit
a € R, strictement plus grand que le degré de P.

Pour n € N assez grand, P(n) < n®. L’ensemble {n; d(nt) < n~%} étant infini, il
existe n € N* tel que P(n) < n® et §(nt) <n~ %, donc §(nt)P(n) < 1.

Supposons que t ¢ X. Alors il existe ¢ € R%, que I'on peut supposer entier tel
que t € Y, ; Pensemble {n € N*; §(nt) < n~?} étant fini, il existe a € RY tel que
ad(nt) > 1 pour tout n dans cet ensemble. Posons alors P(t) = Y 4+ a. On a bien
P(n)d(nt) > 1 pour tout n € N*.

B. Un calcul d’'image et de noyau

1. On a V%, U = AU x, V. Donc, pour tout x € Ay, on a

(V‘k)\ U)‘k)\l'*)\ (V*)\ U)il = (U*)\ V)‘k)\il,"k)\ (U*/\ V)il.

On en déduit que SoT =T 0.5, donc M o L = 0.
2. Soit & = (@m,n)(mnezz un Elément de A;. Ecrivons L(a) = ((bnn)s (Crm))-

Onaby, = A"=1)amnnet cpn = (A"—1)ay,,. Sia € KerL, alors pour tout (m,n) € 72,
ona (A" —=Dam, = A" —1)am, =0.51m0 (resp. n # 0) alors A™" — 1 # 0 (resp.
A" —1%#0) donc ay,,, = 0. 1l vient KerL = C1.
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3. Puisque 7(axyb) =7(bxya),onat0oS=70T =0, donc 7o M = 0.

Soit (m,n) € Z*\ {(0,0)}. Les éléments S(W,,,,,) et T(W,, ) sont proportionnels a W, ,
et I'un des deux au moins est non nul. Il en résulte que W,,,, € ImM, donc I'adhérence
de ImM est Kerr.

Posons £ = KerM N (Kerr x Ker7). On sait déja que ImL C KerM. Par ailleurs, si
(a,b) € ImL, il est clair que a,b € Kerr, donc ImL C E. Comme FE est un sous espace
fermé de A; x Ay, I'adhérence de ImL est incluse dans E. Pour (m,n) € Z*, posons aussi
Epn = {(aW 0, Wi ); (a,b) € C?} N E. 1l est clair que, pour (m,n) # (0,0), E,,, est
de dimension 1 et engendré par L(W,,,). Par ailleurs, si @ = ((am,), (b)) € E, alors
x est somme de la famille sommable z,, , = (@ Winn, b nWinn). Comme ,, ,, € Epy o,
il en résulte que z est adhérent au sous-espace engendré par les E,, ,,, lui-méme contenu
dans ImL, soit € ImL. Cela prouve que ImL = F

4. Remarquons que pour € R, on a |¢? — 1| = 2|sinf/2|, donc
1T (U™, = ¥ — 1| = 2sin 75 (k0).

1
Par A.1.(c), il existe k € {1,...,n} tel que 6(kf) < T donc
n

inf{||T(U*)||1; 1 <k <n} < 2si .
int{|7(U*)]; n} < 28—

On peut démontrer que 'image de L n’est pas fermée par des calculs analogues a ceux de
la question suivante. Donnons une méthode basée sur le théoreme de Banach : Si 'image
de L était fermée, ’application linéaire continue Kerr — FE déduite de L serait bijective ;
ce serait un homéomorphisme par le théoreme de Banach. Il existerait donc une constante
¢ > 0 telle que 'on ait ||L(z)||y > c||z]|; pour tout z € Kerr. Ce n’est pas le cas par ce
qui précede puisque U* € Kerr pour k € N* et ||L(U")||, = | T(U*)]];.

5. Soit ((amm), (bmn)) € KerM'. Pour (m,n) € Z?, posons

0 si (m,n) = (0,0)
agn(A"—1)71 sim=0etn#0
Cmmn =
’ bno(A™ — 1)1 sin=0etm#0

A A" = 1) = by (N — 1)1 sinon

Remarquons que ((amn), (bnn)) € ImL’ si et seulement si (¢;nn) € €.

Reprenons les notations de A.3. Si § ¢ X, il existe un polynome P a coefficients positifs
tel que |[cmn| < P(lm| + [n])(|amn| + |bmn|); il en résulte que (¢,) € € pour tout
((@mn), (b)) € KerM’, donc ImL' = KerM'.

Dans ce cas, pour tout (@) € &, posons by, , = (1 — A™) 'a,,,, sim # 0 et by, =0 et
Cmo = (A" —=1)"ag, sin #0, ¢, = 0 dans tous les autres cas. On vérifie sans peine
que ((bun), (cmn)) € E x E et M'((byn), (cmm)) = (amn), done ImL' = E.

Si# € X. Pour tout k € N, il existe une infinité de n € N* tel que n*§(nf) < 1. On peut
construire une suite strictement croissante (ny),cn telle que, pour tout k on ait n, € N*
et 0(Ony)ny < 1. Posons alors

_{1—)(”“ sim=0etn=ny

Amn
0 dans tous les autres cas

et by = 0. Alors ((amn), (b)) € KerM' mais ((amn), (b)) & ImL'.
De plus, () € ImM’, donc ImM' # E.
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Calcul de normes - stabilité par l'inverse

A. La représentation réguliere.

1. Soient a = (amn)(mn) € A1 €t b = (bnn)man) € As. Ecrivons a xy b = (Cmn)(mny- On a

||a*/\ b||2 = sup { Z |Cm,n||dm,n|; d= (dm,n)(m,n) S ./4, ||d||2 < ]-}

Soit d = (dimn)(mn) € A. Pour m,n € Z, on a ¢y < Z |ap.ql|bm—p.n—q|, donc

P
Zlcm,nudm,n‘ < Z |@p,g|[om—p,n—gl|dim,n]
m,n m,n,p,q
2\ 12 N\ 1/2
< (X lapallbnpna®) (D lanalldnnl?)
m,n,p,q m,n,p,q

d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Sommant d’abord par m,n, on trouve
> apallbm—pn-ol* = llall1|b]3,
m,n,p,q

donc

> lemalldmal < lallilblzld].
m,n

Cela étant vrai pour tout d, on trouve ||ay blls < [|al|1]/b]l2-

2. Onaa=ax1=mn(a)(1),donc |[afly < [l[x(a)[l[[[1]]2 = [[l=(2)]-

3. Pour a,b,c € Ay, on a

(axyb)*yc=ax, (bx,c) par .LA.3.(d), donc 7(a*y b)(c) = (n(a) o w(b))(c).
Les applications linéaires continues m(axy b) et m(a) o m(b) coincident sur le sous-espace
dense A; de A,. Elles sont donc égales.
Remarquons que 7(1) = idy,, donc 7(U) o (U ™) = 7(U™) o m(U) = id 4,.
Par ailleurs, comme ||U||; = ||[U™}||; = 1, on trouve ||7(U)||| < 1 et ||7(U || < 1. On en
déduit que, pour tout a € Ay, on a ||7(U)(a)|l2 < |lal|2
Or a = n(1)(a) = m(U™") o n(U)(a), donc [all2 < [[7(U)(a)ll. On en déduit que
|7(U)(a)|]5 = ||la]l5. Notons { | ) le produit scalaire de A,.
Par l'identité de polarisation, on trouve (7(U)(a)|7(U)(b)) = (a|b) pour tout a,b € A, ce
qui s’écrit (m(U)*omr(U)(a)|b) = (a|b). On en déduit que 7(U)*om(U)(a)—a est orthogonal
a A donc est nul. Cela étant vrai pour tout a € A,, on trouve 7(U)*7(U) = id,. Comme
U est inversible, on trouve 7(U)* = 7(U)~".
De méme, 7(V') est unitaire.

B. Un calcul de norme

1. Tl est clair que ||7% o T||| < |||T]||*. Pour tout z € A, tel que ||z] =1, on a

IT@)* = (@|T" o T(x)) < IT" o T(x)ll2 < |77 o Tl )
Prenant le « sup » sur x, on trouve ||T]|* < [|7* o T|||. Appliquant ceci & (T* o T)?", on
trouve (par récurrence) que |[|(T* o T)% ||| = |||T|||2k La suite convergente ‘[[|(T* o T)"|||"/"

admet une sous-suite constante (pour n = 2¥) et || 77 o T|| = lim |||(T"* o T)"|||*/".
Done || T} = L [[|(T* o T)"||*".
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2. Pour n € N* on note k,, le nombre d’éléments du support de a".
(a) Ecrivons a” = (byq)pq € Z2.
Pour (p,q) € Z? posons ¢, , = 0 si b,, = 0 et b, ., = |by,| pour tout (p,q). On a
l(cpg)ll2 = Vk», et, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

lalls = {(bp)l(cpq)) < llallzv/E.

(b) II existe po, p1,qo, 1 € Z tels que apq # 0 = py < p < p1 et go < ¢ < ¢i. Posons
alors r = 1 4+ max(p; — po, 1 — Qo). Pour tout n € N*| le support de a" est contenu

dans {(p, q); npo < p < np1, et ngo < ¢ < nq}, done
kn < (n(p1 — po) + 1) (n(q1 — qo) + 1) < nr.
(c) Pour tout n € N*, on a [a"[|s < [[|[w(a™)[[| < [la"[|1 < rnl[a™|2;
comme lim(rn)Y/" = 1, (c) en résulte.

(d) Appliquant les résultats de (c) & a* x) a, on trouve

= 7((a"xya)?"), d’oit l'on trouve ||r(a)|]| = lim (T((a*na)%))

1/n 1/n 1/n

(@I =1im |7 ((@" 1 a)")

= lim H(a* %) a)"

= lim ” (a* %)\ a)n

1 2

2 1/4n

Or

(a*x,a)"

2

C. Deux applications

1. (a) Pour tout m,n € Z* u™ o v™ est un unitaire de £(H), donc [|[u™ o v"|]| = 1. Soit
a € A;. La famille (@, ,u™ 0v")(,, n)ez2 est normalement sommable donc sommable
(puisque L£(H) est un espace de Banach). Posons

On a |[|ow.(a)]| = M St 0 0| < 3 Mmoo "] = Jlallr. En particulier,

Oy €st continue.

Il est clair que 0y, (Wi, ) = w™ o v™. En particulier o,,,(U) = u, 0,.,(V) = v.

On a 64y (W) 0uw(Wpy) = u™ov™ ou? ov? = NPu" P o™ =g, (Wi xx Wpg).
Par linéarité et continuité, pour a,b € A; on a 0, ,(a*\ b) = 0y ,(a)o,»(b).

Si o' : Ay — L(H) vérifie aussi ces propriétés, a I'aide des propriétés 1 x, U = U,
Ul s\U =1et V1%,V =1 on trouve successivement o'(1) = idy, o/ (U™") = u™!,
(V) = vt puis o/ (Wy,p) = 0/ (U™ x, V") = u"™ o™ 1l en résulte que o’ coincide
avec oy, sur A (par linéarité), donc sur A; (par continuité).

(b) On a 0,,(a") = 0,(a)" pour tout a € A;. On en déduit que

llowu(@)] = tim [lo, (2" a)") I < Tim || (" % 2)") 17" = [[r(@)]].

2. (a) Soit # = w(a)~!. Comme 7 est continue, A est dense dans A; et w(A;) est dense
dans A, m(A) est dense dans A. Il existe donc b € A tel que |||r(b) — z||||al|; < 1.
On a alors [[|m(axy b) —ida, || = [[7(a)(7(b) — 2))|| <1 et [|x(b*ya) —ida,|| < 1.
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(b)

Posons # = 1 —ay b. On a lim |||/ = lim ||=(z)"||"" < ||=(z)|| < 1. Par
la regle de Cauchy, la série de terme général ||z"||; est convergente, donc la série
de terme général 2" est convergente dans l’epace de Banach A;. On en déduit que
axyb = 1 —uz est inversible dans A; (d’inverse Z z"). De méme bx, a est inversible
dans A;. Il en résulte que a admet un inverse a droite et un inverse a gauche donc
est inversible dans A4;.

D. Idéaux bilateres et représentations

1. (a)

(b)

2. Soit
tous

Pour tout (p,q) € Z* et 0 < j, k < n, on a Uxy\VEx\ W, o\ V Fx\ U™ = NP=iayy,

n—1 n—1
1 , 1
donc 7,(W,,) = (E E )F”) (ﬁ E )\kp> W4 Il en résulte que, si (p, q) # (0,0), la
=0 k=0

suite 7,(W,,) converge vers 0 dans A;. Par linéarité, la suite 7,(a) converge dans
Ay vers 7(a)l pour tout a € A. Soient a € A; et € > 0; il existe b € A tel que
la — bl|; < /3. Par ce qui précede, il existe N € N tel que pour tout n > N on ait
|Tn(b) — 7(b)1||; < €/3. Remarquons que, pour tout ¢ € A; on a ||7,(c)|1 < [[c|1,
donc, pour n > N, on a

I7a(a) = 7(2)1][y < [[ma(a = b)[ls + [|7a(b — 7(b)1][y + [[7(b — )1y <e.

Puisque a # 0, on a 7(a* x, a) = ||a|? > 0.
Pour n € N assez grand, on a ||7,(a*xya)—7(a"*)a)l||; < 7(a"x,a), donc 7,,(a*x)a)
est inversible dans A;.
J un idéal bilateére non nul de A; et a un élément non nul de J. Alors J contient
les 7,,(a" %) a), donc un élément inversible de A;, donc J = A;.
Pour tout n on a 0,,(7,(a)) = n~? Z w ovP oo, (a)ovFou,
0<j,k<n
donc [[|low,u(n ()| < llows(@)]]-

Or par 1.(a), on a lim [[|oy,.(7.(2))[[| = |7(a)], donc |7(a)| < [ow.(a)]l

1/4n
o (@ 2|2 [r(@ 2 )™
Dans cette inégalité, le membre de gauche converge vers |||o,.(a)|| et celui de droite
vers [[|m(a)]]. On en déduit |||o..(a)||| = ||7(a)]||, d’ou I'égalité.
Légalité |||loyn(a)||| = |l|m(a)||| s’en déduit par densité de A dans A;.

1/4n
Soit a € A. Pour tout n € N*, on a H

IV : Une égalité de norme

Notons vg, vy et vz les opérateurs unitaires définis de la manicre suivante : si 3 € Hp (resp.
¢ € Hy) est la classe d’une fonction mesurable £ : R — C, on note vg (&) (resp. vy(§)) la classe
dans Hy (resp. dans Hyy) de la fonction ¢t +— &(t+0). Si £ € Hy, on pose (vz(£))(n) = &(n+1).

Reprenons les notations de la partie I.B. Si g € B, notons pr(g), puy(g) et pz(g) les opérateurs
définis de la maniere suivante : si § € Hy (resp. £ € Hy) est la classe d’une fonction mesurable
¢ : R — C, on note (pr(g))(&) (resp. (py(g9))(€)) la classe dans Hp (resp. dans Hyy) de la

fonction t

uy = py(z

— g(t)¢(t). St & € Hg, on pose ((pz(9))(€))(n) = g(nb)&(n). Posons ug = pr(2),
) et uz, = pz(z). On vérifie immédiatement que 1'on a

UR O UR = AUR O VR, Uy © uy = Auy © vy et vy o uy = Aug o vy.

Par II1.C.1, il existe des homomorphismes
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or : A1 — L(HR), oy : A1 — L(Hy) et oy : Ay — L(Hyp)
tels que og(U) = ug, or(V) = vr, oy(U) = uy, oy(V) = vy et 0z(U) = uzg, oz(V) = vz.

Les homomorphismes op 01 et pr prennent la méme valeur ug en z, donc en z". Ils coincident
par I.B.1.(b). De méme, oy o ¢ = py et oz 09 = py.

N
Posons T = Y 9(fi)V*. On a op(T) = T, oy(T) = Ty et o(T) = Ty,
k=—N
Par IILD, on a [[Tg ||| = [|Tulll = I7z[ll = [ll=(T)]-
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Rapport des correcteurs

Ce probleme porte sur le « tore non commutatif » ou algebre de la rotation irrationnelle - ¢’est-
a-dire sur 'algebre engendrée par deux opérateurs unitaires u et v tels que vu = Auv ou A\ est
un nombre complexe de module 1 (qui n’est pas une racine de 'unité). Dans ce probléeme on
démontre que l'algebre engendrée par u et v ne dépend pas des unitaires u et v vérifiant cette
relation (paragraphe II1.D). Le paragraphe IV propose une application de ce résultat.

Le deuxieme paragraphe établit un résultat un peu technique qui est apparu dans un calcul lié
a la cohomologie cyclique de cette algebre. Ce résultat ne sert pas dans la suite.

L’analyse fonctionnelle et hilbertienne, les propriétés de prolongement par continuité des ap-
plications linéaires continues, l'inégalité de Cauchy-Schwarz sont présentes tout le long du
probleme. On a cependant cherché a proposer quelques questions portant sur d’autres themes
d’analyse : Fourier, théorie de la mesure, propriété de Baire...

Bien de candidats ont trouvé ce probleme tres long. La moitié des candidats n’ont pas dépassé
les deux premieres parties. La plupart des autres se sont arrétés apres la partie I1I.A ou III.B.

I. Algebres de convolution tordue

Dans cette partie, on introduit 1'objet principal d’étude. Comme dans la suite du probleme,
plusieurs propriétés simples mais fastidieuses sont admises.

I.A La convolution tordue

Cette partie préparatoire introduit la convolution tordue et en établit les principales propriétés
et notations qui serviront dans la suite.

Les questions sont ici assez classiques et faciles - et ont été généralement bien comprises. Une
des difficultés était de décider jusqu’a quel point il fallait détailler I’argumentation.

I.B Fonctions périodiques de classe C'!

On utilise ici le théoreme de Stone-Weierstrass et la décomposition en séries de Fourier.
Cette partie, assez difficile s’est avérée discriminante.

Signalons quelques écueils :

e le théoreme de Stone-Weierstrass tout seul ne suffit pas pour démontrer que les polynomes
trigonométriques forment un sous-espace dense pour la topologie C.

e L’appel aux fonctions de classe C' suggérait & tort qu’on devait utiliser le théoreme de
Dirichlet. Par contre, ce que 'on utilisait est que la transformation de Fourier définit une
application continue de C* dans ¢*.

page 36



Agrégation externe de mathématiques analyse et probabilités : rapport Rapport du jury pour la session 2005

II. Un calcul d’image et de noyau

II.A Approximation des réels par des rationnels

On démontre ici que les nombres réels qui admettent de bonnes approximations par les ration-
nels sont « rares » pour la théorie de la mesure (leur mesure est nulle) mais trés courants du
point de vue de la topologie (ils forment un G‘S—dense).

La question 1.b a malheureusement joué un role de question « STOP ». De bons candidats s’y
sont arrétés et ne sont guere allés plus loin. A l'inverse, certains ont « sauté la difficulté » et
ont poursuivi sur des questions plus faciles qui suivaient, ce qui était une bonne stratégie.

I1.B Un calcul d’image et de noyau

Il s’agit ici d'un calcul utilisé en cohomologie cyclique. On y démontre qu'une certaine coho-
mologie est nulle si et seulement si le nombre X\ n’admet pas de bonnes approximations par des
racines de l'unité.

Les premieres questions de cette partie étaient relativement faciles. On pouvait ici invoquer le
théoreme de Banach a la question 4, méme si une démonstration bien plus élémentaire était
possible.

La 5e question se basait sur la partie I1.A, et était plus difficile. Cette question sert ici un peu
de prétexte pour la partie II.A et n’est plus utilisé dans la suite.

III. Calcul de normes stabilité par ’inverse

Dans la partie III, on étudie les représentations de notre algebre de convolution tordue, c’est-a-
dire les couples d’unitaires u, v qui vérifient vu = Auv. On construit d’abord la représentation
réguliere. On montre qu’elle est dans un sens « plus grosse » que toute autre représentation,
et que l'on ne perd rien en termes de spectre dans cette représentation. Enfin, si A n’est pas
racine de 1, notre algebre est simple. Cela permet de démontrer, a I'aide de la partie 1.B, une
égalité de norme dans la 4e partie.

Les parties III.LA et III.B comportaient des questions relativement faciles et ont été abordées
par plusieurs candidats. Tres peu de candidats ont dépassé ces parties.
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