Corrigé de I'épreuve d’analyse et probabilités

Partie I
Asymptotique du nombre de zéros

1
1. La fonction A, (t) est continue sur [1,+oo[ et dominée par 7 au voisinage de +oo, donc

n? n (1 1
intégrabl Ona A T Tz _
intégrable sur [1, +-00[. On a A,(t) = 1t + 2n) 2(15 t+2n)
‘ n v nln(2n + 1)
Donc [ A,(t)dt =3 |In , qui tend vers —————~ lorsque x tend vers 4+o0.
1 2 t+2n 1 2
e In(2n + 1
Ainsi I'intégrale est bien convergente et / An(t)dt = nIn( ;H' )
1
2. (a) En multipliant par la quantité conjuguée, on a
t B2 t
164(t) — A (1) = |\/AZ(8) — B2(t) — A1) B, (?) n< ).
A2(1) = B2(1) + Au(t) — An(?)

(b) Par la formule du binéme,

() -2 () () 2 () ()

2n+2
/ M+2  (2n+1)(2n +2
Ainsi, (1+—) g2, et Dn2),

> t+ : > 2t + 212
n n

1
2t + 2t2

On obtient ainsi en inversant ,,(t) <

>2n+1

2n+2) (14 £
Cne2)(Lt0) o pys

w1+ 1)

(n+1°n
om+2) (1+1)

1 2+ 2nt 2t t
De plus, (0 = 22 e - <1 + %) et ainsi

(c) Ona ,(t) = —

B, (t) = —wil(t)(

16.4(t) — An(t)] < —%wn( £) (1 4+ ) ”(”_j_l) <_

2n
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A I’aide d’une intégration par parties, on a

/ |6, (¢ (t)|dt < —(n+1) /j ), (t) dt < (n+1) </m ©n(t) dt + @n(1) — xgon(x)) :

1
En utilisant la majoration de la question 2b) pour ¢, (t) et ¢, (1), on a alors, en lais-
sant tendre x vers —+o0,

oo 400
[ 180 - Aol dr < o) (i [ dt) e O(n).
On a d,(t) = A,(t) + (6,(t) — An(t)) donc 6,(t) est intégrable sur [1,4+o00], et

+oo +oo
/ 5ty dt = et L) 2"+1 +/ An(t)) dt
1 1

+00 +o0
Or / (0n(t) — An(t)) dt‘ < / |(6,(t) — Ap(t))] dt € O(n), donc est négligeable
1 1
devant w Alinsi,
oo nln(2n+1) nlnn
/1 0y (t) dt ~ 5 ~
2
) 2n + 2 2t 2\* 4
On a ((1 + —) - 1> = Mﬁ +o(t?) et ( + —2> = —t*+o(t?), de
n n? non n

sorte que le terme en t* dans I'expression de N, (t) est nul, ainsi N, (t) = o(t?).
Par T'unicité du développement limité, la formule de Taylor-Young fournit
N,(0) = N/(0) = N/(0) = 0. La méme formule de Taylor-Young donne alors
N,(t) € O(t*) au voisinage de 0 (car N,, est C?).
2
Par ailleurs, D,,(t) ~ wtd‘ et ainsi 02(¢) € O <1> Comme 6,(t) € O (i)
n t Vit

au voisinage de 0, cette fonction est intégrable en 0.
2n
t
L’inégalité (1 + —) < €? provient par exemple de In(1 + ) < .
n

L’ensemble B est une sous-algebre de I’algebre des suites de fonctions, en vertu des

arguments suivants :

e Lasuite nulle (g, = 0),, est dans B (M = 0 convient). Cet argument n’est d’ailleurs
pas nécessaire.

e La suite constante (g, = 1), est dans B (M = 1 convient).

o Si(gn)n et (hy), sont dans B, associés respectivement aux constantes M, et My,
alors (Agy)n est dans B (|A|M, convient), et (g, + hy), est dans B (M, + M,
convient). Par ailleurs, si f, = g, X hy,

Ll < MyMa, 1] = | hn+-gult) < 2MyMi, 1£2] = |gllhn+20L 1+ gahl) < AM, M,

|0 = g b + 3gphi, + 3ghm + gnhi| < 8MyM,.
Donc (f,)n est dans B.
On vérifie aisément que (t — (1—|—%>2n> , (t — <1+%>) et la suite de fonctions
4(n+1)2 ! !

n2
de conclure que (N, (t)), est dans B.

constantes (t — ) sont dans B. La structure d’algebre de B permet alors
n
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(c) Considérons M telle que |N)"(t)] < M pour tout n et tout ¢. Par I'inégalité de
Taylor-Lagrange a 'ordre 2 en 0, on a pour tout ¢ € [0, 1],

Mt3
[Na(t)] < 5

Par ailleurs, on peut minorer D, (f) par le premier terme de la formule du bindome

pour obtenir

DL (1) > 16(n —i— 1)

M 4
Donc §2(t) < L et \/ /
96(n + 1)t

4. (a) Comme t > 1, I'inégalité demandée est équivalente a

2n+2 -1

" > (n+1)t". On a

t2n+2

—— _Zt% _En: $2k y 2n—2ky
k=0

On a (t** 412"~ %) = t"(t%’" + =) = 2t" d’aprés I'inégalité fournie par I'énoncé.

{2k—n
t2n+2 1
En sommant, 2 2275 = ",
(b) Le changement de variable ¢ = 1 + Z envoie le domaine ]1, +00[ dans le domaine
n

4 [t

10, +00[. On retrouve lexpression de 0,(x) et E, = — dp(x) dz. Comme
nm Jo

1 400
/ dn(z)dz € O(n), ce terme est négligeable devant / 0 () dzx, et ainsi
0 1

2
E, ~—Inn.
T

Partie 11
Balayages orthogonaux sur la sphere

II.A - Une mesure invariante sur la sphere

1. Lorsque K est un convexe contenant 0, alors le cone engendré par S" ' N K est inclus
dans K, et donc de mesure de Lebesgue plus petite que celle de K. Ainsi,

Aal[=h b x [Z1,1"7Y) 2
Ao (B") S (B

As(S™ N ([=h, k] x [-1,1]"71)) <

2. Si C est le cone engendré par A et C” est le cone engendré par r(A), alors on a clairement
C" = r(C) par la linéarité de r. Donc \,,(C") = A\, (r(C)) = A\, (C) car r est une isométrie.
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3. La rotation de matrice

cos@ siné
—sinf@ cosf 0

envoie Qg gyer dans Qo .
Comme Ag est invariante par rotation, on a Ag(Qgo+e) = As(Qoer). Or

As(Qoo10) = As(Qop) + As(Qop+0r) — As(Qop)-

Mais Qg est inclus dans un hyperplan, donc il en est de méme de son cone engendré, et
donc A\g(Qge) = 0. Ce qui conduit a la formule souhaitée.

La fonction f(0) : [0,27] — [0, 1] définie par f(0) = A\s(Qo) est donc croissante, vérifie
f(0)=0et f(2r) =1, et f(O+6) = f(0)+ f(F) lorsque 6 + 6" < 27. On en déduit

successivement que
2 1 .

e f| — ) = — pour tout entier ¢ > 1,
q q

e f(27r) = r pour tout rationnel r € [0, 1].
Comme f est croissante, pour tout = € [0,1] et ¢ € N* on a

LGT < f(2r) < Lqru+1

q q

et on obtient f(2wz) = x en laissant tendre g vers +o0o. Il vient alors

60—«
21

As(Qa,p) = As(Qop-0a) =

4. Remarquons tout d’abord que L(ab) € [0, 7], et que L(ab) # 0 si a # b. On a

L(ab
b —al|* = ||b||* + ||a||* — 2(a, b) = 2 — 2cos L(ab) = 4sin® (ab)

On a donc ||b — al| = u(L(ab)) avec u(z) = QSing (le signe est positif car L(ab) € [0, 7]).

1‘3

Ainsi, lorsque z tend vers 07, u(z) ~ z et u(z) —z ~ 51
uw(z) —x

u(x)?
u(z) —x

u(z)?

bornée par une constante K. On a alors |u(x) — z| < Ku?(z), d’ou

On en déduit que — 0. Par ailleurs, comme u(z) ne s’annule pas sur |0, 7], la

fonction = +— est continue et prolongeable par continuité en 0. Elle est donc

16— all = Kb — all* < L(ab) <[]b—al| + KIb—all*.
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d.

Soit x = (x1,2,...,7,) € S" ' On a (x,a){r,b) = x1(x;cosf + x95in6). Ainsi, ce
produit est négatif lorsque x est dans le domaine grisé :

\
)/

soit lorsque z € Qz z,yUQ_z _z,9. Comme l'intersection de ces deux quartiers de sphere
est incluse dans I’hyperplan x; = 0, elle est de mesure nulle et

0 0 0  L(ab
As (Qsz00U Qs 51g) = 4 L =0 _ Llab),

27?% T T

Dans le cas général, on considere une rotation r qui envoie sur la base canonique une
base orthonormée dont les deux premiers vecteurs sont (a, '), ot V' est tel que b est dans
'espace vectoriel engendré par (a,b’). Il existe une telle rotation car n > 3. On a alors

{x € "' (x,a){x,b) <0} = {x € S" ' (r(z),r(a))(r(z),r(b)) <0}
Par invariance par rotation,

As({z € "1 (x,a){x,b) <0}) = )\S({x e 5" (z,r(a)){x,r(b)) < O})
L(r(a)r(b))

L(ab)

™

I1.B - Balayages orthogonaux

1.

(a) Si {(a,v(t)) = 0 ou (a,y(t + h)) = 0, alors on a bien N > 1. Sinon, (a,y(t))
et (a,v(t + h)) sont de signes contraires. Le théoreme des valeurs intermédiaires
appliqué a la fonction z — (a,y(z)) entre t et t+ h assure l'existence de ¢ € [t,t+ h]
tel que (a,v(c)) = 0. On a alors bien Ny ;45 > 1.

(b) Soit p(x) = (a,y(x)). La fonction ¢ est dérivable et ©'(z) = (a,~'(x)).

Si Npein(a) = 2, alors il existe z1 < 2y € [t,t + h tels que ¢(z1) = ¢(x2) = 0.
Le théoreme de Rolle assure alors qu'il existe ¢ €]xq, x5 tel que ¢'(¢) = 0. Ainsi
a L +'(c).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit |¢'(x)| < [|[7'(2)]] et |¢"(x)] < ||[7"(x)]], et le
théoreme des accroissements finis permet d’écrire successivement

Vo € [t,t + h], | (2)] < W]z = < IY]|h

[{a, v O) = le(®)] = lo(t) — ezl < 1Y'[l-heft — 21| < |Iy'[1R%.

(c) En reprenant les notations précédentes, supposons sans perte de généralité que
©(t) > 0. La fonction ¢(t) s’annule en un point z; et atteint donc son minimum
en un point ¢ différent des extrémités du segment. En ce point on a donc ¢'(¢) = 0
et on conclut de la méme facon qu’a la question précédente.
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2.

(a)

Soient lensemble F = {a € S"' / [{a,7(1))] < [|7"|lh’}, et I'ensemble
G={aes" / (a,7(t){a,7(t+h)) <O}

On sait par ILA.5 que A\g(G) = LO@y(t+ 1)

trique entre les ensembles G et N, +h](1) est incluse dans F.

- Vérifions que la différence symé-

Sia€ N, 2+h (1\G, alors par 1c), a € F. Donc )\S(Nt;rh]( ) < As(G) + Ag(F).

Sia€ G\ [t7t+h](1), alors par 1a), N ¢n) > 2 et par 1b), a € F. Ainsi
AS(G) A (N[;Hh}( )) + /\S(F)

et donc [A\g(G) — As(NV, tHh]( )| < Ag(F'). Par ailleurs, la question II.A.1 fournit, a
2"h2[17" [l
An(Bn)
Pour Iécart ii), on sait par hypothese que si k > M, alors Ag(N~'(k)) = 0. Par 1b),

si2< k<M, As(NHk)) < As(F) < Ch%.
+o0
Done Y~ kAs(N7'(k)) < (M — 1)MCh> < M*Ch? et

k=2

rotation pres, l'inégalité A\g(F') < = Ch*.

|-A[t,t+h} - )\S<N71(1))‘ < M2Ch?

L@ +h) [l =~ +h) H‘

™ ™

K h?. 11 vient donc

De plus, d’apres 11.A .4, ’

< (M?C+C+ K)R?

’A[t,tw _ (@) =+ Rl '

T
Si J est un intervalle point, J = [t,#], alors N; (k) =0 si k > 2 et

Ny (1) ={a/a Ly(1)}.

Ce dernier ensemble, ainsi que son cone engendré, est inclus dans un hyperplan de
mesure nulle, donc A; = 0.

On en déduit ainsi que si t <t' <t”, alors Ay = App) + Ap .

Considérons alors u(x) = Ay, 4, ol g est la borne inférieure de /. D’apres la question
précédente, on a

—|u(x + h) —u(z) — @) =y + Pl < (MPC+C+ K)h

™

Donc, en passant & la limite lorsque h tend vers 07, u est dérivable & droite en z et

I @Il

T
Il ne reste plus qu’a intégrer pour obtenir Aj;.

sa dérivée a droite vaut . On obtient de méme que u est dérivable a gauche.

page 47



Agrégation externe de mathématiques Analyse et probabilités : corrigé Rapport du jury pour la session 2006

Partie 111
Le nombre moyen de zéros d’un polynome.

II1. A - Coefficients de méme loi gaussienne.

1 |2
1. OnaP (H T € A) = W/ ] 1ﬁeAd)\n(az). Effectuons dans cette intégrale le
a T n Rn *

changement de variable bijectif x = r(u). On a alors :

a 1 ()12
]P) — c A = T2 1 (u d t d)\n
(HaH ) (27r)n/2 /" ¢ I\rEu§H€A| ¢ T| (U)

Mais, comme 7 est une isométrie, on a

P(ﬁeA) :W/Rne"é'ﬁul A, (u) = P(ﬁeﬂ(@).

2. Supposons tout d’abord que I est un segment. Fixons a = (aq,...,a,) € R", non nul
(ce qui est presque strement le cas). Le nombre de zéros de la fonction f associée est le
cardinal de

{tel/afi(t)+axfa(t) +-+anfu(t) =0} ={t €/ —

i L7}

Il s’agit donc bien de N; ( ¢

T H) Ainsi le nombre moyen de zéros dans l'intervalle I est
a

p a .
Iespérance de Ny | —— ). Comme la loi de —— est Ag, on retrouve I'expression de Aj;.

[lal] || |

]' !/
A= [Iroiar

puisque (t) est, comme v(t), de classe C*,

On a alors

Pour conclure au cas ou [ n’est plus un segment, on écrit I comme la limite croissante

L) est la limite croissante de Ny, (ﬁ), et le
a

||al]
résultat A;, — A; s’obtient par le théoréme de convergence monotone.

3. Ecrivons v(t) = u(t)y(t), ot u(t) = [|v(t)|], et v(t) € S" .
La fonction u : ¢+ \/(v(t),v(t)) est C%. On a alors

d’une suite de segments [,,. Ainsi Ny (

o(r,y) = Inu(z)+huy) +In(y(z),v(y))
(9_9096 o u(z) (), ()
5z ™Y = WD) T @A)

(
e _ @) W) (' (@).®)

~—

~—

(z.1) (v(2),7'(y))
dxdy (v(2),7(v)) (v(7),7(y))?
%y _YOIP - @),)? A comme 18 et aue _
fﬂﬁr: awy(t,t)— FOIE O .M Y(t) L o/(t) et que [[y(t)[| = 1,

2

, 0
@I = 570

page 48



Agrégation externe de mathématiques Analyse et probabilités : corrigé Rapport du jury pour la session 2006

4. Les fonctions (1,t,...,t") forment bien un systéme libre de fonctions C? qui ne s’annulent
pas simultanément. La majoration de N par n est effective par le fait qu'un polynéme
non nul (c’est presque stirement le cas) admet au plus n zéros. Donc le nombre moyen de
zéros réels du polynome P dans un intervalle quelconque I est

- [ieoae

1 _ n+1
Dans le cas présent, ¢(x,y) = In(1 + 2y + 2%y* +--- + 2"y") = In (&), en

1—ay
supposant que xy # 1. On a alors

Dip —(n+ 1)y an Y

—(ZL', y) = n+1

Oox 1 — (xy) 1 —xy

0% (2,9) (n+ D*amy"((ey)™ —1) = (n+ Dy"a"(n+ Da™hy” 1
T = .
0y " (T ()17 R
1 1 2t2n

On obtient alors, lorsque t* # 1, ||¥/(1)||* = _nt1) 5+ Si lintervalle I ne

(2—1)2 (22— 1)
contient pas 1, le nombre moyen de zéros de P sur [ est

l/ 1 (n41)en &
N @ o

1
La parité de ||7'(¢)|| et le changement de variable t — - prouvent que les intégrales sur

les domaines | — oo, —1[, | — 1,0[, |0, 1], |1, +oc[ sont égales, et donc que

/an’<t>||dt=4/ Y @) dt = B,

1
II1.B - Une classe de polynémes circulaires

1. (a) La linéarité de Ly est évidente de E dans R[X,Y]. Le fait que Im Ly C E se vérifie
sur la base canonique (X*Y™7%)

Lo(X*Y"%) = (cos 0X + sin Y )¥(—sin X + cos Y )" *

qui est bien homogene de degré n en X et Y.
Il est clair que Ly o Lgr = Ly ¢. Notamment, les deux applications commutent.

(b) Fixons 6 et P. On a pour h # 0, L9+h(P)h_ Lo(P) _ (Ln— L(;S(LG(P))_

Pour tout polynéme X*Y"~* considérons

f(h) = Ly(X*Y™*) = (cos(h) X + sin(h)Y)*(—sin(h)X + cos(h)Y )" ™",
La dérivée de f en O est

f/(O) _ ka—lyn+1—k _ (n o k,)Xk’—i-lyn—(k—i-l) _ A.XkYn_k7
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la formule étant valable aussi pour k = 0 et £ = n. Par linéarité, pour tout polynéme
P, on a

L. —
—< n = Lo)(P) — A.P.
h h—0
En particulier,
O(Le(P)) _ . Lown(P) — Lo(P)
Ao 0
Considérons des réels Ao, ..., A, positifs et D = . On a alors
0 An
0 1.& 0 0
A
A1 :
—n.— 2
Ao \
DAD™' = 0 —(n-— 1).A—2 0
' )\n—l
n.
A M
0 e 0 —-1..-= 0
n—1
Ainsi, DAD™! est antisymétrique si et seulement si
A A kE+1
pour tout k <n—1, (n — k)2 = (k4 1)-2, soit encore Aiy1 = AiL
Ak Ak+1 n—k
Avec la condition Ay > 0 et A\g = 1, on obtient
N2 )2 Ix2x---xk _(n)l
P 0 x(n—1) x--x(n—(k—=1))  \k/J
n
1/4/( ) 0
/ 0
La matrice D qui convient est alors D =
0 1/1 /
Fixons P, et considérons f(0) = Lg(P). On a f(0) = P et f'(0 . On en

déduit que f(0) = exp(AA).P, soit encore Ly(P) = exp(fA)P. AIHSI
DLy(P) = Dexp(0A)D"'DP = exp(§DAD~))DP = Q(0)DP

ot Q() = exp(§DAD™') est bien orthogonale puisque DAD ™' est antisymétrique
(c’est méme une rotation puisque I'exponentielle des matrices réelles est a valeurs
dans GL} (R)).

Soit B un borélien de E. P(Ly(P) € B) = P(DLy(P) € DB) =P(DP € Q(0) 'DB).

ny —1/2 n\ —1/2
Or la variable DP = (ao ( 0) R ( ) ) suit une loi gaussienne centrée
n

invariante par rotation, et donc

P(Ly(P) € B) =P(DP € Q() 'DB) =P(DP € DB) = P(P € B).

Donc les variables Ly(P) et P ont méme loi.
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(b) On pose ay = ag <

ny\ /2 : : : , :
k) . Les oy suivent une loi gaussienne centrée de variance 1,
et le nombre de zéros de P = E ap X" est le méme que le nombre de zéros de la

k
1/2
fonction t — Z o7 (Z) t*. On utilise alors la formule ITI.A.2 avec
k

o= ((5) e () () )

On a, avec les notations de II1.A.3,

lnz< ) In(1+ zy)" =nln(1l + zy).

, %) ny PP n(1+ zy) — nxy ,
On obtient alors 8—x(x,y) R et (%ay(x,y) = T ce qui
conduit a i
n
/
t)|| = .
I el =

Ainsi, le nombre de zéros de P dans l'intervalle |a, b| est

N

L 182 o

(Arctanb — Arctana).

En particulier, si |a,b[= R, le nombre moyen de zéros sur R est \/n, ce qui est

2
sensiblement différent des — Inn du cas précédent.
T

Partie IV
Quelques résultats sur les séries aléatoires

IV.A - Majoration du nombre de racines d’un polynome.

1. (a)

On peut raisonner sur les coefficients de (), mais aussi remarquer qu’on a la formule

de Parseval :
1QI? = /Q” Q)0 = / Qe")[2d6.

Or, [e + 2| = |1 + e "2 = |1 4 ¢"Z|, donc
(X +2)Q(X)) ()| = [((1 + X2)Q(X)) (e”)].
En s’intégrant, cette égalité donne bien |[(X + 2)Q(X)|| = ||EX + 1)Q(X)]].
1
Si |z| > 1, alors —z est racine de (X + 2)Q(X) et —— est racine de (ZX + 1)Q(X).
z

Donc on a
M((X +2)Q(X)) = M((zX + 1)Q(X))

puisque la perte de la racine (—z) est compensée par le produit du coefficient domi-
nant par zZ. On peut alors montrer I'inégalité demandée par récurrence sur le nombre
de racines de module supérieur a 1. L’initialisation dans le cas ou toutes les racines
sont de module < 1 est triviale, puisqu’on a alors M?(P) = |a,|* < || P|[%.
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2. Considérons le polynome P = Z%X * et soit p > 1. Soit Z le nombre de racines de

k=0
module supérieur a p. On a

lan|p? < M(P) < ||P|| et donc Z <

Maintenant, prenons p €]0,1[. Les racines de P de module < p sont exactement les
inverses des racines de

1
XnP (}) :an—l—an,lX—i—~~+a0X"

1
de module > —- Il y en a donc moins de

T
In -
p

Enfin, si on pose Q(X) = P(pX), il y a autant de racines de ) de module inférieur a p

E CL2 2k

\a0|

que de racines de P de module inférieur & p?, soit moins de -In

In -
P

IV.B - Cas de la série Z
\/_

1. Considérons I'événement |ag| > k. Pour k& > 2, on a

P(lax| > k) = 2 /+Ooe‘t2/2dt< i/+me—tdt<e—k
k| = o i S ,_271' . S

2
V2T

lax| < k pour tout k assez grand. Comme la série Z \/_x converge pour tout x réel

en utilisant le fait que < 1. Par le lemme de Borel—Cantelli, on a presque surement

(par la regle de D’Alembert par exemple), il en est de méme de la série Z \/_

2. D’apres le théoréme des zéros isolés, Zj3)(f) est finie des que les a; sont non tous nuls,
ce qui est vrai presque stirement.

Fixons (aj,as,...). On a alors défini f’ qui admet un nombre fini de zéros 21, 22, . . ., 2,
+o0
sur [a, b]. Posons g(z) = Z \/_x Alors f(z;) = 0 si et seulement si ag = —g(2), ce qui

arrive avec une probablhte nulle. Ainsi, (a1, as, ... ) étant fixés, la probabilité que f et f’
aient un zéro commun est nulle. Le théoreme de Fubini permet alors de conclure que la
probabilité que f et f" aient un zéro commun est nulle.
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Maintenant, fixons (ax)r>o tels que f et f' n’aient pas de zéro commun, que f(a) et f(b)
soient non nuls, et que la série entiere définissant f soit de rayon +oo. Ces conditions
sont presque stirement réalisées. La théorie des séries entieres assure alors que .S, converge
uniformément vers f et que S/, converge uniformément vers f’.

Solent a < z; < 29 < -+- < 2, < b les zéros de f dans [a,b]. Soit € tel que les intervalles
[2x — €, 2x + €] ne contiennent pas de zéros de f’. On pose

e o = inf|f(t)| pour t € [a,b] privé des intervalles |z, — €, 2 + €.

e 5 =inf|f'(t)| pour t parcourant les segments [z, — &, 21 + €].

Par un argument simple de compacité, a > 0 et 5 > 0.

a
Pour n assez grand, ||S, — f|| < 5 et donc S, n’admet pas de zéros en dehors des

intervalles [z, — €, 2z, + €]. Pour n assez grand, ||S], — f'|| < g, donc S;, n’admet pas de

zéros dans ces intervalles. Ainsi, .S,, est strictement monotone sur ces segments et admet
au plus un zéro dans ces intervalles.

a .
Or, si [[Sn, — f[| < 5 le signe de S, et de f est le méme en z; —¢ et en z; + . Comme [’

ne s’annule pas sur [z, —¢, 2, + €], f v est strictement monotone et donc change de signe.
Il en est donc de méme pour S, qui admet au moins un zéro sur [z — €, zx + €]

En conclusion, pour n assez grand, Zj,4(S,) = Zjas)(f) (presque stirement).

3. Pour passer de la convergence simple a I'espérance, on se place dans les hypotheses du
théoreme de convergence dominée. On considere M > 0 tel que [a,b] C [—M, M] et
on va construire une majoration de Z_pza(5,) par une variable aléatoire intégrable ne
dépendant pas de n.

" a
Le nombre de racines de S, = Z \/—%X ¥ réelles et de module inférieur & M est plus
k=0 ¥ ™

1
petit que le nombre de racines complexes de S,,(2M X') de module inférieur a 7 D’apres

la question IV.A.2, ce nombre est inférieur a

§ gaur
k

1 — kKl 2
- In

Inv2 lao|

Ainsi, sous réserve de définition, Z;_ya(S,) est majoré par

1 1 I 02
Y = —1In EoMH* ] —Inlay| ] .
M(g (%m >) oo

Comme presque strement ag # 0 et |ax| < k pour k assez grand, la variable Y est définie.
Reste a prouver qu’elle est intégrable :

e La variable —In |ag| est intégrable, puisque l'intégrale / —1In |t|e_t2/ 2 dt converge.
R

+oco o

e Posons W = In (Z %(2]\42)]‘3) SiW <0, alors W > In |ag|, donc W~ = —min(W, 0)

k=0
est intégrable.
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[\

+0o0o

Par ailleurs, si W > 0, alors par I'inégalité In(x) < z on a W' < Z %(QMQ)'“. Or,
k=0

ai

k!
@
est complet, la variable aléatoire Z o (2M*)" est intégrable.

comme l'espérance de a; est égale a 1, la série ZE ( (2M 2)k) converge. Comme L'

Il en est donc de méme de W™.

Au final, la variable aléatoire Y est intégrable. Le théoreme de convergence dominée
permet alors d’affirmer que E(Zq4)(Sn)) — E(Z44(f))-

1 b
D’apres la question LA, E(Zj,4(S,)) = — ~r ()| dt, ot v, (t) est la projection sur
[a.,b] n
™ a

t "
S™ de v, (t) = (1, —_— ., ) On a, avec les notations de IIL.A,
1! vn!
—~ (ay)"
ploy) = ) =5
k=0
n—1 k n k n—2 k n k n—1 L n—1 k
ry) (zy) (zy) (zy) (zy) (zy)
: +zy —zy
% (z,y) = k=0 k! k=0 k! kz:; k! kz:% k! kz:% k! k=0 k!
! - n n 2
0r0y 3~ 0t g o)t
k! k!
k=0 k=0
H,y/ (t)||2 _ fn—l(t)fn(t) + t2fn—2(t)fn(t) _ t2 7%—1 t)
! fr(@)
\ - 2 : / 12 / 2
ou f,(t) = ZE Comme f,(t) converge uniformément sur [a,b] vers e, ||v,(t)||
k=0
converge uniformément vers 1. D’ou
b—a
E(Z, = .
(Zlap (1)) -
+00
IV.C - Cas de la série Zakxk.
k=0
1
De méme qu’en IV.B.1, on vérifie que presque siirement, e < |ag| < k? pour k assez grand, et

ainsi le rayon de la série est presque strement 1.

Le fait que f et f’ ont presque stirement un nombre fini de zéros et aucun zéro commun se
prouve de la méme facon qu’en IV.B, ainsi que la convergence presque stre de Zj,4)(S,) vers

Z[a,b] (f)

n

> app™

k=0

Si [a,0] C [—p% p%], la majoration Z,5(S,) < 1-1n

permet d’utiliser la
|a|

convergence dominée.
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La convergence dans L' de E a2p® provient des mémes arguments que tout a I’heure. On a

k
alors
4 [ 1 (n + 1)2t2n
E(Zjapn(Sn)) = — — dt
( fa.b]( >) 7T/a \/(1 —2)2 (1 — 2 t2)2
qui tend par convergence dominée — I'intégrande étant majoré par m — Vers
E(Zy(/)) 4/b L gt = 2 (argth b — argth a)
a = — = — I — ar aj.
[a.b] T ), 1—12 T & &
Références

[1] Edelman A, Kostlan E. How many zeros of a random polynomial are real 7, Bull. Am.
Math. Soc. 32 (1995), pp 1-37.

[2] Kac M, On the average number of real roots of a random algebraic equation, Bull. Am.
Math. Soc. 49 (1943), pp 314-320.

[3] Kac M, On the average number of real roots of a random algebraic equation (II), Bull.
Am. Math. Soc. 50 (1949), pp 390-408.

[4] Mignotte M., Mathématiques pour le calcul formel, PUF, 1989

page 55



Rapport des correcteurs

Le probleme portait sur une réponse apportée dans les années 40 au probleme suivant :
déterminer 'espérance du nombre de racines réelles d’'un polynome aléatoire dont les coeffi-
cients suivent des lois gaussiennes indépendantes. La partie III déterminait cette espérance
comme l'aire d’'une portion de la sphere S" parcourue par un “équateur” mobile. La partie II
reliait cette derniere quantité a la longueur d’une courbe tracée sur la sphere, et la partie I
était dévolue a l'obtention d'un équivalent du nombre de zéros réels d’un polynoéme aléatoire
de degré n.

Le sujet avait I’ambition de proposer une vaste couverture du programme d’analyse. Il était
certes long, mais a été presque terminé par quatre candidats remarquables.

La premiere partie du probleme ne posait pas de probleme de compréhension, mais nécessitait

une certaine solidité technique sur les outils de calcul du premier cycle. La plupart des admis-

sibles ont pu y exprimer leurs qualités mathématiques. Citons quelques points que les correc-
teurs ont noté :

e Dans la question 2, I'utilisation de la quantité conjuguée pour controler I’écart entre deux
racines carrées n’apparait que dans un faible nombre de copies.

e Il y avait plusieurs inégalités globales (sur un intervalle) & démontrer, pour lesquelles de
nombreux candidats utilisent des développements limités, alors que ces derniers ne peuvent
apporter qu’'une information locale.

e Lors de calculs d’équivalents, les constantes sont régulierement supprimées, ce qui ne manque
pas de surprendre les correcteurs.

La deuxieme partie ne proposait pas de grandes difficultés, hormis la question B2, qui pouvait
sans difficulté étre admise pour la suite. Les candidats ont dans I’ensemble réalisé des dessins
de bonne qualité pour soutenir leur propos de fagon pertinente. Le principal écueil résidait
dans les questions de théorie de la mesure. Rares sont les candidats qui ont compris l'intérét
du cone engendré pour définir une mesure uniforme sur la sphere S"'. Nombreux sont ceux
qui considerent régulierement des mesures de Lebesgue de parties de la sphere, or celle-ci est
malheureusement de mesure de Lebesgue nulle.

La troisieme partie ne comportait somme toute que 4 questions relatives au calcul des proba-
bilités, questions assez simples qui ont cependant été rarement bien traitées. Dans la premiere

a
question, la majorité des candidats a confondu P (W € A> avec P(a € A), et ont été conduits
a

a calculer une intégrale sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Rappelons que pour une
variable X de densité f sur un ensemble F,

P(g(X) € B) = [E 1enf (@) de.

résultat qui ne semble pas maitrisé par les candidats.

La partie II1.B, souvent traitée, a donné lieu a de trés nombreuses erreurs, liées a la gestion de la
composition des fonctions polynomiales. Ainsi, par exemple, dans la question 1b, les candidats
pensent obtenir A.Ly(P), alors qu'ils tombent sur Ly(A.P), beaucoup moins pratique pour
résoudre ’équation différentielle.
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Enfin, la partie IV proposait des questions nettement plus difficiles, avec des extensions des
résultats précédents aux séries entieres aléatoires et a I’étude de leurs zéros. Cette partie a servi
a départager les meilleurs candidats.
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