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3.2 Corrigé

I. - Sous-groupes finis de GL,(Z)

1. 1l s’agit d'un résultat classique : montrons le par récurrence sur le degré n € N* du polynéme P.

Pour n =1, P est de la forme X + ag, Mp = (—ap) et Cp,(X) = | X+ apl = X + ap = P. Pour n = 2,
supposons avoir établi le résultat au rang n — 1. Un polyndme P a coefficients complexes unitaire de
degré nestdelaforme P=X"+a, 1 X" ' +...+ a1 X + ap = XQ + ag, ot

Q=X"14a, 1 X" ?+...+@X+a.

2.

X 0 o e el 0 ao
-1 X 0 .. .. 0 a
0 -1 X 0 .. 0 a
Or, Carp(X) =det(XI,—Mp)=| & *o. . o o :
0 ... 0 -1 X 0  ans
0 . wo. 0 -1 X  ano
0 v oo . 0 -1 X+ap,

En développant ce déterminant par rapport a la premiére ligne, il vient :

Cu,p (X) = X det(X Iy — MQ) + ao(—=1)"* (-1)""! = XCyy,,(X) + ay.

Or, par hypothese de récurrence, CMQ (X)=Q;douCp,(X)=XQ+ay=P.

Par conséquent, pour tout polynéme P a coefficients complexes unitaire de degré n, le polyndme
caractéristique de la matrice compagnon qui lui est associée est le polynéme P lui-méme.

(@)

(b)

(9]

(d)

Soit M € GL,(Z) d’ordre fini m € N*. Le complexe z étant racine de Cys(X) est valeur propre de
la matrice M, donc racine de tout polynome annulateur de M. La matrice M étant d’ordre m, le
polynéme X — 1 est annulateur pour M, donc z est racine de ce polyndéme.

Le nombre de polynomes cyclotomiques de degré 1 est égal au nombre de solutions de I’équa-
tion ¢(k) = 1 d’'inconnue k € N*. Soit p un nombre premier et r un entier strictement positif tel
que @(p") < 1. On obtient donc

pr i p-D<l.

On en déduit que p—1 <1 donc p est égal 2 2. Si p =2 on a alors r < 1 (la fonction r — 2"~
est strictement croissante sur N*). Donc une solution k n'admet comme facteur premier que
le nombre 2 avec exposant inférieur ou égal a 1. L'équation n'admet donc que deux solutions,
k=1ouk=2.1lyadonc exactement deux polynémes cyclotomiques de degré 1, les polynémes
D1 X)=X-1letdP(X)=X+1.

Le nombre de polynomes cyclotomiques de degré 2 est égal au nombre de solutions de I’équa-
tion ¢(k) = 2 d’'inconnue k € N*. Soit p un nombre premier et r un entier strictement positif tel
que @(p") < 2. On obtient donc

pr i p-D<2.

Par conséquent, p—1<2.Sip=2onar=1our =2, etsip=3alors r = 1. Donc le nombre k
n'admet dans sa décomposition en facteurs irréductibles que les nombres premiers 2 avec ex-
posant possible inférieur a 2 et 3 avec exposant possible inférieur a 1. On obtient alors aisément
(k) =2 siet seulement si k = 3,4 ou 6. Par conséquent les polynémes cyclotomiques de degré 2
sont@3(X) = (X - (X - =X2+X+1,04(X)=(X-)(X+i)=X>+1et
Dg(X)=(X+H(X+jH=X>-X+1.

Soit P un facteur irréductible dans Q[X] de Cy;(X). D’apres la question (a), toute racine com-
plexe z de P est racine de Cp/(X), donc de X —1 : c’est donc une racine m-iéme de l'unité.
Comme P est scindé sur C, il divise donc X" — 1 dans C[X], mais aussi dans Q[X]. Par unicité
de la décomposition du polynéme X" — 1 en produit de polynémes irréductibles dans Q[X], et

connaissant la décomposition X" -1 = H ®,4(X), P est nécessairement un polynéme cycloto-
dlm
mique.
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(e)

)

(b)

Cy(X) étant unitaire, c’est donc un produit de polyndmes cyclotomiques. Comme il est de degré

2, on déduit, d’apres les questions (b) et (c), que :

» ou bien c’est un polynéme cyclotomique de degré 2, c’est-a -dire : @3, 4 ou Dg;;

» ou bien c’est le produit de deux polyndémes cyclotomiques de degré 1, c’est-a-dire : (Df, D0,
ou @3.

Ainsi, Cps(X) est'un des six polynémes unitaires suivant : X2+ X+1,X%2+1, X%-X+1, (X-1)?,

(X-1D(X+1) ou(X+1)?2

La matrice M est d’ordre m, donc admet le polyn6me X™ — 1 comme polyndme annulateur.
Ce polynome étant scindé a racines simples dans C, la matrice M est diagonalisable dans C.
Son ordre est donc le PPCM des ordres de ses valeurs propres (vues comme éléments du goupe
(C*, %)). Si Cpr(X) = ®4(X), les valeurs propres de M sont i et —i donc m = 4. Dans tous les autres
cas, les valeurs propres sont des racines sixiemes de 'unité, donc m est un diviseur de 6, d’oti le
résultat.

0 —

M=
( 11
De plus, Cjs(X) = X2 — X + 1 (c’est une matrice compagnon), donc M est diagonalisable dans C
avec deux valeurs propres qui sont des racines primitives sixieme de I'unité, donc M est d’ordre

6.

e M™ = I, donc, par application de la formule du bindme de Newton (valide ici puisque N
permute avec I,), il vient :

) appartient a GL(Z) car det(M) = 1.

- [ m k nrk s [ M k=2)r a7k
In:Z( P )pr N=I,+mp"'N+p rZ( . )p( —2Ar Nk,
k=0 k=2
m
Ainsi: mp"N = p?" A, avec A=~ ( ’Z )p(k_z)’NkeMn(Z);d’oil mp’ N € p*" M, (Z).
k=2

e Par conséquent mN appartient a p” M,,(Z) et, comme r € N*, p divise chaque coefficient de
la matrice mN. Or, comme N appartient a M (Z)\pM;(Z), il existe un coefficient n; ; de N
que p ne divise pas. Comme p est premier et qu’il divise mn; j, il divise m ou n; ; : donc
nécessairement p divise m.

Par une nouvelle application de la formule du binome,

P
M =MP=I,+p"'N)P = I,+p"y ( ’Z )p’(k—“zvk
k=1

14
In+pr(pN+prZ( Z )pl‘(k—Z)Nk)
k=2

— In +pr+1N/’
p
en posant N' = N + p'—l Z ( Z pr(k‘z)Nk,
k=2

p
Ona N € M, (Z)\pM,(Z). Montrons que p’ ' }_ ( Z ) p"*2 Nk e pM,,(Z). En effet,
k=2

e Sik = p,l'entier ( i ) p"*=2 devient p" P2 divisible par p car p = 3 (c’est ici que l'on utilise
Ihypothese p # 2).

e Sike{2,...,p—1} le coefficient bindmial ( P

T ) est divisible par le nombre premier p.

r(k-2)

Dans tous les cas les entiers ( Z ) p qui apparaissent dans la définition de N’ sont divisibles

k
Ainsi M' = I, + p"*'!N', avec r + 1 e N* et N’ € M,(Z)\pM,,(Z), M’ est d’ordre m’ (puisque
M’ = MP et que M est d’ordre pm') et m' =2 car N’ # 0; donc, par le méme raisonnement qu’a
la question (a), on obtient que p divise m'.

)4
par p, donc p’ )" ( P )p’(k‘Z)N’“ € pM,(Z) et'on déduit N’ € M, (Z)\pM,,(Z).
k=2
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4.

5.

(c) Siles hypotheses faites au début de la question 3 étaient valides, en réitérant le processus pré-
cédent k fois, on obtiendrait que m s’écrive sous la forme m = p¥my, avec my € N* (my. # 0 car
m #0), dott m = p* = 3% pour tout k € N. Ceci est bien stir impossible puisque la suite (3%) di-
Verge Vers + oo.
Par conséquent, aucune matrice M € GL,(Z) d’ordre m = 2 ne peut s’écrire sous la forme énon-
cée au début de la question 3 pour aucun nombre premier p = 3. Autrement dit, toute matrice
M e GL,(Z) d' ordre m = 2 est de la forme M = I, + N, ou le PGCD des coefficients de N € M,,(Z)
est une puissance de 2.

Notons w le morphisme de groupes de GL,(Z) dans GL,(F) introduit par I'énoncé. Etant induit par
la surjection naturelle de Z sur F,, w est surjectif.

Soit G un sous-groupe fini de GL,(Z) d’ordre m = 2 (on écarte le cas trivial ou G = {I,}).

w(G) est un sous-groupe fini de GL;(F)) et la restriction w|; de w a G induit un morphisme surjectif
de G sur w(G).

Montrons que w); est injective, c’est-a-dire que Ker(wg) = {1,,}.

Soit M € GnKer(w). Alors w(M) = I,, dou M = I, + pN; avec N, € M, (Z). En factorisant au maximum
par p 'ensemble des coefficients de la matrice N}, M s’écrit alors sous la forme M = I, + p" N avec
re N* et N e Mu(Z)\pM,(Z). D’apres la question 3, M ne peut donc pas étre d’'ordre m = 2. Or M
est bien d’ordre fini, puisqu’elle appartient a un groupe G fini : donc M est d’ordre 1, c’est-a-dire que
M = I,. Ainsi Ker(w|g) = G nKer(w) = {1} : w| est injective.

w|c est donc un isomorphisme de G sur w(G) : G est donc bien isomorphe a un sous-groupe de
GLy(F)p).

(@) Soit G un sous-groupe fini de GL,(Z). D’apres la question 4, G est isomorphe & un sous-groupe
de GL,(F3). Or le cardinal de GL,(F3) est (3% — 1) x (32 —3) = 8 x 6 = 48 (ce résultat s’'obtient en
comptant les bases de F%).

Donc, d’apres le théoréeme de Lagrange, le cardinal de G divise 48.

(b) Sile cardinal de G est égal a 48, alors G est isomorphe a GL,(F3). Or on sait que G ne contient
pas d’élément d’ordre 8; en exhibant un élément d’ordre 8 dans GL,(F3), on montre ainsi qu’il
n’est pas possible que G soit de cardinal 48.

Deux méthodes sont possibles pour exhiber un tel élément :
« soit directement, par titonnement sur les éléments de GL,(F3) : on vérifie facilement que la

matrice ( ), par exemple, est un élément de GL;(F3) d’ordre 8;

2 1
« soit en considérant le polynéme cyclotomique

Dg(X) = (X —e ™) (X —e (X =T (X—e 3 = (XP—V2X+D(XP+V2X+1) = X +1

qui apparait dans la décomposition de X8 —1: dans F3[X], X*+1 = (X? + X +2)(X?> +2X +2)
0 -2

1 -1 ), elle

appartient 2 GL, (F3) car son déterminant est non nul. Elle est annulée par le polynome X2 +

X +2, donc par le polynéme X* + 1. Donc M* = —I, et M® = I, ce qui montre que la matrice

M est d’ordre 8.

et la matrice compagnon associée au polyndme X2 + X + 2 est la matrice M = (

II. - Réseaux

1.

e Supposons que e’ = (e],..., €},) soit une Z-base de Z.
l

n
Alors%:{zia’.e;/ViE{l,...,n},aZ.EZ}.
i=

n
Or, pour tout j € [[1,n]], ej € 2, donc il existe (p’lyj,...,p’nyj) €Z"telque ej = zi p;.‘je;.. Par consé-
i=
quent, e étant une famille génératrice de E, e’ I'est aussi.
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Comme ¢’ est de cardinal égal a n = dim(E), e’ est donc une base de E.
De plus, la matrice de passage de e’ a e est la matrice des p;.Y IE elle appartient a M, (Z) et est inver-
sible. Par un raisonnement symétrique son inverse appartient a M, (Z). Cette matrice de passage
est donc dans GL;,(Z).
Une implication est ainsi établie.

» Réciproquement, supposons que ¢’ soit une base de E et que la matrice de passage de e a ¢’ appar-
tienne a GL,(Z). Notons P = (p;, ;) cette matrice et Pl=¢ p;.'j) sa matrice inverse.

n
Pour tout j € [IL,nl, &) = . pises, done ¢ € %
De plus:

n n n
- Y(d,,...,a) eZ", ) a}e} :];a} (Zpi,jei) = Z(

n
j=1 i=1 i=1\j=

!
ai’jpi,j)ei.
J

1

7

n n
OrViel[l,nl, Zla;_jpi,j €Z, donc Zla’ e eR.
j= Jj=

n
Ainsi {Zla}e;. IVje {1,...,n},a} €eZ}cR.
]:
- Réciproquement, soit x € Z. 1l existe alors (ay,..., a,) € Z" tel que

n n n n n n
x=) ajej=)_ aj (Z p;’je;) =) (Z ajp;’j e, avec ) ajpg.yj € Z pour tout i € [[1,7n]], donc
j=1 =1 " \i=1 i=1\j=1 j=1

i

n
Rci) de IViell,..., n}a eZ.
i=1

n
Donc % =1{)_ae, /I Yi€{l,...,n},a; € Z}, ou € est une base de E, si bien que ¢’ est une Z-base de

i=1
R.
2. Considérons deux Z-bases e = (ey,...,e,) et &' = (e],..., e},) de Z.
Notons M (resp. M’) la matrice de M, (R) dont le coefficient d’indice (i, j) est égal au produit scalaire
(ei, ej) (resp. (e}, e;.)), et P la matrice de passage de ea e'.
Les matrices M et M’ sont alors congruentes, et plus précisément : M’ ='PMP. En effet, il s'agit de la
formule de changement de base pour une forme bilinéaire symétrique appliquée au produit scalaire
avec les deux bases e et €’.
Par conséquent, det(M') = det(’ P) det(M) det(P) = det(M) (det(P))2.
Or det(P) = 1 donc det(M’) = det(M).
Ceci prouve le résultat demandé et justifie la définition du discriminant du réseau % : A(%) = det(M),
ou M est la matrice dont le coefficient d’indice (i, j) est (e;, e;), pour n'importe quelle Z-base
e=(ey,...,ep)de %#.

3. Lidée consiste a prouver qu'un réseau % de E n’est pas dense dans E, la raison intuitive étant que Z
n’est pas dense dans R.
Considérons un réel r strictement positif, un vecteur a de E et une Z-base e = (ey, ..., e;) de Z. Rai-
sonnons par 'absurde : supposons que I'ensemble B(a, r) N £ soit de cardinal infini. Il contient donc
un sous-ensemble infini dénombrable et on peut alors construire une suite (x,) de vecteurs deux a
deux distincts de B(a, r) N Z. Cette suite étant bornée dans un espace vectoriel isomorphe a R”, elle
admet, d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, une suite extraite (y,) convergente. Or, pour tout
n €N, yp # yp+1 donc, comme les systemes de coordonnées de y) et yp+1 dans la base e sont deux
n-uplets distincts d’entiers, on a nécessairement ||y, — ¥p+1lloo = 1 (0U || [l désigne la norme infinie).
Comme la norme euclidienne majore la norme infinie (ou comme toutes les normes sont équiva-
lentes en dimension finie), I'inégalité ci-dessus obtenue pour tout p € N contredit la convergence de
la suite (yp).
Par conséquent, la supposition est fausse : B(a, r) N Z est bien de cardinal fini.

4. L'ensemble {||x|| / x € Z\{0}} est bien une partie de R non vide et minorée par 0, donc la quantité
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m(Z) est bien définie, du fait que R vérifie ’axiome de la borne inférieure.

De plus, soit e un vecteur quelconque non nul de 2. D’apres la question précédente, 'ensemble

A= B(0,]lel]) N Z est non vide et de cardinal fini, on peut donc considérer un vecteur v de plus petite
norme de cet ensemble : v est donc un vecteur non nul de £ et

[lv]| = Inf{]|x|| / x € A} = Inf{||x|| / x € Z\{0}} = m(R)

Ainsi m(2£) = ||v|| pour un vecteur v € Z\{0}; cette borne inférieure est atteinte : c’est un plus petit
élément.

5. (a) Limage par ny de la base (vy,..., Vg, €k+1,--.,€n) de E est une famille génératrice de m(E). Or,

comme 7 est surjective de E sur Wl, mTi(E) = WkL ;et,comme g (V1) =... 1k (V) =0, (T (€g+1),--., Tr(en))
est une famille génératrice de Wki. Etant de cardinal n—k = dim(Wki), c’est donc une base de
Wt De plus,

n

k
{”k(z a;vi + Z aiei) /Vie{l,...,n},aiez}
i=1 i

i=k+1

i (R)

k n
Y aimw)+ Y. aimi(e) IViedl,...,n}a EZ}
i=1 i=k+1

n
= ) ainile)/Vietk+1,...,n}a eZ}.
i=k+1
On a ainsi prouvé que 74 (2) est un réseau de WkL de Z-base (my(eri1),...,mr(en)).
(b) Comme ey &€ Wy, lImi(ex+1)1l > 0.
Comme a la question 4, 'ensemble A = B(0, || (ex+1)]) N mi(£)\{0} est un ensemble non vide
(car il contient i (ex+1)) de cardinal fini; on peut donc considérer un vecteur u de plus petite
norme de A. Alors ||u|| > 0 et comme u € 1 (Z%), il existe vy, € Z tel que u = 7w (V41)-
Alors |7 (Vi) = inf{||ull / u € A} = inf{||ul| / u € mx(R)\{0}} = m(m(R)).

(c)  D’apres ce qui précede, il existe (n — k) entiers ag.1,...,a, tels que
T (Vis1) = Ape1Tk(€f41) + ...+ apmi(ey,). Notons d le PGCD de aj.1,...,a,. 1l existe alors

(a;€+1,...,a;1) € 7" % tel que a; = da;. pour t;)ut i€llk+1,n]] et a;€+1,...,a;1 sont premiers
entre eux dans leur ensemble. Posons l/;ﬁ_l = 3 V4. Alors ﬂk(v;Hl) € mi(R)\{0}.Sid > 1, alors

1 : : :
(), I = E“nk(vlﬁl)” <|Imk(vg+1)Il, ce qui contredit le fait que || (Vi+1) |l = Mg (R)).

Donc d =1, ce qui prouve que 7 (Vy+1) est un vecteur primitif du réseau m4(2).

o D’apres le résultat admis par I'’énoncé, il existe une famille ( f]é T f,;) de vecteurs de E telle
que (nk(vk+1),f,2+2,...,f,’l) soit une Z-base de 7 (%). 1l existe alors une famille (fi12,..., fn)
de vecteurs de & vérifiant pour tout i € {k+2,...,n} , mi(f;) = fl.’ . Nous allons montrer que
(V1yee e Uk, Vit 1s fics2, - --» [n) €St une base de E. La famille étant de cardinal #, il suffit de mon-
trer qu’elle est libre. Supposons que I'on ait une relation de la forme

k+1 n
Zaivi+ Z a,-f,-:O.
i=1 i=k+2

En appliquant 77 nous obtenons

n

!
A1k (W) + Y. aifi =0.
i=k+2

La famille (7 (vi41), flé TT f,’1) étant une Z-base de Z est une famille libre, donc les a; sont
nuls pour i € {k+1,...,n}. On conclut alors a la nullité des autres a; en remarquant que la
famille (vy,..., vg) estlibre. Donc la famille (vy, ..., Uk, Vk+1, fk+2,---» fn) €st une base de E.
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¢ Nous allons montrer que cette famille est une Z-base de Z. Tous les éléments de cette famille
étant des éléments de &, nous avons l'inclusion

k+1 n
{Y aivi+ Y aifilVie{l,...,n} ajeZ}c R.
i=1 i=k+2

Soit alors x € Z. Par construction il existe une famille (ay.1,..., a,) d’entiers tels que

(X)) = A1k (Vies1) +Z?:k+2 a,-fl.’. Doncle vecteur y = X — Gp41 Vi1 — Z?:k+2 a; f; appartient
au noyau de 7 et a Z. Il existe donc une famille d’entiers (b;, ..., by) telle que

y= Zle biv; + Z?:kH b;e;.La famille (v, ..., v) forme une base du noyau de 7y et la famille
(ék+1,.-.,€,) forme une base d'un supplémentaire de ce noyau. Le vecteur y appartenant au
noyau de 7, nous obtenons y = Zle b;v;. Dol

k n
x:ZbiVi+ak+1Vk+1+ Z ai fi.
i=1 i=k+2

Nous avons donc montré I'inclusion

k+1 n
R{) aivi+ Y, aifiIYiell,...,n} a;€Z}.
i=1 i=k+2

Il résulte de tout cela que (vy,..., Vk+1, fk+2---» fn) €stune Z-base de Z%.

(d) Ce résultat s’obtient par récurrence limitée sur [ € [[1, n]] dans laquelle il suffit d'utiliser correc-
tement les résultats des questions (a), (b) et (c). Considérons '’hypothese de récurrence suivante
J6, : «il existe une Z-base (vy,..., U}, €141,...,e,) de Z vérifiant ||v1|| = m(X) et
Vkelll,I-1]], Img (Wi DIl = m(mi (), ot . estla projection orthogonale sur < vy, ..., Uk >Ly
e Pour [ =1, d’apres la question 4, il existe un vecteur v; € Z\{0} tel que ||v,|| = m(X).

v est nécessairement un vecteur primitif de % (par une argumentation analogue a celle faite
a la question (c)), donc il existe une Z-base de Z de la forme (v;, ey, ..., e,) et A est vérifiée.
¢ Supposons avoir établi /] pour une valeur [ < n—1 :il existe alors une Z-base (vy,..., v}, €j4+1,...,€x)
de Z vérifiant ||11 || = m(R) et Vk e [[1,1-1]], [ (Vi DI = m(m (2£)). Cette base vérifie donc
les hypotheses du début de la question 4 : on en déduit donc successivement que :
- () estunréseau de < vy,...,V; >1 (question (a)) ;
— il existe un vecteur v, de & vérifiant ||;(v;41)|| = m(r;(R)) (question (b)) ;
- il existe une Z-base de Z de la forme (v1,..., v}, Vi+1, fi+2,---, fn) (Question (c)).
Ceci prouve bien que #,; est aussi vérifiée.
D’apres le principe de récurrence, # est donc vraie pour tout entier [ € [[1,n]]; donc /£, est
vérifiée, ce qui répond a la question.

(e) Leréseau %, considéré ici est le réseau plan constitué par un maillage de triangles équilatéraux
de coté égal a 1. Posons e; = (1,0) et e, = (—1/2, v3/2). 1l est manifeste que m(£;) =1 =|leyll.
Avec les notations de 'énoncé, 7, est donc la projection orthogonale sur < e’1 >, avec e’1 =(0,1).
D’apres la question (a), 71 (%)) est un réseau de < e’l > de Z-base (711 (e2)). Il est alors manifeste
également que ||y (e2)|| = m(m; (1)) (un calcul trés simple aboutit d’ailleurs a
|71 (e2)ll = 1I(e2, €)) €}l = V3/2||e} || = v3/2). Ainsi, e est une base réduite de 2.

6. (a) Soit (j, k) € [[2,n]]%.
m1(ej) = ej — Aey ou A est un réel tel que (e1,m1(e;)) = 0. Or (e1,m1(e))) = (e1,e;) — Allepl|?, avec
(e1,€j) (e1,ej)

[le1ll = m(Z); donc A = R etm(ej) =ej— mel.
De méme, 7, (ep) = ey — (el’ek)e Ainsi
, (e k M%)z 1- :
(e1,¢ej) (e1,ex)

(m1(ej), m1(ex)) ej_mebek_m%2el)
(e1,ej)(er,er) (e1,ej)(er,ex)
m(%)? m(#)*

(e1,ej)(e1, ex).

2
Ilexl]

(ej,ex) —2

(ej,ek)—m
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(b)

(©

(d)

Notons A = (a;,j) la matrice de M,(R) dont le coefficient d'indice (i, j) (pour 1 <, j < n) est égal
aaj,j = (ej,ej) et Ay lamatrice de M, (R) dont le coefficient d’indice (i, j) (pour 2 < i, j < n) est
égal a (my(e;), m1(ej)).

Pour j € [[2, n]], effectuons successivement les transvections L j<—Lj- %Ll a partir des lignes

)

de la matrice A. La matrice A" ainsi obtenue se déduit donc de A par multiplications a gauche

par (n— 1) matrices de tranvection. Or, comme une matrice de tranvection est de déterminant

égala 1, il vient : det(A) = det(A’).

De plus, les lignes L’j de A’ pour j € [[2, n]] ont pour coefficients 0 en premiére colonne et, en

colonne k € [[2,n]] :
j (ej,e1) 1

(e1,€1) m(%)?

A’ a donc pour premiere ligne la premiere ligne L, de A et le reste de A’ est constitué d’une co-

lonne de zéros juxtaposée a la matrice A;. Par un calcul de déterminant par blocs on a

det(A’) = (e1,e1)det(A;) (car (e1,e;) est le coefficient en premiére ligne et premiére colonne

de A). Or, d’apres la question 4, (e,e;) = m(#)? et, d’apres la question 2, det(A) = A(Z) et

det(A;) = A(m1(R)).

Ainsi: A(Z) = m(R)*A(m1(R)).

D’apres le théoreme de Pythagore, puisque e; et v’ sont orthogonaux, on a:

I = lltey + V'|* = ller|* + V112 = 2 m(R)* + ||V]|2.

Or v # 0 donc m(%) < ||v]|.

Ainsi: m(#®)? < 2m(R)*+|V'|I2.

Nous allons montrer I'égalité de Hermite en raisonnant par récurrence sur n. Pour n = 1, l'in-

égalité est clairement vérifiée : si (e;) est une Z-base de &, nous avons m(R)? = (ey,e1) = A(R).

Cela donne le résultat.

Supposons donc n = 2 et I'inégalité vérifiée a I'ordre n — 1. Choisissons (ey, ..., e;) une base ré-

duite de Z. 1l existe, par hypothése de récurrence, un vecteur v’ du réseau 71 (%) vérifiant la

relation (*)

a

Jr1

aj,k—a—dl,kz(ej,ek)— (e1,ex) = (ej, ex) — (e1,ej)(ey, er) = (m1(ej), m1(ex)).
1

)

1V'|1? < (4/3) 22 A @y (9)) (D),

Soit alors v € Z tel que 71 (v) = v'. Il existe un réel ¢ tel que v = te; + v’ et 'on peut choisir v de
maniere a ce que |f| < 1/2 (quitte a remplacer v par v — ke; oul'entier k est tel que |t — k| < 1/2).
En appliquant la question 6-c nous obtenons

m(R)? < ||V[121(1 - 1) < 413)||V]1%.

Nous avons donc par (*)
m(&)* < (4/3)"* Ay ()" "7V,

D’aprés la question 6-b A(m (%)) = AR) I m(R)?, ce qui permet de conclure a la véracité de
I'inégalité a I'ordre n.

7. H, est une partie de R* non vide (car d’apres I'inégalité de Hermite, (4/3)"""D/2 € H,,), donc elle
admet une borne inférieure 1, qui vérifie alors m(R)? < n nA(%)” n

(a)

(b)

Considérons le réseau Z" de R" euclidien usuel. La base canonique e = (ey,...,e;) de R" est
orthonormale et c’est de maniere immédiate une base réduite de Z", avec m(%#)? = ||e;||*> = 1 et
A(R) =det(I,) =1.
Ainsi m(2)? = A(%)V", et comme m(%)? <1,A(%)"", on en déduit que n,, = 1.
e D’une part, I'inégalité de Hermite s’écrit, pour n =2 m(R)? < 2/1vV3)A(%)'?; donc

2/v3€ Hy, dotin, <2/V3.
o D’autre part, le réseau %, étudié a la question 5.(e) vérifie : m(#1)? =le1l> =1et

@ =| |, T ’ = 3/4; donc m(@))? = @/VIAR)'?; or m()? < n2AR)V2;
d’otin, =2/V/3.
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Finalement : 1, = 2/v/3.
Ceci prouve que l'inégalité d’'Hermite ne peut pas étre améliorée pour tout n = 2 puisque la
valeur (4/3)"~1/2 est atteinte pour n = 2.

I1I. - Cristalloides

1. Soit g un élément de O(£), ou Z est un réseau de E de Z-base e = (ey, ..., e,). Lapplication g est en-
tierement déterminée par la donnée des vecteurs g(ey),...,g(en).
Soit k € [[1,n]]. D’apres la question 11.3, B(0,||ex|]) N Z est de cardinal fini. Or g(ex) appartient a
B(0,|lexll) N2 (puisque g(ex) € Z et ||g(er)ll = llexll). I n'y a donc qu'un nombre fini a de vecteurs
n

g(ex) possibles. D’ol1 au total un nombre fini d’éléments g € O(%) possibles, inférieur a [ | a. Par
conséquent, O(Z) est de cardinal fini. =
2. o Supposons que G est Z-conjugué a ¥,.(I'). Alors il existe une matrice M € GL,(Z) telle que
MGM™! = y,(I'). Notons e’ la base de E telle que M soit la matrice de passage de e a ¢’. D’apreés la
question I1.1, ¢’ est une Z-base de %.
De plus, pour toute matrice P € M,(R),ona:
PeGoe MPM ey, ,I) <3gel, MPM™!=Mat(g,e)
< 3dgel,P=M"!xMat(g,e) x M =Mat(g,e')
S PeyyI)
Donc G=vy ().
o Réciproquement, supposons qu'il existe une Z-base ¢’ de % telle que G = v (I'). Notons M la ma-
trice de passagede ea ¢'.
Pour toute matrice P € M, (R),ona:
PeMGM ' o Pe My ,T)M! ©3gel,P=MxMat(g,e’)x M~! =Mat(g, e)
o Pey,)
Donc MGM™! = y,(I') : G et y,(I') sont Z-conjugués.
L'équivalence a prouver est ainsi établie.

3. ¢ Supposons que les deux cristalloides (%,T) et (%Z',T’) sont équivalents. Alors il existe u € GL(E) tel
que u(#) =R etulu™' =T".
Comme e est une base de E et que u est un isomorphisme, e = u(e) est une base de E. De plus :

n
u(z a;e;

i=1

R = u(R)

/Vi(—:{l,...,n},aiel}

n
=< aiel IViefl,...,n}a EZ}
i=1
donc e” est une Z-base de %'.
Posons G=v,.(I), G =y (") et G’ =y (I'). D’apres la question 2, G’ et G” sont Z-conjugués.
Notons U = Mat(u, e) : U est aussi la matrice de passage de ea e”.
Pour tout g’ € I”, il existe g € I tel que g’ = ugu~!, si bien que :
Mat(g’,e") = Mat(g’, u(e)) = U ™! x Mat(g’,e) x U = U™! x Mat(ugu™',e) x U = U"'U x Mat(g, e) x
U~'U = Mat(g,e).
Ainsi, pour toute matrice P € M, (R),on a:
PeG'o3dg el’,P=Mat(g',¢") ©3gel, P=Mat(g,e) © PeG.
Donc G” = G. Par conséquent, G = ¥, (') et G' =y (I') sont Z-conjugués.
» Réciproquement, supposons que G = ,(I') et G =y (I') sont Z-conjugués. Alors il existe
M € GLy(Z) vérifiant MGM ™ = G'.
Notons v € GL(E) tel que Mat(v,e) = M~ ! et e’ = v(e). " est une base de E et M € GL,(Z) est la
matrice de passage de e a ¢’ donc e” est une Z-base de %, d’apres la question I1.1.
Notons aussi M’ € GL,(R) la matrice de passage de e a e” et u € GL(E) 'automorphisme tel que
Mat(u, e”) = M’, sibien que ¢’ = u(e’).
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— D’une part : comme e” = v(e) est une base de E et que la matrice M~! de passage de e a e
appartient a GL,(Z), ¢” est une Z-base de Z (toujours d’apres la question II.1). Ainsi, comme
e’ = u(e") et que €” et ¢’ sont des Z-bases respectives des réseaux Z et Z', on a u(%) = #' (1).
— D’autre part, pourtout gel',ona:
Mat(ugu=',e') = Mat(ugu™', u(e”)) = M'"' xMat(ugu=",e")x M' = M'~' M'xMat(g, e")x M ' M’ =
Mat(g, ") = Mat(g, v(e)) = M x Mat(g,e) x M1,
Or Mat(g, e) € G, donc Mat(ugu~',e’) e MGM™' = G'. Ainsi ugu~! € I, ce qui prouve que
ulu=tcr’
On montre de la méme maniére que v 'T'ucT, dou I’ c ul'u™!.
Finalement: ul'u ' =T" (2).
Les relations (1) et (2) obtenues ci-dessus établissent que les cristalloides (%, T) et (%', T’) sont équi-
valents.

L'équivalence a prouver dans cette question est donc établie.

4. Montrons que v est injective et surjective.

 Considérons deux cristalloides (%Z,T) et (%',T") de E, de Z-bases respectives e et €. Supposons que
les classes d’équivalence de cristalloides de (%,T) et (%',1") aient la méme image par . Alors . ()
et ¥ (I'") sont Z-conjugués; donc, d’apres la question 3, (%,T) et (#',I") sont équivalents, c’est-a-
dire que leurs classes d’équivalence sont égales : ceci prouve I'injectivité de v.

« Considérons une classe d’équivalence de sous-groupe de GL,(Z) de représentant G'. Considérons
R” muni de sa base canonique e = (ey,..., e;,) etle réseau Z de Z-base e. Le groupe G’ s'identifie par
choix de la base e a un sous-groupe fini G de GL(R"). Les matrices des éléments de G dans la base
e étant des éléments de GL;(Z), les éléments de G stabilisent Z. Nous allons construire un produit
scalaire sur R” qui fait de G un sous-groupe du groupe orthogonal. Notons (.,.) le produit scalaire
usuel de R” et |G| le cardinal de G. La forme bilinéaire (.,.) définie pour tout couple (u, v) € (R")?

par
1
(wv)g=— ) (gu),gW)
Gl ¢c6

est clairement un produit scalaire sur R". De plus, si g’ € G, on a

1
' W), 8'We=—=>_ (g W), g )
Gl &

]' " "
—@g;(;(g (w),g" ()

=(u, V)G

Dongc, si I’'on munit R” du produit scalaire (.,.)g, le groupe G est un sous-groupe du groupe ortho-
gonal qui stabilise Z. Le couple (%, G) est donc un cristalloide de I’espace euclidien (R”, (.,.)g). Les
deux espaces euclidiens (R”, (.,.)¢) et E étant de méme dimension, il existe une isométrie
u:R" — E. Le couple (u(X), uGu™1) est alors clairement un cristalloide de E vérifiant
Wue(uGu™) = G'. Ceci montre la surjectivité de 'application .
Lapplication ¢ est donc une bijection de 'ensemble des classes d’équivalence de cristalloides de E
sur I'ensemble des classes de Z-conjugaison de sous-groupes finis de GL,(Z).

5. Le groupe diédral Dg est le groupe des isométries du plan euclidien conservant un hexagone régulier ;
c’estun sous-groupe de O(%;), ot Z; est le réseau de R? étudié a la question I1.5.e qui contient I’hexa-
gone régulier centré en |’origine 0 et de sommet le point de coordonnées (0, 1). En effet, le groupe Dg
est engendré par deux éléments, la rotation d’angle 7/3 et la symétrie de droite d’angle /6. On vérifie
que ces deux isométries sont dans €0 (%) par exemple en vérifiant que les matrices de ces isométries

1 0 1 -1
peut alors identifier Dg a un sous-groupe de 0(2;) (en fait on a égalité : une isométrie qui conserve

. . 1 -1 1 0
dans la Z-base e de la question II-5-e sont dans GL,(Z) : on a respectivement ( ) et ( ) .On
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2%, permute les six vecteurs de norme 1 de £, donc conserve '’hexagone). (%1, Dg) est donc un cris-
talloide de R? et y,(Dg) est un sous-groupe de GLy(Z). Le groupe diédral Dg est donc isomorphe 4 un
sous-groupe de GL;(Z).

IV. - Groupes libres quadratiques

1. Considérons une Z-base e = (ey,...,e,) de Z. Notons b(e;,e;) = p;,j/ q; j avec p; j A q;,j = 1. Notons
alors g le ppcm des g;,j (pour i et j variant dans I'ensemble {1,..., n}). Pour tout couple (x, y) € R,
onab(x,y) € %Z. Lensemble {b(x,x)%2 | x € % , b(x,x) > 0} est donc un sous-ensemble de \/LEN*'
D’autre part c’est un ensemble non vide. En effet, puisque p = 1, il existe un vecteur a de E tel que
b(a, a) > 0. Par continuité de la forme b, celle-ci est strictement positive sur une boule ouverte centrée
en a de rayon r > 0. Par équivalence des normes en dimension fini, on peut choisir la norme infinie
associée a la base e, et par homothétie, la forme b est strictement positive sur les boules centrée en
Aa et de rayon Ar. Sil'on choisi le réel A de maniere a avoir Ar > 1, la boule considérée contient un
élément du réseau 2. Lensemble {b(x,x)"? / x € Z, b(x,x) > 0} est donc un sous-ensemble non
vide de \%N*, il admet par conséquent un plus petit élément atteint en un vecteur v qui est non nul
puisque b(v, v) > 0. D’ou1 I'existence de v.

2. Puisque b(v, v) > 0larestriction de b ala droite < v > est non dégénérée. Nous avons donc une somme
directe, orthogonale au sens de b, E = W@ < v >. Par additivité de la signature, la signature de b’ est
(r-1,9).

3. Si p = n,'inégalité de Hermite-Minkovski devient I'inégalité de Hermite, démontrée dans la partie II.
Soit donc n =2 et 1 < p < n. Nous allons montrer I'inégalité par récurrence sur p. Pour simplifier les
notations, nous notons m = my(%), n la projection sur W parallelement a < v > et Z' = ().
 Supposons p = 1. La forme b’ est définie négative, donc —b’ est définie positive. Notons

m' = m_p(R'). D’aprés IV-1 il existe w' € Z' tel que —b'(w', w') = m'? et w € % tel que n(w) = w'.
Par conséquent, w = tv+ w’ et 'on peut choisir le réel ¢ pour avoir 1/2 < |t| < 1 (méme technique
qu'en I1-6). On a alors b(w, w) = t*m? + b(w', w') < m? car b(w', w') < 0. Par minimalité de m? on
en déduit b(w, w) <0, donc

2

?m?<-bw',w)=m"?

puis
m?14<m”?.

D’autre part, en appliquant I'inégalité de Hermite au réseau %’ avec le produit scalaire —b’ nous
obtenons l'inégalité
m”? < (413) D27, (gg"yl/ D),

Les deux inégalités précédentes combinées montrent alors que
m? < 4(4/3)D2p_, (gg"y VD),
Un raisonnement similaire a celui de la question II-6-b montre que
1Ay ()| = m?|A_y ().

On en déduit
m? < 4(4/3)212 =2 (=D A (gpy 11

soit encore apres simplification

ce qui est 'inégalité de Hermite-Minkovski dans le cas p = 1.

page 31



Agrégation externe de mathématiques Rapport du jury pour la session 2008

4.

 Supposons maintenant 1 < p < n et I'inégalité vérifiée a I'ordre p — 1. La forme b’ est de signature

(p—1,q) avec p—1= 1. Notons m' = my (#'). D’aprés IV-1 il existe w' € ' tel que b'(w', w') = m"
et w € Z tel que n(w) = w'. Par conséquent, w = tv + w' et 'on peut choisir le réel ¢ pour avoir
|t]<1/2.0na

b(w, w) = t*m* + b(w', w') = t*m* + m" > 0.

On en déduit par minimalité de m, b(w, w) = m?, soit encore
m? < t?m®+m? < m?/4+m"?,
d’ot1I'on déduit 3 m? < m". Par hypothese de récurrence on a
m? <371 (4/3)"7 | Ay ()N V.

On en déduit . )
m? < (4/3)3ﬁ(4/3)T|Ab,(9—g/)|1/(n—l).

Un raisonnement similaire a celui de la question II-6-b montre encore que
1Ap(@)| = m®| Ay (R)].

On en déduit np P
m? < (413)3771 (4/3)"2 mi1 Ay (@)Y 7Y,

Apres simplification on trouve exactement I'inégalité de Hermite-Minkovski a I'ordre p, ce qui
conclut la démonstration.

(a) Soit x € Z". 1l existe y € Z tel que my(%)?*n(y) = x, et 'on a my(#)?>y = tv+x ot t € R. En
appliquant b(., v) a cette égalité, on trouve my,(2)>b(y, v) = tb(v,v) (car b(v, x) = 0) soit encore
t = b(y, v) € Z. On déduit alors de x = my,(2)?y — tv que x appartient au réseau Z ce qui montre
I'inclusion Z"” < %. La forme b’ est restriction de la forme b qui est a valeurs entiéres sur % et
R < X, on en déduit que b’ est a valeurs entieres sur 2.

(b) On suppose le discriminant Ay (Z) fixé. D’apres la question IV-3 I'entier m(2) est borné donc
ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. On sait d’autre part que

IAL(R)| = mp(R)? | Ay (R,

et
1Ay (") = mp(R)* " VA (R = my(R)* "2 |AL(R)|.

On en déduit que le discriminant |A; (%")| ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs.

(a) Soit e = (ey,...,e,) une Z-base de ;. Dire qu’'un vecteur y € E appartient a € (%)) équivaut a
dire
Vie{l,...,n} bi(y,e)€eZ.

La forme b; étant non dégénérée, I'application ¥’ : x — b (., x) est un isomorphisme de E sur
son dual E*. Notons e;‘ = b1 (., e;). La famille (e7, ..., ey,) est une base de E*. L'application

¥ :x — (ef (x),...,e,(x)) est un isomorphisme entre les espaces vectoriels E et R”. Notons 2"
le réseau de R" de Z-base la base canonique (cy,...,c;) de R". Lensemble ¥ (%) est 'image
réciproque de Z* par v, c’est donc un réseau de E de Z-base (¢! (c1),..., ' (cp)) (c'estla base
antéduale de la base (e;‘, ...,€)). On remarque que #; € € (%,)).

Si %, est une extension de %, la forme b; étant a valeurs entiéres sur &%, on a pour tout x € %,
ettoutie({l,...,n}, by (x, e;) € Z. Cela montre que (Z%2) € R*, soit By < € (R#).

(b) Soit e = (ey,...,e,) une Z-base de %£,. Tout élément de € (%,)/ % admet un unique représen-
tant dans € (%) de la forme Y7 | x;e; ou les réels x; appartiennent a I'intervalle [0, 1[. Le pavé
construit sur la famille e est un ensemble borné de E, donc d’aprés la question I1-3 ne contient
qu'un nombre fini d’éléments de € (2;). Donc le cardinal du groupe quotient € (%,)/%; est
fini.
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6. On démontre le théoréme par récurrence sur n. Quitte a prendre la forme —b, on se ramene au cas

7.

p=1
» Sin=1,laforme b est donnée par une matrice a un coefficient dans une base quelconque, donc est

fixée par le choix du discriminant : il n’y a qu'une classe d’équivalence de groupe libre quadratique
de rang 1 et de discriminant fixé.

Supposons le théoréme vérifié a I'ordre n — 1 et démontrons-le a ’ordre 7. Fixons le discriminant
A et considérons un groupe (£, b) de rang n et de discriminant A. D’apres la question IV-3, il n'y a
qu'un nombre fini de possibilités pour m;(Z£). Donc le groupe libre quadratique G, derang 1, de Z-
base (v), et de forme larestriction de b a < v > appartient a un nombre fini de classes d’équivalence.
Le groupe libre quadratique G, = (2”,b’) est de rang n —1 et son discriminant ne peut prendre
qu'un nombre fini de valeurs d’apres la question IV-4-b. Par hypothese de récurrence, ce groupe
n’'appartient qu’a un nombre fini de classes d’équivalence. Le groupe libre quadratique Gz obtenu
par somme directe de G; et G, n'appartient donc qu’'a un nombre fini de classes d’équivalence.
D’apres la question IV-4-a, le groupe (£, b) est une extension de Gs et d’apres la question IV-5, iln'y
a qu'un nombre fini d’extensions d'un groupe libre quadratique. Cela conclut la démonstration du
théoréeme.

(a) Soit e la base canonique de R? et le groupe libre quadratique G = (%, b) tel que e est une Z-base

1
de Z et la matrice de b dans e est ( 0 ) Ce groupe est bien un groupe libre quadratique de

-2
rang 2 et de dicriminant —2 et nous allons montrer que tout groupe libre quadratique de rang 2
et de discriminant —2 est équivalent a celui-ci.. Soit (%, b) un groupe libre quadratique de rang
2 et de discriminant —2. Le discriminant étant strictement négatif, la signature de la forme b est
(1,1). D’apres la question IV-3, on a mb(QZ)z < 3Y2(4/3)1/221/2 = 2\/2 < 3. D’apres la question
IV-1, il existe un vecteur v € 2 vérifiant b(v, v) = my,(%2)?, donc étant obligatoirement primitif
par minimalité de m,(2) et vérifiant b(v, v) € {1,2}.

e Supposons b(v, v) = 1. Le vecteur v étant primitif, on peut le compléter en une Z-base (v, e;)

de #. La matrice de b dans cette base est de la forme (; a) . Considérons la famille

B

e’ = (v,—av+ep). C'est une Z-base de Z car la matrice de passage appartient a GL,(Z) et dans

1
cette base la forme b a pour matrice ( 0 —2

» Supposons b(v, v) = 2. Le vecteur v étant primitif, on peut le compléter en une Z-base (v, e;)

) . Le groupe est équivalenta G

2
de #. La matrice de b dans cette base est de la forme ((x a) avec 23 — a® = —2. Considérons

p

la famille ¢’ = (v, e, — tv) ol 'entier ¢ est choisi de maniére a ce que a —21 € {0,1}. La famille ¢’

est une Z-base de Z car la matrice de passage appartient a GL,(Z) et dans cette base la forme
/

a
ﬁ/
vecteur v’ = e — e, vérifie alors b(v', 1) = 1 ce qui contredit I'hypothese faite sur m;,(%). Ce
cas est impossible.

b a pour matrice (a’ ) avec a' € {0,1} et 28’ — a’?> = —2. Cela impose o’ =0 et f’ = —1. Le

(b) Soit e la base canonique de R? et les groupes libres quadratiques G; = (%, b;) tel que e est une
1 1
Z-base de £, la matrice de b; dans e est ( 0 _01) et la matrice de b, dans e est ((1) 0). Ces

groupes sont bien des groupes libres quadratiques de rang 2 et de discriminant —1. IIs ne sont
pas équivalents car la forme b, ne prend que des valeurs paires alors que la forme b; prend des
valeurs impaires. Nous allons montrer que tout groupe libre quadratique de rang 2 et de discri-
minant —1 est équivalent a 'un de ces deux groupes.

Soit (Z, b) un groupe libre quadratique de rang 2 et de discriminant —1. Le discriminant étant
strictement négatif, la signature de la forme b est (1,1). D’aprés la question IV-3, on a

mb(g%’)2 < 3Y2(4/3)11211/2 = 2, D’apres la question IV-1, il existe un vecteur v € & vérifiant
b(v, v) = my,(%)?, donc étant obligatoirement primitif par minimalité de my,(2) et vérifiant
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b(v,v) € {1,2}.
» Supposons b(v,v) = 1. Le vecteur v étant primitif, on peut le compléter en une Z-base (v, e;)

de Z. La matrice de b dans cette base est de la forme (clr a) . Considérons la famille

B

e = (v,—av+ep). C'est une Z-base de Z car la matrice de passage appartient a GL,(Z) et dans

1
cette base la forme b a pour matrice ( 0 -1

» Supposons b(v, v) = 2. Le vecteur v étant primitif, on peut le compléter en une Z-base (v, e»)

) . Le groupe est équivalent a Gy

2
de Z. La matrice de b dans cette base est de la forme (a a) avec 28 — a® = —1. Considérons

p

la famille e’ = (v, e, — tv) ot I'entier ¢ est choisi de maniere a ce que a —2t € {0, 1}. La famille ¢/

est une Z-base de £ car la matrice de passage appartient a GL,(Z) et dans cette base la forme
!/

g,) avec a’ € {0,1} et 28’ — a’?> = —1. Cela impose a’ = 1 et ' = 0. Soit

alors la famille e = (e} — €}, €}). C’est une Z-base de Z car la matrice de passage appartient a

b a pour matrice ( ,
a

. 01 P N
GL,(Z) et dans cette base la forme b a pour matrice ( ) . Le groupe est donc équivalent a

1 0
Go.
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3.3 Rapport sur I’épreuve écrite de mathématiques générales

Rapport des correcteurs
Remarques sur le probléme

Lidée directrice du probleme de mathématiques générales est un beau théoreme de finitude sur les classes
d’équivalence de groupes libres quadratiques. La démonstration s’appuie sur I'inégalité de Hermite-Minkovski,
généralisation au cas quadratique de I'inégalité de Hermite. La premiere partie est centrée sur ’étude des
sous-groupe finis de GL,(Z) et avait pour but principal de tester les capacités des candidats sur différents
points du programme : algébre linéaire, arithmétique de Z et K[X], groupes,... La deuxieme partie intro-
duit les réseaux en démontrant quelques résultats classiques (en particulier I'existence de bases réduites)
et en préparant la partie IV par la démonstration de I'inégalité de Hermite. La partie III met en oeuvre des
techniques différentes du reste du probléeme en ouvrant une parenthese sur la cristallographie, toujours
dans le souci de permettre aux candidats de mettre en valeur leurs capacités. La partie IV démontre enfin
I'inégalité de Hermite-Minkovski puis le théoréeme de finitude. On y combine dans une méme structure les
notions, souvent peu familiéres aux candidats, de réseaux et de formes quadratiques. Les candidats souhai-
tant approfondir les notions développées dans le probleme pourront, par exemple, consulter 'ouvrage de
J.M. Arnaudies et J. Bertin, Groupes, algebres et géométrie T2, ot ils trouveront de nombreux exemples et
développements ainsi qu'une bibliographie détaillée.

Remarques générales sur les copies

La plupart des remarques des années précédentes restent valables et peuvent étre lues avec profit par les
candidats. Nous développerons cependant les points qui nous semblent plus particulierement utiles pour
les futurs candidats.

La clarté, la rigueur, la précision et la concision de la rédaction sont des éléments importants d’appréciation
des copies. De nombreux candidats perdent des points précieux dans les questions les plus accessibles du
probléme par des défauts de rédaction. Une premiére catégorie de défauts consiste en des démonstrations
qui, bien que mathématiquement justes, sont maladroites, confuses, excessivement longues par multipli-
cation inutiles des disjonctions de cas, utilisent des notations ou des notions qui ne font pas parties de
I’énoncé et que le candidat n’a pas cru bon de définir (ou de définir avec précision),... Une deuxieme caté-
gorie de défauts, nettement plus graves et donc fortement sanctionnés, consiste en des démonstrations ol
manquent un ou plusieurs éléments essentiels dans I’enchainement logique des arguments de la preuve :
non initialisation d'une récurrence, utilisation du binéme de Newton dans un anneau non commutatif sans
préciser que les éléments considérés commutent, oubli d'un argument crucial d’irréductibilité ou de non
dégénérescence,... Il faut que les futurs candidats soient persuadés qu'’ils ne perdront pas de temps ni de
points, bien au contraire, en proposant une rédaction compléte et rigoureuse des questions qu’ils auront
résolues (tout en sachant rester concis...).

Il est par ailleurs indispensable que les candidats vérifient lors de leur préparation du concours qu’ils mai-
trisent les bases de chaque chapitre du programme de I'agrégation et qu’ils savent mettre en oeuvre les
théorémes étudiés dans des situations concretes de difficulté raisonnable : ce qui fait le plus souvent défaut
aux candidats est moins la connaissance de résultats théoriques que leur assimilation par la pratique. C’est
un entrainement extrémement profitable pour la préparation des épreuves écrites et orales.

D’autre part, les problémes d’agrégation sont volontairement de difficulté progressive et découpés en par-
ties largement indépendantes pour permettre aux candidats de mettre en valeur leurs capacités. Si le gra-
pillage est déconseillé, il est tout a fait possible qu'un candidat se sente peu a I'aise sur les notions dévelop-
pées dans une partie ou soit bloqué apres une recherche sérieuse, lorsque la difficulté devient trop élevée.
Le candidat a alors tout intérét soit a regarder si les dernieres questions de la partie, qui consistent sou-
vent en une mise en application des résultats théoriques de la partie sur un exemple et sont abordables
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en admettant les résultats en question, lui semblent accessibles, soit a regarder si il se sent plus habile sur
les parties suivantes : malgré la progressivité du probléme, les premieres questions des parties sont a priori
toujours de difficulté mesurée et peuvent étre I'occasion pour un candidat de montrer ses capacités.

Signalons enfin qu'une copie a traité tout le probleme parfaitement mais que la grande majorité des candi-
dats n’a abordé de maniere sérieuse que les parties I et I qui ont donc été les parties discriminantes.

Remarques sur les questions

I.1. La plupart des candidats ont traité cette question, avec pour nombre d’entre eux une rédaction qui
mangque de rigueur. Dans le cas d'un raisonnement par récurrence, la récurrence n’est pas toujours initiali-
sée ou le passage de n a n+ 1 n'est pas clairement explicité. De méme la méthode consistant a développer
le déterminant donnant le polyndme caractéristique par rapport a la derniére colonne a souvent été sanc-
tionnée par manque, parfois total, de détails sur les calculs menés.

I.2.a. La question a été particulierement discriminante. Il suffisait de remarquer qu'une valeur propre d’'un
endomorphisme est racine d'un polyn6me annulateur de cet endomorphisme. De nombreuses erreurs por-
tant sur les liens entre polyndme caractéristique, polynome annulateur et polyndme minimal annulateur
d’'un endomomorphisme ont été relevées, la plus fréquente consistant a affirmer que le polynéme Cy(X)
était un diviseur de X" — 1.

I.2.b-c. Les deux questions ont été traitées par la plupart des copies, avec un réel effort de rédaction. Les
solutions proposées manquaient souvent de concision.

I.2.d. La question n’'a été traité correctement que tres rarement, les candidats n’utilisant pas (ou mal) I'irré-
ductibilité des polyndmes cyclotomiques et ayant des difficultés avec la notion de racine multiple.

I.2.e. Les solutions proposées par les candidats sont souvent longues ou incompletes faute d’avoir remarqué
que la matrice M était diagonalisable.

I.2.f. De nombreuses copies donnent une matrice d’ordre 6. Il était attendu une justification du fait que la
matrice proposée était bien d’ordre 6. Rappelons que la vérification M® = I, prouve uniquement que I’ordre
de M est un diviseur de 6.

I.3.b. Question plut6ot bien traitée mis a part la difficulté technique qui imposait p > 2 qui n’a été traitée que
de maniere rarissime.

I.3.c. Dans cette question qui consistait essentiellement a réutiliser les deux questions précédentes, la ré-
daction manquait généralement de rigueur, ce qui a été sanctionné.

I.5.a. Il était attendu une justification pour le cardinal de GL; (Fs).
I.5.b. La question n’a été traitée correctement que trés rarement.

II.1. La question a été abordée dans la plupart des copies, la totalité des vérifications nécessaires n’étant
que rarement faites.

I1.2. Lerreur la plus fréquente a été de donner comme formule de changement de base P! MP.

II.3. La question a souvent été mal traitée. De nombreux candidats n'ont tenté de résoudre la question
que dans un cas de norme particuliere. D’autre ont voulu utiliser le fait que le réseau & était discret, sans
démontrer cette propriété et en ne 'utilisant pas toujours a bon escient (rappelons en particulier que I'in-
tersection d’'un compact et d'un ensemble discret de R” n’est pas obligatoirement un ensemble fini).

IL.5.b. 1l était suffisant de se ramener a la question 4.

I1.5.d. La rédaction a été particulierement discriminante dans cette question : il était nécessaire d’expliciter
clairement le raisonnement par récurrence.

IL.5.e. Seules les rares copies ou étaient effectuées avec rigueur toutes les vérifications ont obtenues la tota-
lité des points.

I1.6.d. La question, délicate, n’a été que trés rarement traitée.
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I1.7. Les deux questions ont souvent été abordées. Un nombre non négligeable de candidats perdent des
points par manque de rigueur dans la rédaction ou mauvaise gestion des inégalités.

III.1. La question a été traitée par un nombre trop restreint de candidats au vu de sa difficulté, I'argument
essentiel consistant a utiliser I1.3.

II1.2-3-4. Les questions 2-3-4 ont souvent donné lieu a une rédaction confuse. La principale difficulté consis-
tait a comprendre la nature des objets manipulés.

II1.5. La question 5 n’a été que trés rarement abordée alors qu’elle proposait une application des résultats
précédents, indépendante de leur démonstration. Elle devait permettre aux candidats de mettre en valeur
leur connaissance du groupe diédral.

IV. La partie IV n’a été abordée que par une poignée d’excellents candidats. Les questions traitées sont alors
le plus souvent tres bien rédigées. Il est a remarquer que plusieurs questions de cette partie étaient de diffi-
culté raisonnable et auraient pu étre abordées par un nombre non négligeable de candidats.
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