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3.2 Rapport sur I’épreuve écrite de mathématiques générales

3.2.1 Sur la thématique du probléme

BREVE HISTOIRE DE LA THEORIE DES MATRICES TOTALEMENT POSITIVES

L’étude des matrices totalement positives (TP en abrégé) commence dans les années 1930.

D’un coté, Schoenberg, motivé par des problémes d’estimation du nombre des zéros réels d’un polynéme
et par la régle des signes de Descartes, étudie les matrices A € ., (R) ayant la propriété de « diminution
de la variation » [So| : on demande que pour tout vecteur x € R" d’image y = Ax, le nombre de
changements de signe dans la suite finie y = (y1,...,¥yn) soit inférieur au nombre de changements
de signe dans la suite x = (x1,...,2,). Schoenberg observe que toute matrice TP a la propriété
de diminution de la variation. On peut en fait compléter cet énoncé de facon & caractériser ainsi
les matrices TP ; voir [P], ch. 3 pour I’énoncé précis. (Le lien avec les problémes de zéros réels des
polynémes vient de ce que si (z1,...,2y) et (ag,...,a,) sont des suites strictement croissantes de réels
strictement positifs, alors la matrice B = (b; ;) de coefficients b; ; = x? est TP ; c’est une conséquence
de la question 1.3 du probléme.)

D’un autre c6té, Gantmacher et Krein s’intéressent aux propriétés oscillatoires des systémes mécaniques
couplés. Mathématiquement, cela se traduit par des équations différentielles ordinaires avec conditions
aux limites (probléme de Sturm-Liouville), et se raméne & ’étude des vecteurs propres de 'opérateur
intégral de noyau donné par la fonction de Green G(zx,y) du probléme. Sous certaines conditions,
cette fonction de Green a la propriété de stricte totale positivité : pour tout & > 1 et tous k-uplets

(x1,...,2K) et (y1,...,yx) strictement croissants de réels, on a
G(zi,y1) .. G(x1,y%)
: : > 0.
Gk ) - Glagyw)

Genéralisant le théoréme de Perron-Frobenius, Gantmacher et Krein montrent dans [GK1], [GK2] que
si une matrice A € ., (R) est strictement positive (c¢’est-a-dire si tous les mineurs de A sont strictement
positifs), alors les valeurs propres de A sont réelles, simples, et strictement positives; on dispose en
outre d’informations sur le nombre de changements de signe des coordonnées des vecteurs propres.

Aujourd’hui, la théorie des matrices TP a des applications en combinatoire, en théorie des groupes
de Lie, en probabilités (processus stochastiques de type diffusion linéaire), en théorie de 'approxima-
tion (fonctions splines), en statistiques (procédures de décision et tests), en théorie de la fiabilite, en
économie mathématique, ...; voir notamment |[GM], [K], [Li|, [P], [Su].

ASPECTS TRAITES DANS LE PROBLEME

Le probléme regardait trois aspects de la théorie des matrices TP.

Le premier est un théoréme d’A. Whitney : ’ensemble des matrices TP est ’adhérence de ’ensemble
des matrices strictement totalement positives. La question 1.4 (d) proposait d’établir ce fait quand
on se restreignait au cas des matrices inversibles. On trouvera une démonstration du cas général dans
[P], §2.2. En utilisant ce résultat et la continuité des valeurs propres d’une matrice en fonction de ses
coefficients, on en déduit que les valeurs propres d’une matrice carrée TP sont des réels positifs.

Le second point abordé dans le probléme est la factorisation des matrices TP inversibles. L’inégalité
établie dans la question 2.3 (que l'on trouve par exemple dans [K], p. 88) implique que les mineurs
principaux d’une matrice TP inversible sont tous strictement positifs ; invoquant le théoréme D, on en
déduit qu'une matrice TP inversible admet une factorisation A = LDU. Les coefficients des matrices
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L, D et U sont alors positifs, car ils sont donnés par les formules

I (W STO N 165D
! Ap )1 (A)

A i-1]og) (A)
A i (4)

A, (A) .
Api—ap,,i-17(4)

Mieux : les matrices L, D et U sont en fait totalement positives, voir [C|. Avec la notation yx(a)
introduite dans la partie 5.1 du probléme, on peut en outre montrer que la matrice L s’écrit comme
un produit yg, (a1) - yky(an), avec N € N, (k1,...,kx) € [L,n — 1]V et (a1,...,an) € (Ry)Y.
Ce résultat est appelé théoreme de Loewner-Whitney [Lo|, [W]. On trouvera dans [FZ] un argument
prouvant simultanément tous ces résultats.

(pour i > j),

Ujj = (pour i < j),

di; =

Le troisiéme et dernier aspect concerne la structure de I’ensemble W des matrices TP unitriangulaires
inférieures de taille n x n. Cet ensemble n’est pas une sous-variété de l'espace affine des matrices
unitriangulaire inférieures ; par exemple pour n = 2, on a

w{(2 %) [oew.

tandis que R, n’est pas une sous-varié¢té de R. L’ensemble W est toutefois semi-algébrique réel (défini
par des inégalités faisant intervenir des fonctions polynomiales). On sait qu’on peut alors en construire
une stratification, autrement dit, on peut décomposer W comme une union disjointe de sous-variétés
convenablement positionnées les unes par rapport aux autres. Dans [Lu|, Lusztig obtient explicitement
une telle stratification en intersectant W avec les cellules de Bruhat C(o). Plus précisément, chaque
intersection W (o) = W n C(0) est une sous-variété de dimension N(o), et on a

W(o) = W(p).

pESH
pso

La partie 6 du probléme avait pour ambition de faire un premier pas en direction de ces résultats.
Avant cela, il convenait de prouver la décomposition de Bruhat

GL,(R) = U C(o) (union disjointe),
o€ESy
ou C(o) = BP,B (voir 'énoncé, partie 5, pour les notations). Ce résultat classique est relie a la

décomposition LU : ’ensemble des matrices inversibles admettant une décomposition LU est I’ensemble
P,, C(0¢) (question 5.1).

La décomposition de Bruhat et I’étude de ses propriétés occupaient les parties 3 & 5 du probléme.
A une approche calculatoire et algorithmique basée sur des opérations élémentaires sur les matrices,
nous avons préféré un point de vue plus géométrique, basée sur la position relative de deux drapeaux
dans un espace vectoriel E de dimension finie n. Dans la partie 3, on démontrait que les orbites de
GL(FE) sur 'ensemble des couples de drapeaux sont paramétrées par le groupe symétrique S,,. Dans la
partie 4, on rappelait que S, était engendré par 'ensemble de transpositions

T={(Gi+1)]ie[l,n—1]}

et on étudiait les « écritures réduites » d’une permutation o donnée, ¢’est-a-dire les mots (¢1,to,...,t7) €
T* de longueur ¢ minimale tels que o = t; oty 0 --- o ty; la question 4.5 est la condition d’échange
de Matsumoto [M]. Dans la partie 5, on établissait enfin la décomposition de Bruhat (question 5.3),
puis, aprés les délicates questions 5.6 et 5.7, on parvenait & une description compléte et explicite de
l’adhérence des cellules C(o) (question 5.9).
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3.2.2 Commentaires sur les réponses des candidats

QUESTIONS DE COURS ET AUTRES RESULTATS CLASSIQUES

Ces deux questions, placées en téte du sujet, et de ce fait bien mises en évidence, avaient valeur de
test.

Théoréme A

La démonstration de ce résultat reléve du programme de premiére année de licence, alors que l'agré-
gation est un concours réservé aux titulaires d’un master. Il est dés lors plutét inquiétant de constater
que seulement 15% des candidats parviennent & une solution satisfaisante.

Cette question a révélé de graves lacunes en algébre linéaire, qui sont incompréhensibles & ce niveau
de qualification. De nombreux candidats n’ont pas peur d’envisager le cas ou (avec les notations de
I’énoncé) U'intersection F' N G serait vide ; d’autres écrivent sans vergogne dim(F\(F n G)) = dim F —
dim(F n G) sans voir que F\(F n G) n’est pas un espace vectoriel ; d’autres enfin pensent que d’une
base d’un espace vectoriel, on peut extraire une base de chacun de ses sous-espaces vectoriels.

Théoréme B
Cette question, plus calculatoire, a été mieux réussie que la précédente. Un grand nombre de candidats
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ont observé que le résultat pouvait étre obtenu par récurrence sur la taille de la matrice en développant
selon la premiére ligne ou la premiére colonne de la matrice. Les correcteurs ont été attentifs & la clarté
et & la précision de la rédaction, et au fait que 'argument présenté était complet.

PROBLEME

1.1
(b)

(d)

1.2

Cette question a causé bien des soucis aux candidats. Bien peu savent que le produit cartésien
[1,n]* est 'ensemble des applications de [1,%] dans [1,n]. Quoi qu’il en soit, on attendait ici
surtout des candidats qu’ils utilisent & bon escient I’hypothése que f est alternée.

Plusieurs candidats écrivent
f(Xa(l)a B Xo(n)) = (_1>sgn(a)f<X1’ <o 7Xn>

sans observer que (—1)*®%%) vaut toujours —1 puisque sgn(c) vaut +1. Autrement dit : les
candidats utilisant des notations inhabituelles sont invités & préciser clairement les conventions
qu’ils utilisent.

La plupart des candidats ont affirmé que l'ensemble des mineurs d’une matrice est égal a
I’ensemble des mineurs de sa transposée, mais relativement peu ont su prouver la formule
Ary(*(A) = Aj1(A) sans s’embrouiller dans les indices.

De nombreux candidats ont senti que les mineurs de la matrice identité valent tous 0 ou 1.
Le baréme n’a toutefois récompensé que les candidats qui ont su donner une démonstration
convaincante de ce fait.

On attendait ici un contre-exemple explicite, sans erreur dans le calcul de l'inverse.

Plusieurs candidats ont confondu lemme de Rolle et théoréme des valeurs intermédiaires.

Il fallait ici faire voir qu'a A € ¢4§ donnée, pour tout k € [1,n] et tout H € Py(n), il existe
I e P(n) tel que A (A) # 0. Beaucoup de candidats (mais pas tous) formulent convenable-
ment cette premiére étape dans le raisonnement. En revanche, trés peu nombreux sont ceux qui
parviennent & une solution correcte : le jury attendait un argument plus précis que la simple
affirmation du fait que cette propriété découlait de l'inversibilité de A.

Curieusement, cette question n’a été traitée correctement que par une minorité de copies.

Une bonne proportion des candidats abordant cette question se bornent & avancer des arguments
qui n’établissent que l'inclusion ¥, < ¢}.

Pour traiter cette question trés facile, plusieurs candidats ont été tentés d’appliquer le théoréme D,
sans s’apercevoir que les hypothéses dudit théoréme n’étaient pas satisfaites.

Cette question a révélé le manque de soin de bien des candidats.

Cette premiére question difficile du probléme n’a presque jamais été traitée de fagon satisfaisante.
Les candidats qui ont invoqué un argument de densité mais qui, ce faisant, se sont implicitement
placés dans le cas K = R, ont été récompensés de fagon marginale.
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2.3

(a) Les correcteurs se sont ici attachés a controler la logique du raisonnement suivi.

3.2

a) Lanotation 1;py est employée par plusieurs candidats pour désigner 1 si la propriété P est vraie et
(P} ployée par p P g prop
0 si P est fausse. Cette notation saugrenue, qui ne jouit d’aucune reconnaissance internationale,
mériterait d’étre définie par ses utilisateurs.

(c) L’existence de o n’a été correctement établie que dans une minorité de copies. Il fallait expliquer
clairement pourquoi la matrice P = (p; ;) de coefficients

Dij = 0ij — 0ij—1— 0i—1j + 0i—1,j-1

est une matrice de permutation.

3.3 Cette question a permis de distinguer les candidats ayant compris la définition d’une action de
groupe.

3.4
(b) Avec les notations de ’énoncé, il s’agissait d’établir que pour tout (i, ) € [1,n]?, le sous-espace
(Fy n Gj—1) + (Fi—1 n Gj) est de codimension au plus 1 dans F; n G;. Seule une poignée de
candidats ont su établir ce résultat, les autres se contentant d’un discours approximatif sans
valeur probante. Les correcteurs ont été ici particuliérement vigilants.

4.1 Les candidats se sont souvent bornés & indiquer la permutation réalisant le maximum de la
fonction N, mais n’ont hélas pas toujours justifié leur réponse. Il fallait également expliquer pourquoi
N n’atteignait son maximum qu’en cette permutation.

4.2

(a) Pour noter cette question, les correcteurs ont apprécié la clarté et le caractére complet de la
discussion. Les rédactions embrouillées et le manque de soin ont été pénalisés.

(a) Les candidats pouvaient bien str supposer connu le fait que S, soit engendré par les transposi-
tions.

(b) Les quelques copies qui abordent cette question tentent de prouver les deux assertions au sein
d’une méme récurrence, ce qui n’est pas possible.

5.1 Cette question pourtant classique n’a quasiment jamais été traitée.

(a) La justification du caractére antisymétrique de la relation < n’est satisfaisante que dans un
cinquiéme des copies traitant cette question.

(a) Les correcteurs n’apprécient pas les tentatives de grapillage de point. Il avait été clairement
annoncé que les questions de la partie 6 étaient destinées aux candidats ayant abordé de fagon
satisfaisante les parties 1 et 5.
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3.3 Corrigé de I’épreuve de mathématiques générales

3.3.0 QUESTIONS DE COURS ET AUTRES RESULTATS CLASSIQUES

Preuve du théoréme A.

Posons H = F'x G et contemplons 'application linéaire u : (x,y) — x+y de H dans E. Son image est le
sous-espace vectoriel F'+@G. Son noyau est 'image de 'application linéaire v : x — (x, —z) de FnG dans
H, laquelle est injective. Le théoréme A s’obtient alors en combinant 1’égalité dim H = dim F' 4+ dim G
et le théoréme du rang :

dim(F + G) = dim(imu) = dim H — dim(keru) = dim H — dim(imv) = dim H — dim(F n G).

On peut aussi prouver le théoréme A en considérant des sous-espaces vectoriels F’ et G’ supplémentaires
de FFnG dans F' et G, respectivement, et en vérifiant que I’application somme induit un isomorphisme
entre (FnG)x F' x G et F+G.

Preuve du théoréme B.
Une matrice et sa transposée ayant méme déterminant, nous nous bornerons 4 traiter le cas de

B | C
A= .
(5 7)
Soit n le nombre de lignes de A, soit k le nombre de lignes de B, et soit K le corps auquel les coefficients
de A appartiennent. Notons [ et I,,_j les matrices identités d’ordre k et n — k, respectivement.

I | C
0 I[nfk

a pour déterminant 1, car nous pouvons la ramener a la matrice identité en retranchant de chacune de
ses (n — k) derniéres colonnes une combinaison linéaire judicieuse des k premiéres.

La matrice

Soit @ : ) (K) — K l'application donnée par

X 0
®: X — det < 0 [T, . >

Manifestement, ®(X) est multilinéaire alternée en les vecteurs colonnes de X, donc ® est proportion-
nelle au déterminant. Le coefficient de proportionnalité est égal & ®(I;) = 1, d’ou ®(X) = det X. Nous

obtenons donc que
B 0
= B.
det < 0L, > det

On montre de la méme maniére que

I, | O B
det(o F>—detF.

Le résultat désiré s’obtient alors & partir de I’égalité

A (T |0 I, | C B| 0
~\0|F 0 | Lk 0 | Tn—s

par multiplicativité du déterminant.

D’autres méthodes sont bien siir possibles : on peut utiliser la formule exprimant le déterminant comme
une somme alternée sur le groupe symétrique S,, et observer que les permutations o € S, contribuant
effectivement & la somme stabilisent [1,k] et [k + 1,n], ou bien on peut développer le déterminant
selon la premiére colonne et raisonner par récurrence.
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3.3.1 MATRICES TOTALEMENT POSITIVES

1.1
(a)

Par définition du produit matriciel, on a

n
Chj = ), an,ibiy
i=1

pour tout (h,7) € [1,m] x [1,p]. Portant notre attention sur les lignes hj, ..., hix et prenant
J = Jp, cela donne

n
Y, = big,Xi
i=1
pour tout p € [1, k].

Substituant cette expression dans f(Y1,...,Y%) et utilisant la k-linéarité de f, on obtient

n n
f(, ... Y) = Z Z birgr * iy i f(Xh?""Xik)
=1 =1

= D beabema Xy Xow),
ei[LA L]

le lien entre les deux lignes consistant & voir une famille (i1, . .., 4;) € [1,n]* comme une applica-
tion ¢ : [1,k] — [1,n]. L'expression proposée dans le sujet découle directement de celle obtenue
ci-dessus, compte tenu du caractére alterné de f.

Chaque application injective ¢ : [1,k] — [1,n] s’écrit de fagon unique sous la forme ¢ o o, ou
o€ Sk et ou ¢ : [1,k] — [1,n] est une application strictement croissante. En outre, la donnée
d’une telle application 1 est équivalente a celle de son image I = {w(l), e ,w(kr)}. Concrétement,
si on appelle iy, ..., i les éléments de I rangés dans 'ordre croissant, alors pour tout p € [[1, k],
on a ¢(p) = ip et o(p) = P(a(p)) = is(p)-

La formule désirée se déduit de celle obtenue dans la question précédente en remplacant la
sommation sur ¢ par une sommation sur (I,0) € P(n) x Sk.

Prenons pour f le déterminant dans la base standard de E. Alors f(Y1,...,Ys) = Ags(C).
Prenons I € & (n) et appelons iy, ..., ix les éléments de I, rangés dans 1’ordre croissant. Utilisant
I’antisymétrie de f, on trouve

f(Xigay s Xiggy) = sgnlo) f(Xi,...,X;,) =sgn(o) Ap,(A4).
La question (¢) donne alors
fV,.Y) = Z Apr(A) ( Z sgn(o) biu(l)mjl T bio(k)ajk) :
Ie,@k(n) €Sk

L’expression entre parenthéses est une définition possible du mineur

bi17j1 “ .. bi17jk
AI,J(B) = E .'. E 9
bivgi -+ Digjy

d’ot1 1a formule de Binet-Cauchy.
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1.2
(a)

(b)

1.3

Les coefficients d’'une matrice sont ses mineurs d’ordre 1. Par suite, les coefficients d’une matrice
TP sont positifs.

Soit A = (a; ;) une matrice de taille n x n. Notons A la transposée de A. Soit k € [1,n] et soit
(I,J) € P(n)% Notons iy, ..., i}, (respectivement, j1, ..., ji) les éléments de I (respectivement, .J),
rangés par ordre croissant. Alors

ajl’il N ajw-l ajh“ N ajhik

Arg(tA) =] . =] [ =Au(A),

b
Ajryig -+ Qg Ajryiz -+ Qi
puisqu’une matrice carrée et sa transposée ont méme déterminant. Ainsi chaque mineur de ‘A
est un mineur de A. Par suite, 'A est TP dés que A est TP.

Soit un entier n > 1, soit I, la matrice identité dans ., (R), soit k € [1, n], et soit (I, J) € Pk(n).
Si I = J, alors Ay j(I,) est le déterminant de la matrice identité de taille k£ x k, donc vaut 1.
Sinon, c’est que I & J, puisque [ et J ont méme cardinal ; si on écrit i1, ..., iy, les éléments de |
rangés dans l'ordre croissant, alors on peut trouver r € [1, k] tel que i, ¢ J, ce qui montre que
Ag j(I,) est nul, puisque la r-iéme ligne de la matrice dont il est le déterminant est nulle. Dans
les deux cas, Ay j(I,) > 0, ce qu'il fallait démontrer.

Soient A et B deux matrices carrées de méme taille. La formule de Binet-Cauchy exprime chaque
mineur de AB comme une somme de produits de mineurs de A et de B. Par suite, les mineurs
de ADB sont positifs dés que les mineurs de A et B le sont.

. . : . 10
On vérifie sans peine que les mineurs de la matrice ( 1 1) sont tous égaux a 1 ou & 0; cette

. . 1 0 .
matrice est donc TP. Par contre, son inverse (_ 1 1) n’est pas TP, car un de ses mineurs

vaut —1.

Soit (H,,) la proposition : « Soit (b1,...,by) € €, et soit (A1,...,A,) € R™. Si la fonction
(R SR, x> M4 )\neb”x>

s’annule en n points distincts de R, alors A\ =--- =\, = 0. »

Certainement, (Hp) est vraie, car la fonction exponentielle ne s’annule pas. Soit n > 2, supposons
(H,—1) vraie, et prouvons (H,).
A cette fin, prenons (by,...,b,) € €, et (A1,..., ) € R?, et supposons que la fonction

<R SR, x> A" 4 N etnT 4 )\neb"x)
ait n zéros distincts, disons aq, ..., a,, ordonnés de facon croissante. En ces points, la fonction
I <R SR, x> elrtT etz /\n>
g’annule. Le lemme de Rolle montre alors que la dérivée f’ posseéde un zéro dans chacun des

intervalles |a1,as, ..., |an—1,an[, donc posséde (au moins) n — 1 zéros distincts. Or f’ est la
fonction

(]R - R, x> A(b)— bn)e(ln—bn)z D W (e bn)e(bnfl_bn,)il?)‘
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1.4
(a)

Vu que (by —by, ..., bn—1—by) € €,—1, nous pouvons appliquer & f’ la proposition (H,_1) et nous
obtenons 'égalité \;(b; — b, ) = 0 pour chaque i € [1,n — 1]. Rappelant ici que by < -+ < b1 <
by, cela donne A\; = --- = A\,_1 = 0. Ainsi, f est la fonction constante valant identiquement A, ;

comme elle s’annule aux points a;, c’est que A\, = 0. Ceci achéve la preuve de (Hy).

Soit X un vecteur colonne tel que EX = 0. Alors, appelant A1, ..., A, les coefficients de X, la
fonction
<R SR, x> MM 4 Ay 4 )\neb"m)

s’annule en aq, ..., a,, donc en n points distincts. D’aprés (a), ceci implique \y = -+ = A\, = 0,
c’est-a-dire X = 0.

Ainsi, 'endomorphisme de R™ défini par la matrice E est injectif. Il est donc bijectif (nous sommes
en dimension finie), ce qui signifie que la matrice F est inversible.

L’ensemble %, est convexe, car intersection de demi-espaces ouverts, et non-vide. Il est donc
connexe par arcs, donc connexe.

Considérons I'application de (%;,)? dans R qui associe det E & (a,b). D’aprés la question (b), cette
application ne s’annule pas. De plus, elle est continue, car chaque coefficient de E est fonction
continue de (a,b). Enfin, son domaine de définition est connexe. Son image est donc une partie
connexe de R*; autrement dit, cette fonction garde un signe constant.

Il nous reste & montrer que ce signe est +. Pour cela, un exemple suffit. Prenons ainsi b =

(0,...,n —1). La formule du déterminant de Vandermonde donne
det £ = H (e% —e%) > 0.
1<i<j<n

Soit (A, B) € 9 x9*. Soit k € [1,n] et soit (H,J) € P (n)?. La formule de Binet-Cauchy donne

Apg(AB) = > Api(A) Ars(B).
Iefk )

Dans cette somme, tous les Ay j(B) sont strictement positifs et tous les Ay ;(A) sont positifs.
Par conséquent, pour montrer que Ay j(AB) > 0, il suffit de montrer qu'un des Ap (A) est non
nul.

Notons I, la matrice identité de taille n x n. La formule de Binet-Cauchy donne

Apm( Z Ap(A) Apg(ATH).
Ie @k )

Comme Ap g (Hn) = 1, un des termes de la somme n’est pas nul. Il existe donc I € P (n) tel
que Ap 1(A) # 0, ce qui achéve la preuve.

Une démonstration alternative pour la seconde partie du raisonnement consiste & observer que
la matrice de taille k x n extraite de A, obtenue en conservant les lignes d’indice appartenant a
H, est de rang k, et par conséquent posséde un mineur non nul d’ordre k.

Considérons la matrice T' de I’énoncé. Soit k € [1,n] et soit (H,J) € Z(n)?. Notons iy, ..., ix
(respectivement, ji, ..., ji) les éléments de I (respectivement, J), rangés par ordre croissant. En
développant

9(%‘]&)2 — 912 X ng X 6_2(1n9) ipjq

et en utilisant la multilinéarité du déterminant & la fois selon les lignes et selon les colonnes d’une
matrice, on trouve

glii—i)* plia—jr)? N N e—2n0)injy o —2(n0)irjk
: : <H625> x <H9j3> X :
glin—31)?  glik—ir)? p=1 q=1 e—2(In0) i
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Comme —2(In#) > 0, le déterminant & droite est de la forme étudiée dans la question 1.3 (d), et
est donc strictement positif. Ainsi Ay ;(T') > 0, ce qu'il fallait démontrer.

Soit () une suite d’éléments de ]0, 1[ tendant vers zéro quand n tend vers linfini. A partir de
0y, formons la matrice T},, comme dans la question (b). Chaque T, appartient a ¢}, et la suite
(T},) tend vers la matrice identité quand n tend vers linfini.

Par définition, ¢, est 'ensemble des matrices A € ¢ telles que Ay j(A) > 0 pour chaque k € [1,n]
et chaque (I,J) € P, (n)%. Du fait que les A; s sont des fonctions continues sur ¢ suit alors que
¢, est une partie fermée de &. Ainsi, ¢, est un fermé de ¢ qui contient ¥47 ; il contient donc
l'adhérence de ¢4} dans ¥.

Prouvons l'inclusion opposée. Soit A € ¢, . Considérons la suite (73,) construite & la question (c).
Chaque matrice AT, appartient & ¢4, d’aprés la question (a), et la suite (AT},) a pour limite
A, car la multiplication des matrices est une application continue. Nous voyons ainsi que A
appartient a I’adhérence de ¥7.

Les deux inclusions ¢4, o ?jﬁ et 9, c ?j‘ prouvent 1’égalité demandée.

3.3.2 FACTORISATION LDU D’UNE MATRICE TP INVERSIBLE

2.1
(a)

Décomposons A par blocs
A | A
A — 1 2 ),
Az | A
avec Ay € My(K), Ay € Myn—q(K), Az € Mpy—qq(K), Ay € Mp—qn—q(K). Par hypothese, Ay est
de déterminant non nul, donc est inversible. La factorisation souhaitée est équivalente au systéme

d’équations
Ai=B, Ay=F, A3=FEB, Ay;=FEF+C,

qui admet une solution unique, a savoir
B=A;, C=A—A3A7'Ay, E=A3A7', F=A,.

Donnons-nous (i, j) € [1,n — q]?. Appelons P et @Q les deux facteurs du produit matriciel trouvée
dans la question précédente, de sorte que A = PQ), et écrivons la formule de Binet-Cauchy pour

H=[lq u{g+itet J=[1qu{g+j}:

dij = 2 A 1(P)Ar(Q).
IE(U}q_'.l(n)

Si I # H, alors I contient un élement dans [¢ + 1,n]\{g + i} ; cela nous donne une colonne nulle
dans la matrice dont A ;(P) est le déterminant, d’ott Ay ;(P) = 0. En revanche, Ay g (P) =1,
car c’est le déterminant d’'une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. Il vient
donc, en notant X la j-iéme colonne de F/,

B | X;
0 C@j

dij=Any(Q) = ' ‘ = det (B) ¢ ;-

Ainsi, D = (det B) C.

Par multilinéarité du déterminant, on en déduit que det D = (det B)" "7 (det C). La formule
désirée vient alors des égalités évidentes det A = (det B) (det C) et Ay g.11,q)(A) = det B.

Deux stratégies peuvent étre utilisées pour résoudre cette question : utiliser des calculs algébriques
ou déduire par densité le cas général du cas établi dans la question précédente.
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2.2

I' =

Utilisation de calculs algébriques.
Le cas n = ¢ + 1 étant banal, nous supposerons que n > g + 1. Nous nous placons dans le cas qui
reste a établir, & savoir Ay g11,4(A4) = 0, et voulons établir que det D = 0.

[ A1 | Ay
A_<A3 A4>

2

Reprenons I’écriture par blocs

de la question (a). Pour (4,7) € [1,n — ¢]*, en développant le déterminant

dij = Apglofe+i[1aloigti (A)

selon la derniére colonne, nous obtenons

q
dij = >, (=DM ap g Mg otesinina (A,
k=1

puis en développant les mineurs d’ordre g qui viennent d’apparaitre, cette fois-ci selon la derniére
ligne, nous obtenons

q q
dij = Y20 (=DM g s agrie Apgp e (A)-
k=1/¢=1

Autrement dit, si nous introduisons la comatrice le de Ay, de taille ¢ x ¢, dont I'élément en
position (k, /) € [[1, q]]2 est (—1)k+£A[[17q]]\{k}7[[17qﬂ\{g} (A), nous obtenons D = —Aj LA As.

Si Ay est de rang inférieur ou égal & ¢ — 2, alors Am;/l =0, et donc D = 0. Si A; est de rang ¢ — 1,
alors Aj est de rang 1, et donc D est de rang au plus 1. Dans les deux cas, nous avons donc
det D = 0, ce que nous voulions démontrer.

Déduction par densité.

La méthode la plus simple est toutefois de déduire le cas général du cas particulier démontré dans
la question (c). Il s’agit de rendre précise 'idée que les deux membres de 'identité de Sylvester
dépendent continiment de A et que l'inéquation Ay g 1,4(A) # 0 définit un sous-ensemble
dense de .#,(K). La difficulté de I'exercice vient du fait que le corps K n’est a priori pas le corps
R des nombres réels ou le corps C des nombres complexes.

Pour s’en sortir, 'astuce classique au niveau de I'agrégation consiste & plonger K dans le corps des
fractions rationnelles K(X) et & contempler la matrice A = A— XI,. Le mineur A gl [.a] (A\)
a (—1)7X9? comme coefficient dominant, donc est non nul. D’aprés la question (c), I'identité de
Sylvester a donc lieu pour A dans K(X) : elle s’écrit

det D = (Apgpng(4)" " (det A),

ot D est construite a partir de A comme D Test a partir de A. Les deux membres de cette égalité
appartiennent a 'anneau de polynomes K[X] et peuvent donc étre évalués en X = 0 : aprés
évaluation, on obtient I'identité de Sylvester pour A dans K.

Soient n, q, A et D comme dans 1’énoncé. Soit k € [1,n — ¢, soit (I,J) € Pi(n — q). Posons
[Lgu{i+q|ielletJ =][lqqu{j+q]| je J} Appliquons l'identite de Sylvester

(question 2.1 (d)) a la matrice extraite de A obtenue en ne conservant que les lignes et les colonnes
dont les indices appartiennent & I’ et J’, respectivement. On trouve

Ars(D) = (Apgpa(A)) ™ App(A).

Cette relation et la totale positivité de A entrainent que Ay j(D) est positif.
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2.3

(a) Raisonnons par I’absurde. Supposons que a;,; = 0. Comme A est inversible, sa premiére colonne
et sa premiére ligne sont toutes deux non nulles : il existe deux indices ¢, j, différents de 1,
tels que les coefficients a; 1 et aq ; soient non nuls. Comme A est TP, ces deux coefficients sont
ainsi strictement positifs (question 1.2 (a)). Utilisant a nouveau I’égalité a; ; = 0, il vient alors
Ay, (A) = —ai1a1; <0, ce qui contredit 'hypothese que A est TP.

(b) Introduisons la matrice D de la question 2.1 pour g = 1. Soit A la matrice extraite de A obtenue
en conservant les lignes et les colonnes d’indice appartenant & {1} U [p+1,n]. Comme les mineurs
de A sont des mineurs de A, la totale positivité de A entraine celle de A.

L’identité de Sylvester conduit &

det D = (a1,1)" "2 (det A),
App-1iip-11(D) = (@17 A (A):
Appn-1]pn-11(D) = (a1,1)" P71 (det A).

Appliquant (%) a A et a D, qui sont toutes deux TP de taille strictement inférieure & n, nous
obtenons

det /T a1 A[[p+17n]],|1p+1,nﬂ (A)7
D

<
det D <

A[[l,p—l]],l[Lp—lﬂ (D) A[[p,n—l]],[[p,n—l]] (D)

Combinant ces relations, nous parvenons a

(a1,1)"% (det A) < (a11)"% Al el (A) At 1], o+ 1,01 (A)-

L’inégalité désirée s’obtient en simplifiant par aq,1, qui est strictement positif.

(c¢) Introduisons les matrices

P = : R
1 ... 0

et B = PAP™!. Pour k € [1,n] et (I,J) € P,(n), le mineur A; ;(B) de B est égal au mineur
Ap y(A), ou I' et J' sont les images de I et J par la permutation k — n + 1 — k de [1,n]. Du

fait que A est TP suit alors que B 'est aussi. Appliquant & B le cas p = n — 1 de la question
précédente, nous obtenons alors

det B < Appp—1],[1,n—1](B) Ay} (B),

qui n’est autre que le cas p = 1 de (*).

3.3.3 POSITION RELATIVE DE DEUX DRAPEAUX

3.1  On dresse sans peine le tableau des préimages par o des intervalles [1,7] :

i o1 ([1,4])
! 3}
2 {1,3}
3

{1,2,3}

La définition conduit alors au tableau suivant pour (d; (o)) :
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W N~ O

S OO OO
—_——= O O =
N R OO
W N~ Olw

(Les indices ¢ et j sont indiqués dans la premiére colonne et la premiére ligne, respectivement.)

3.2

(a) Par définition, d; j(o) est le nombre d’éléments k € [1,j] tels que o(k) € [1,4]. C’est donc le
nombre de colonnes parmi les j premiéres de P, dont le 1 se situe dans les ¢ premiéres lignes.
Autrement dit, c’est le nombre de 1 dans le coin supérieur gauche de P, & 'intersection des j
premiéres colonnes et des ¢ premiéres lignes. Vu que les coefficients de P, valent 0 ou 1, ce fait
se traduit par la formule

i
di (o) = Pr,e(0).
k=1/(=1

(b) Supposons que i > 2 et j > 2. De la question (a), on déduit que

i1 /] j—1 i—1
di-1j(0) —di-1-1(0) = (Z Pre(o) — Z Pk,z(0)> = Z pr.;(0),

d’oll par soustraction

comme désiré.

Supposons maintenant ¢ = 1 et j > 2. Dans ce cas, la premiére égalité ci-dessus reste valable,
et la somme dans le membre de droite se réduit au seul terme p; j(o). Comme ici di—1 (o) =
di—1,-1(c) =0, on a encore

(4i5(0) = dig-1(0)) = (di14(0) = dic14-1(0)) = pi(0).

Lecasi > 2 et j =1 est symétrique du précédent, et le dernier cas ¢ = 7 = 1 est banal.

(c) Adoptons les notations de I’énoncé. D’aprés la question (b), la permutation o cherchée, si elle
existe, doit vérifier
Pij(0) = 0ij — dij—1— 0i—15 + 0i—1,j-1
pour chaque (4,7) € [1,n]?. Par suite, la matrice P,, et donc o elle-méme, est complétement
déterminée par la donnée du tableau (; ;). Ceci prouve I'unicité.

Pour montrer I'existence, étudions la matrice P = (p; ;) formée par les coefficients
Pij = 0ij —0ij—1—0i—15 + 0i—1-1.

La somme des coefficients dans la j-iéme colonne de P est

n

2Pk = D, Ok = 0ko1) = D5 (Ohjo1 = Ok-rj-1) = (Ong — 80,5) — (Fngo1 — dog-1) = L.
k=1 k=1 k=1
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De méme, la somme des coefficients dans chaque ligne de P vaut 1. De plus, d’apreés (iii), la matrice
P est a coeflicients dans {0, 1}. Chaque ligne et chaque colonne de P contient exactement un 1 :
il existe donc o € S, telle que P = P,.

On a alors pour tout (i,7) € [1,n]? :

dij(o) = Z Pre(o) = 2 Ok — Z Ok — Z Ok + Z Ok -

1<k<i 1<k<i 1<k<i 1<k<i—1 1<k<i—1
1<0<5 1<0<5 1<0<5—1 105 1<0<G—1

Dans le membre de droite, les termes s’éliminent deux a deux, & I'exception de d; ;. On obtient
donc d; j(0) = 6; j, ce qui prouve que ¢ convient.

3.3 Soient F = (Fp, F1,...,F,) et G = (Go,Gy,...,G,) deux drapeaux. Pour chaque i € [1,n],
choisissons des vecteurs e; € F;\F;,_1 et f; € G;\Gi_1. Alors pour chaque i € [1,n], le vecteur e;
n’appartient pas au sous-espace vectoriel engendré par {el, . ,ei_l}, puisque ce dernier est inclus
dans F;_1; par suite, (e1,...,e,) est une partie libre de E, donc est une base de E (puisque F est de
dimension n). Le sous-espace vectoriel engendré par {el, ey ei} est ainsi de dimension 7, et comme
il est inclus dans Fj, il lui est égal. On montre de méme que (fi,..., f,) est une base de E telle que
pour chaque i € [0,n], le sous-espace G; soit engendré par {fl, e ,fi}. Soit g 'automorphisme de F
qui envoie e; sur f; pour tout i € [1,n]. Alors g envoie F sur G.

3.4 Adoptons les notations de I’énoncé.

(a) Les deux sous-espaces F; nGj_1 et F;_; n G sont de dimensions d0; ;1 et §;—1 ;, respectivement.
Leur intersection est F;_1 n G_1, de dimension d;—1 j—1. Le théoréme A donne alors

dim((F; 0 Gj_1) + (Fi—1 0 Gj)) = 04 j—1 + 0i—15 — 01,1,

d’ou
51‘7]' — 6i,j—1 - (51_1,]' + (51'_17]'_1 = dlIIl(f‘jZ N G]) - dlm((E N Gj_l) + (E—l N G]))
FnG;
= dim : J ) .
((E N Gjo1) + (Fie1 0 Gj) )
(b) Le membre de droite de () est un entier positif ou nul. Il est au plus égal a 1, car
_ FinGj _ FinG; . (FinGj) + Fiy )
d : J <d — 1) =d ! J ! < dim(F;/F;_1).
. ((Fi N Gj-1) + (Fi-1 0 Gj)) " <Fz'1 N Gj) " ( Fiy m(Fi/Ei)

Par conséquent, le tableau d’entiers (d; ;) vérifie la condition (iii) de la question 3.2 (c). Comme il
vérifie également les conditions (i) et (ii), c’est un tableau (d; j(0)), pour une unique permutation
oES,.

3.5  On adopte les notations employées dans la question 3.4.

Supposons que (i) soit vraie. On choisit des vecteurs e, ..., e, de la facon suivante. Prenons i € [1,n]
et posons j = o~ 1(i). Comme
Fi NG )
dim 1 =pi (o) =1,
((Fl N ijl) + (Fz;l N G]) Z’]( )

le sous-espace (F; N Gj_1) + (F;—1 n Gj) est de codimension 1 dans F,,(;y n G;. On peut donc choisir
e; € F; n Gj n’appartenant pas a ce sous-espace. Alors e; n’appartient ni & F;_1, ni & Gj_1.
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Nous sommes alors dans une situation analogue de celle vue dans la réponse a la question 3.3 : on a
un drapeau F = (Fy, F1, ..., F,) et des vecteurs ¢; € F;\F;_1; cela implique que (eq,...,e,) est une
base telle que pour chaque i € [0,n], le sous-espace F; soit engendré par {61, e ,ei}. De méme, on
a un drapeau G = (Go,G1,...,Gy) et des vecteurs e, ;) € G;\G;_1; cela implique que pour chaque
j € [0,n], le sous-espace G soit engendré par {60(1)7 . ,eg(j)}. Ainsi (ii) est vraie.

Réciproquement, supposons (ii). Soit (4, j) € [1,n]?. Un vecteur z de E appartient & F; (respectivement,
G;) si et seulement si ses coordonnées (z1,...,xy,) dans la base (e1,...,e,) vérifient

2 #0 = 1<k < (respectivement, x,4) #0 = 1<k <j).

Autrement dit, F; n G est engendré par les vecteurs ey, avec k tel que 1 <k <iet 1< o (k) <.
On en déduit que

dim(F; n G;) = Card([1,4] n o([1,4])) = Card (o™ ([1,i]) n [1,4]) = dij (o).

Cette relation étant valable pour tout (i, j) € [1,n]?, on a bien (F,G) € &,. Ainsi (i) est vraie.

3.6 L’action de GL(E) sur les couples de drapeaux conserve les dimensions des intersections F; n G},
donc ne change pas la permutation o. Par conséquent, chaque O, est stable par 'action de GL(F),
c’est-a-dire est union d’orbites. Il s’agit donc de voir que chaque O, est non-vide et que l'action de
GL(E) sur 0, est transitive.

Soit o € Sy,. Utilisant Uimplication (ii) = (i) dans la question 3.5, on voit facilement que O, est

non-vide. Maintenant, soient (F',G’) et (F”,G”) dans O,. Soit (€}, ..., €] ) une base adaptée au couple
’ 1 n p 1Y

de drapeaux (F',G’), comme dans l'assertion 3.5 (ii), et soit (ef,...,e”) une base adaptée au couple

’r n
de drapeaux (F”,G"). Soit g 'automorphisme de E qui envoie e}, sur €} pour tout k € [1,n]. Alors g

envoie (F',G') sur (F”,G”). Cela établit la transitivité voulue.

3.7  On adopte les notations de I’énoncé, on prend F' € F' et on écrit F = (Fy, Fy,..., F,), F/ =
(F[,),F{,...,F;L), et G = (Go,G1,...,Gp).

(a) Soit ¢’ la permutation telle que (F',G) € O, . Les drapeaux F et F/ ne different que par le
sous-espace vectoriel de dimension k, donc pour i € [1,n]\{k,k + 1}, on a
. F;nGj > . ( F'nG; )
. i(0) = dim = dim ! J = p;.i(0).
Pid(0) ((E N Gj1) + (Fioin Gy) (F{ nGj1) + (F_; 0 Gy) Pid ()

Ceci implique que o'~ (i) = o 1(i) pour tout i € [1,n]\{k,k + 1}, don ¢’ € {0, 7 0 7}.
(b) Par contraposition, il suffit de montrer que si (F/,G) est en position o, alors F = F'.
Posons j = o~ !(k). Compte tenu de I'hypothése o~ (k) < o~ 1(k + 1), on a alors

dry1,5(0) = dij(0) = dp—1,4(0) + 1.

Comme (IF, G) est en position o, les d; ; (o) indiquent les dimensions dim(F; nG;). Par conséquent,
nous avons F,_1nG; & FynG; = F11nGj, et donc Fi_1+(F4+1nGj) < Fj,. Dans cette derniére
expression, le membre de gauche contient strictement Fj_1, car sinon on aurait Fy41nG; < Fj_q,
puis Fi11 N Gj; < F_1 n Gy, ce qui est exclu. Comme Fj,_; est un hyperplan de Fj, on a en fin
de compte Fy, = Fj,_1 4+ (Fp41 0 Gj).

Si (', G) est aussi en position o, alors le méme raisonnement ameéne a la conclusion que F] =
Fy_, + (F},, n Gj). Tenant compte des égalités F, | = F}_, et F,_ , = F},, nous concluons
que F), = F]. Par suite, F = F’, ce qu'il fallait démontrer.
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3.3.4 ECRITURES REDUITES DES PERMUTATIONS

4.1 Considérons la permutation oy € S, définie par o¢(i) = n + 1 — i, pour chaque i € [1,n].
Manifestement, chaque élément (i, 7) de I' est une inversion de og. Autrement dit, I(og) =T, et donc
N(op) = Card T'. C’est évidemment le maximum possible.

Inversement, si o € S, est telle que N (o) = Card T, alors chaque élément (i,7) de I" est une inversion
de 0. Cela signifie que o : [1,n] — [1,n] est une application décroissante, et cela impose o = 0y.

4.2

(a) Fixons-nous (k,o) € [1,n — 1] x S,. Pour chaque couple (i,5) € A autre que celui formé des
éléments o1 (k) et o~ (k + 1), au moins un des deux éléments o (i), o(j) est fixé par 73, tandis
que l'autre au pire augmente ou diminue de 1 quand on lui applique 7y ; ainsi

o(i) >0(j) = moo(i) 2mo0(j) et  moo(i)>moo(j) = ai)=o()),
et comme 7 00 (i) # 1, 0 0(j) et o(i) # o(j), on a en fait
o(i) > o(j) < mpoo(i) > 1 00(j).

Autrement dit, un tel couple (i,7) appartient a I(c) si et seulement s’il appartient a
I(1, o 0). Par conséquent, I(c) et I(r; o o) ne différent que du couple formé par o~ '(k) et
o~ (k + 1). Plus précisément,

I(tyo0)=1(0) U {(Uﬁl(k),afl(k +1))} sio k) <o Mk +1),
I(o)=I(tp00) U {(U_l(k‘ + 1),0_1(k))} si o7 (k) >

et ces unions sont disjointes. On voit ainsi que N (7, 00) = N(0) + 1 si et seulement si o~1(k) <
—1
o (k+1).
(b) Dans le cadre de (a), 'élément (4, j) dont I(100) et I(o) différent est formée des deux éléments
de la paire {ail(k), o Yk + 1)} La permutation 0! o 7, 0 o est la transposition qui échange
ces deux éléments.

4.3 L’¢énoncé (a) est conséquence immédiate de la premiére affirmation de 1’énoncé (b). Montrons
celle-ci en établissant par récurrence sur m la proposition (H,,) suivante : « Toute permutation o € S,
telle que N (o) = m posséde une écriture de longueur m. » La proposition (Hp) est banalement vraie,
puisque la seule permutation o € S, vérifiant N(o) = 0 est Uidentité. Soit m > 1 et supposons
(Hy,—1) vraie. Soit o € S, telle que N(o) = m. Alors o # id, donc o~ ! n’est pas croissante, d’oil
l'existence de k € [1,n — 1] tel que o~!(k) > o~ 1(k + 1). D’aprés la question 4.2 (a), on a donc

N(1y00) = N(o) — 1. Appliquant (H,,—1), on trouve une écriture (t1,...,t,—1) de longueur m — 1
de 1, 0o 0. Alors (7, t1,...,tm—1) est une écriture de longueur m de o. Ceci montre (H,,).
Toujours en utilisant la question 4.2 (a), on montre par récurrence sur £ que pour tout mot (¢1,...,%),

ona N(tyo---oty) < £. Par suite, toute écriture d’'une permutation o € S,, est de longueur supérieure
ou égale a N (o).

4.4  La premiére ligne du tableau ci-dessous est la liste des élements de S3, représentés par leurs
décompositions en produit de cycles a support disjoints. La deuxiéme ligne donne les images de 1,
2 et 3 par la permutation. La troisiéme ligne indique le nombre d’inversions de la permutation. La
quatriéme propose une écriture réduite de la permutation.
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o id (12) (23) (123) (132) (13)
(o(1),0(2),0(3)) (1,2,3) (2,1,3) (1,3,2) (2,3,1) (3,1,2) (3,2,1)
N(o) 0 1 1 2 2 3
écriture () (11) (12) (11,72) (12,71) (11,72,71)

Note : le sixiéme élément posséde une autre écriture réduite, a savoir (72,71, 72).

4.5 Adoptons les notations de 1’énoncé. Pour m € [1,¢], posons 7, = t,, o --- o ty; convenons en
outre que 741 est la permutation identité. Quand m décroit de £+ 1 & 1, ensemble I(m,,) varie de @ a
I(0), en gagnant ou en perdant un élément a chaque étape d’aprés la question 4.2 (a). Par hypothése,
on a N(o) < ¥, donc I(o) contient strictement moins d’éléments que le nombre d’étapes : il y a donc
au moins une étape ou il y a eu perte d’un élément. On peut donc trouver p € [1,4] et (i,5) € A
tels que I(mp) = I(mp+1)\{(i,4)}. De plus, (i, ) appartient & I(mp41) : il apparait donc & une certaine
étape dans le cheminement qui améne de I(mp41) = @ & I(mp41). I existe donc g € [p + 1, /] tel que
I(mg) = Imgin) u {(0,9)}.

D’aprés la question 4.2 (b), les permutations (mp11) " tot,omys1 et (mg41) Loty 011 sont toutes deux
égales a la transposition qui échange i et j. Ceci nous donne t,0mp+1 0 (mg41) "L = mpp10 (mg11) Loty
Comme le produit de composition 7,41 0 (mg41) " se simplifie en t,41 0 - - - o t,, cette égalité se réécrit
tpo-- oty =1tpy10---0ty_1. En multipliant & gauche par t1 0---ot,_1 et & droite par ty410---0ty,
on trouve 1’égalité désirée

o=t1o...0tp 10lpy10...0t510%3410...01.

Note : ce raisonnement est plus facile & comprendre & 1’aide d’une représentation graphique. Plus
précisément, associons un diagramme D(m) a chaque mot m, comme illustré par '’exemple suivant
pour n =5 et m = (13,72, 71,73, T4, T2, T1) :

73
T2
71
73
T4
T2

1

Dans cette représentation, la longueur ¢ du mot est égale au nombre total de croisements.

Du point numéroté ¢ en bas du diagramme part une ligne que nous appelons L;. La valeur o (i) se lit
comme ’abscisse de 'extrémité supérieure de L;, et les lignes L; et L; se coupent un nombre impair
de fois si et seulement si o(i) > o(j).

On voit alors que N (o) est le nombre de paires de lignes {Li, Lj} qui se coupent un nombre impair
de fois. Ce nombre est bien évidemment inférieur ou égal au nombre total de croisements : la longueur
d’une écriture de o est toujours supérieure ou égale & N(o). S’il y a inégalité stricte, c’est que D(m)
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comporte une paire de lignes qui se croisent au moins deux fois, disons une premiére fois a 1’étage p
et une autre fois 4 I’étage ¢. On ne change pas la permutation en supprimant ces deux croisements,
opération qui revient & supprimer les deux lettres ¢, et t; du mot m.

4.6
(a)

4.7

On adopte les notations de 'énoncé et de l'indication. L’écriture (7j,t1,...,t¢) de 7j 0 0 n’est
pas réduite, car le mot m’ amputé de sa premiére lettre est une écriture strictement plus courte
de cette permutation. D’apres la question 4.3, on peut obtenir une autre écriture de 7; o o
en supprimant deux lettres dans le mot (7;,%1,...,t). Cette opération ne peut pas concerner
deux lettres du mot (¢y,...,t), car sinon on obtiendrait une écriture de longueur ¢ — 2 de o,
en contradiction avec ’hypothése que (t1,...,t;) est une écriture réduite. La premiére lettre 7;
est donc une des deux lettres supprimées, et 'autre est la lettre ¢,, pour un certain p € [1,/].
On obtient ainsi 7j 0t 0 -0ty =ty o---0ty,_q0tpy1 0---0ty, cest-d-dire t; 0o---0ty =
Tjotio---otp_10tpy10---0ty. Comme t; = 7; # 75, on ne peut pas avoir p = 1, d’olt p > 2.

Le mot m"” = (75,t1,...,tp—1,tp41,- ., te) est donc une écriture réduite de o qui commence par
(75, 73)-

Reprenons 1a ol nous nous étions arrétés dans la question (a). Rebaptisons les lettres de m” en
écrivant m” = (t7,...,t}), avec donc t] = 7; et t§ = 7;. Appliquons & m” et 7; la procédure utilisée

plus haut pour m et 7; : il existe ¢ € [2,] tel que t{o---ot) = Tiot’l’o---ot;'_l oz‘,'q’Jrl o---oty.
Comme |i — j| =1, on a 75 01; # 7; 0 Tj, c'est-a-dire t] o t§ # 7; o t] ; ainsi ¢ = 2 est impossible,
d’'ott ¢ > 3. Le mot m" = (7, 11,15, ..., tg_q,ty,1,..-,t;) est donc une écriture réduite de o qui
commence par (7;, Tj, 7).

Pour (i,j) € [1,n — 1]?, on vérifie sans peine que si |i — j| > 2, alors 7;7; = 757, et que si
li—j| = 1, alors 7757 = 7j7;7;. Par conséquent, si deux mots m = (t1,...,t) et m’ = (t},...,t))
vérifient m ~ m/, alors t; 0---ot; =t} o--- ot). Le résultat donné dans 1'énoncé s’ensuit par
transitivité.

Considérons deux écritures réduites m = (t1,...,t,) et m' = (¢},...,t,) d’'une permutation o.
Notre but est de démontrer que m ~ m/.

Dans le cas ou t; = t], les mots my = (t2,...,t;) et m} = (t5,...,t}) sont des écritures réduites
de t; o 0. Raisonnant par récurrence sur N (o), nous pouvons supposer que mj ~ m} est connu.
De 1a découle m ~ m/.

Nous nous focalisons désormais sur le cas t; # t}. Ecrivons t; = 7; et t] = 7;.

Regardons d’abord le cas |i — j| > 2. D’aprés la question 4.4 (a), il existe une écriture réduite m”
de o de la forme m” = (7, 73,15, ..., t4). Soit m®) = (r;,7;,¢4,...,t7); c’est encore une écriture
réduite de o. Comme m et m® commencent par la méme lettre, nous avons m ~ m®, d’apres le
cas traité au début du raisonnement. De méme, m” et m’ commencent par la méme lettre, d’on
m” ~ m’. Par construction enfin, m” ~ m®. Par composition, on a bien m ~ m/, comme désiré.

Regardons maintenant le cas |i — j| = 1. D’aprés la question 4.4 (b), il existe une écriture réduite
m"” de o de la forme m"” = (7, 7,7, t),...,t]). Soit m® = (75, Ti, 75,4, ..., 7)) ; C'est encore
une écriture réduite de o. Comme m et m” commencent par la méme lettre, nous avons m ~ m”.

Comme m® et m/ commencent par la méme lettre, nous avons m(®) ~ m’. Par construction enfin,

m"” ~ m®). Par composition, on a bien m ~ m/, comme désiré.

3.3.5 DECOMPOSITION DE BRUHAT

5.1

Soit A € GL,(R) une matrice quelconque. I’ensemble des valeurs propres des matrices princi-

pales extraites de A (les « coins supérieurs gauches » de A) est fini. Il existe donc une suite () de
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réels qui tend vers 0 en évitant cet ensemble. Notons I, la matrice identité de taille n x n. D’aprés
le théoréme D, chaque matrice A — \jlI,, posséde une factorisation L,DyU,, ot D, est une matrice
diagonale inversible et ou L, et U, sont des matrices unitriangulaires inférieure et supérieure.

Posons Py = P,, pour simplifier la notation. On a alors Py(A — A\,I,) = (PyL,Py ") Po(D,U,), avec
PyL,Fy Let D,U, triangulaires supérieures inversibles. Autrement dit Py(A — Agl,) est de la forme
b Pyb” avec (b,b") € B2, donc appartient a C(0g). Faisant tendre ¢ vers I'infini, on voit que PyA
appartient a adhérence de C(0y).

La multiplication & gauche par Py étant une bijection de GL, (R) sur lui-méme, on en déduit que toute
matrice appartient & 'adhérence de C(0y), ce qu’il fallait démontrer.

b2 -6 )G )6 )

On peut insérer ce calcul au sein de matrices de taille n x n, en le placant au milieu de matrices
diagonales par blocs de la forme

5.2 Soit ae K*. On a

T 1 | 0 0
0 * 0 ,
0 0 ]Infkfl

ou I_1 et I,,_r_1 sont des matrices identité de taille indiquée par 'indice. Aprés cette insertion, on
obtient une expression de yy(a) sous la forme o' P, b".

5.3

(a) Si g € GL,(K) fixe IF, alors pour chaque k € [1,n], le vecteur g(eg) doit appartenir a Fj, ce
qui implique que ¢ est triangulaire supérieure. Réciproquement, si g est inversible triangulaire
supérieure, alors g(F)) < Fj pour chaque k € [1,n], et on a méme g(F}) = F}, puisque g conserve
la dimension ; ainsi g fixe F. Ceci montre que B est le stabilisateur de F.

(b) Le résultat demandé est un cas particulier de I'implication (i) = (i) de la question 3.5.

(c) Soit o € Sy,. D’aprés (b) et la question 3.6, O, est 'orbite de (IF, P, - F) sous GL(E).
Si g € C(0), alors g = b P,b" avec (b,b") € B2, et donc (F,g-F) = (v -F, VP, -F) = b/(F, P, - F)
appartient a 0,. (On a ici utilisé que V' et b” stabilisent F.)
Réciproquement, supposons que (F, g - F) appartienne a &,. Alors il existe b € GL(FE) tel que
(F,g-F) = b(F, P, -F) = (b-F,bP, - F). Ceci implique que b et g~ 'bP, appartiennent a B, le
stabilisateur de F. On en déduit que g € C(0).

(d) La somme disjointe GL(E) = U C(o) s’obtient en prenant la préimage de la décomposition en

o€eSy

orbites .#? = U O, par I'application g — (F, g -F) de GL(E) dans .#2.

o€Sy

5.4

(a) L’hypothése N(mx00) > N(o) se traduit par o~ 1(k) < o~ (k + 1), ce qui permet d’appliquer les
résultats de la question 3.7 (b).

Adoptons les notations de I’énoncé. Soit g € C(o). Alors (F,g - F) € 0, (question 5.3 (c)), d’ou
(P, F,g-F) € O 00 (question 3.7 (b)). Faisant agir P, sur .Z2, on en déduit que (F, P, g-F) €
Orvo0 (question 3.6). Ceci signifie que P, g € C(13, 0 0) (question 5.3 (c)).

(b) Soit (g1,92) € C(1) x C(o). On peut écrire g = V' P, b", avec (V',b") € B%. Comme C(o) et
C (1 o o) sont stables par multiplication a gauche par les éléments de B, on a successivement
b'go € C(0), puis P b"gs € C(1, 0 o) (question (a)), et enfin V'P;, b"gs € C(11, 0 o). Ainsi
9192 € C(1; 0 o), ce qui montre l'inclusion C(1,)C(0) < C(7; 0 0).
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5.6

Plusieurs possibilités s’offrent pour prouver l'inclusion réciproque; ’approche que nous suivons
n’est pas la plus directe. Considérons 'action de B x B sur GL, (K) définie par la régle (b',0")-g =
Vgb"1, ou (b,b") € B et g € GL,(K). Les ensembles C(p), pour p € S, sont des orbites pour
cette action. (La question 5.3 (d) montre d’ailleurs que 'on obtient ainsi toutes les orbites.)
L’ensemble C'(73,)C(0) est manifestement stable par cette action, donc est une union d’orbites.
Comme il est non-vide et inclus dans 'orbite C(73; 0 o), c’est qu’il lui est égal.

1l s’agit de montrer que la relation binaire < est réflexive, transitive et antisymétrique. Les deux
premiéres propriétés découlent directement des définitions, la troisiéme provient du fait que la
donnée des nombres d; (o) détermine complétement o (voir la question 3.2 (a)).

Soit o € S,. Pour (i,7) € [1,n]?, on a
dij(o) = Card([[ljj]] N 071([[1,2’]])) < min(, j) = d; j(id),
ce qui montre 'inégalité o > id.
Soit o la permutation définie dans la question 5.1 et soit p € S,,. Pour (i, ) € [1,n]?, on a
dij(p) = i+ j — Card([1,5] v p~'([1,4]))

et
di:j(UO) = Cal‘d([D,j]] N [[TL +1-— Z,TL]]) = max(()?i +j - n)>

d’ou d; j(p) = d; j(0p). Ceci montre 'inégalité p < o¢. Celle-ci étant valable pour chaque p € Sy,
la permutation g est le plus grand élément de S,.

On adopte les notations de I’énoncé. Avant de commencer les preuves des deux propriétés, il est

utile d’observer que si i # k, alors (1, 0 p) "1([1,4]) = p~1([1,4]), d’ott d; j(p) = d; j (7% © p). De méme,
sii # k, alors d; j(0) = d; j(1, 0 0).

(a)

Nous voulons établir que d; ;(x0p) > d; j(Txo0) pour chaque (i, j) € [1,n]?. Sii # k, cela provient
de I’hypothése p < o et des égalités données dans notre observation liminaire. Focalisons-nous
donc sur le cas ¢ = k et distinguons deux sous-cas :

~ Sij > (1p0p)~Y(k), alors

[1.5] o (ko p) ML AD) = ([L.5] 0 (w0 p) T ([L k= 1])) w {(7 0 p) " (K)},
d’ot dy, (1 0 p) = di—1,;(7 © p) + 1. L'inclusion
[L.5] 0 (ko o) (IL kD) < (L, 4] n (e o o) TH([L k= 1])) v {(m 0 0) T (K)}
conduit pour sa part a dy j(7; © o) < d—1,;(7, © o) + 1. On obtient ainsi
dij(tkop) =dp—1j(rop) +12dy_1j(tgoo)+12=dg (mi00).
~ Sij < (rmpop)~t(k+ 1), alors
[1.5] o (w0 p) ML KD = [1, 4] 0 (i 0 p)7H([L, & + 1),
d’ott dy, (1 0 p) = di41,; (7% © p). L'inclusion
[1.5] ~ (me 0 0)H([L, kD) < [1,5] 0 (e 0 0) TH([L, & + 1)
conduit & dj, ; (7 © 0) < dj41,;(7% © 0), et donc en fin de compte

die,j(Tk © p) = dis1,j(Tk © p) = dipy1,j(Th 0 0) = d j (T 0 0).
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Les deux sous-cas épuisent toutes les possibilités, puisque (7 0 p)~1(k) < (75, 0 p) "1 (k + 1) (voir
la question 4.2 (a)). L’inégalité désirée dj, ;(1x © p) = di ; (T © o) est donc toujours satisfaite.

(b) Le raisonnement est semblable a celui utilisé dans la question (a). Nous voulons établir que
di j(p) = d; (1 o o) pour chaque (i,j) € [1,n]?. Sii # k, cela provient de I'’hypothése p < o
et de la seconde égalité donnée dans notre observation liminaire. Focalisons-nous donc sur le cas
1 = k et distinguons deux sous-cas :

— Sij = p t(k), alors

di;i(p) = dp—1(p) +1 > dj_1j(tpo0)+1=dy (1, 00).
~ Sij<p Yk+1), alors

dk,j(p) = dk+1,j<,0> =z korl,j(Tk o 0—) > dk,j(Tk o U).

Les deux sous-cas épuisent toutes les possibilités, puisque p~1(k) < p~1(k + 1).

5.7 Adoptons les notations de I’énoncé. Dans E, choisissons des supplémentaires F' et G’ de F et
G, respectivement. Choisissons des bases de E adaptées a ces décompositions. Un élément g € GL (E)
est alors représenté par une matrice par blocs

-(418)

ol A est la matrice d’une application linéaire de G dans F' et C' est la matrice d’une application linéaire
de G dans F'. Le théoréme du rang dit alors que le rang de C' est

rg(C) = dimG — dim (G n g7 '(F)) = dim G — dim(F n g(G)).

La condition dim(F n g(G)) > d est donc équivalente & la demande que rg(C) < dimG — d. Cette
inégalité se traduit par I’annulation simultanée d’'un ensemble de mineurs de C', ce qui définit bien un
fermé.

5.8 On montre (i) = (ii) en raisonnant par récurrence sur N (o). La question 5.5 (b) permet d’ini-
tialisation la récurrence. Ceci fait, considérons deux permutations p et o telles que o # id et p < 0, et
prenons une écriture réduite (t1,...,ts) de o. Appelons k € [1,n — 1] V'indice tel que t; = 7. De deux
choses 'une :

— Soit N(1 0 p) < N(p). Dans ce cas, on a 7, 0 p < 7% © o (question 5.6). Comme N(7; 00) < N(0),
on peut appliquer ’hypothése de récurrence : (ii) est vraie pour 7, 0 p et 73 0 0. De I'écriture réduite
(ta,...,ty) de 1, 0 o, on peut donc extraire une écriture réduite de 75 o p. En y ajoutant la premiére
lettre t; = 7%, on obtient une écriture réduite de p.

— Soit N(1; 0 p) > N(p). Dans ce cas, on a p < 7 0 o (question 5.6), et en raisonnant comme dans le
premier cas, on extrait de (tg,...,t;) une écriture réduite de p.

Dans les deux cas, on a su extraire de (¢1,...,ty) une écriture réduite de p; autrement dit, on a

montré (ii).

L’implication (ii) = (iii) est banale.

Montrons I'implication (iii) = (iv). Soient deux permutations p et o, et soit (t1,...,%¢) une écriture

réduite de o et (i1, ..., i) une suite strictement croissante d’éléments de [1, £] tels que (¢;,, ..., t;, ) soit

une écriture réduite de p. D’apres 'égalité (1), on a alors C(o) = C(t1)--- C(ty), et par continuité du
produit, il vient C(c) 2 C(t1) - - - C(t¢). Par ailleurs, on déduit de la question 5.2 que la matrice identité

appartient a C(t) pour n’importe quelle lettre ¢ € T'. Par conséquent, C(o) o C(t;,) --- C(ts,) = C(p),

ce qu'il fallait démontrer.
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Il reste & montrer 'implication (iv) = (i). Soit F = (Fo, ..., F},) le drapeau standard de R™. D’aprés
les questions 3.4 et 5.3 (c), un élément g € GL(F) appartient a une double classe C(0) si et seulement
s

dij(0) = dim(F; n g(Fy))

pour tout (4,7) € [0,n]?. Soient maintenant deux permutations p et o telles que C(p) = C(o). L'en-
semble
{9 € GL(E) | ¥(i,j) € [0,n]?, dim(F; n g(F})) > d; (o)}

contient C'(0) d’aprés ce qui préceéde et est fermé d’aprés la question 5.7, donc contient C'(p). Prenons
donc g € C(p). Alors pour chaque (4,7) € [0,7n]?, on a
dij(p) = dim(F; n g(Fy)) > di (o),

d’oll p < 0, comme désiré.

5.9 Dans la réponse a la question 5.4 (b), nous avons observé que les ensembles C(p) étaient les
orbites pour l'action de B x B sur GL,(R). Soit o € S,,. Alors C(o) est stable par cette action de
B x B. Comme cette action est continue, 'adhérence C(o) est également stable par action de B x B,
donc est une union d’orbites C'(p). La question 5.8 précise quelles sont les permutations p concernées :
C(p) est inclus dans C(o) si et seulement si p < 0.

3.3.6 MATRICES UNITRIANGULAIRES TOTALEMENT POSITIVES
6.1

(a) Considérons lapplication
b <R2 SR, (a,b) — ab).

Elle est de classe C*, donc son graphe est une sous-variété de R? x R. L’ensemble
{(a,b,ab) [ (a,b) € (RY)*}

est un ouvert de cette sous-variété ; c’est donc une sous-variété de R3.
Grace au difféomorphisme

1 00
(x,y,2) — [z 1 0],
z y 1

on peut identifier R? avec le sous-espace affine de .#5(R) formé des matrices unitriangulaires
inférieures. Dans cette identification, 'image de Y (m) est précisément notre sous-variété.

(b) Les mineurs de la matrice

_ o O

1 0
z 1
Y
sont 0, 1, x, y, 2, xy — z. Si 'on identifie I’ensemble des matrices unitriangulaires inférieures de

taille 3 x 3 avec R3, ainsi que I'avons fait dans la question (a), alors I'ensemble des matrices TP
correspond au céne défini par les équations

z20, y=20, 0<z<2y. (1)

Dans cette identification, les images des différentes applications Y (m) sont données dans le ta-
bleau suivant.
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6.3
(a)

m image de Y (m)
0 r=0, y=0, z=0
(11) x>0, y=0, z=0
(12) r=0, y>0, z=0
(71, 72) x>0, y>0, z=0
(72,71) x>0, y>0, z=uay
(11,72, 71) r>0, y>0, 0<z<ay

On vérifie alors sans peine que les images des Y (m) sont deux & deux disjointes et que leur union
est ’ensemble des triplets vérifiant ().

Cela résulte d’un calcul banal avec des matrices diagonales par blocs.

Les matrices sont diagonales par blocs, le bloc central étant de taille 3 x 3 et formé des lignes
d’indice appartenant & {i,j,i +1,7+ 1}, et les deux blocs extérieurs étant des matrices identité.
Il suffit donc de se focaliser sur le bloc central, c’est-a-dire de faire le calcul pour n = 3 et
{z’, j} = {1, 2}. Le calcul est élémentaire et conduit a

(a’,b',c’)=< be , a+c, ab >,
a

+c a—+c

que ce soit pour (i,7) = (1,2) ou (i,7) = (2,1). Il est dés lors naturel de s’attendre a ce que
Iapplication (a,b,c) — (a’,b',c) de (R*)? dans lui-méme soit involutive, donc bijective. De fait,
cela se vérifie par un calcul direct.

Soient o, k, a et g comme dans 1’énoncé, et soit m = (¢1,...,t;) une écriture réduite de o.
Supposons d’abord que N(7; 0 o) > N(o). Alors le mot m’ = (7x,t1,...,t¢) est une écriture
réduite de 7, o o, et comme g appartient & I'image de Y (m), le produit yx(a)g appartient a
I'image de Y(m/), c’est-a-dire & W (1 0 0).

Dauns le cas contraire, m’ = (7j,t1,...,ty) est une écriture non réduite de 7 o o, donc il existe
p € [1,4] tel que 7p00 =ty 0 0ty g 0tppr 0--- 0ty (question 4.5). Alors le mot m” =
(Tkyt1, .-y tp—1,tpt1,- .., te) est une écriture réduite de o, ce qui permet d’écrire g sous la forme

Y (m")(b1, ..., be), avec (by, ..., be) € (R%)’. On voit ainsi que yx(a)g = Y (m”)(a + b1, ba, ..., by)
appartient a I'image de Y (m”), c’est-a-dire & W (o).

Soient (a1,...,as) et (by,...,by) deux éléments de (R* )’ qui ont méme image par Y (m). Nous
voulons montrer que (a1, ...,as) = (by,...,bp).

On raisonne par récurrence sur N (o). Ecrivons m = (t1,...,ts). Soit k € [1,n—1] tel que t; = 7.
Posons m’ = (ta,...,t7); ¢’est une écriture réduite de 7% o 0. Supposons un instant que l'on ait
a1 > by ; on pourrait alors écrire

Y(m)(a1 — bl,ag, Ce ,a@) = yk(—bl) Y(m)(a,l, Ce ,ag) = Y(m/)(bg, e ,bg),

ce qui contredirait le fait, affirmé dans 1’énoncé, que les ensembles W (o) et W(r; o o) sont
disjoints. Par symétrie, le cas by > aj n’est pas non plus possible. On a donc a; = b;. Aprés
simplification, on observe que (as, ..., as) et (ba,...,by) ont méme image par Y (m'). L’hypothese
de récurrence donne alors (ag, ...,ap) = (ba,...,bs), ce qui conclut la preuve.
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6.4
(a)

Soit o € S, et soit m = (t1,...,t7) une écriture réduite de o.

Soit p € S, une permutation plus petite que o. D’aprés la question 5.8, il existe une suite
strictement croissante d’indices 1 < 41 < -+ < i < £ telle que m' = (t;,,...,t;, ) soit une
écriture réduite de p. Soit a = (a1,...,ax) € R%. Pour chaque € € R%, construisons un b € (R* )¢
en mettant a, en position i,, pour r € [1, k], et en mettant £ aux autres endroits. Alors Y (m)(b)
appartient & W (o) et tend vers Y (m')(a) quand e tend vers 0. Ce dernier appartient donc a
I'adhérence de W (o). Ceci étant valable pour tout a € (R%)¥, on a W(p) = W (o).

Dans l'autre sens, soit h un élément de W (o). Cet élément est la limite d'une suite (gp) d’éléments
de W (o). Ecrivons g, = Y (m)(bp1, - - -, bp), avec b, € R% pour chaque p > 0 et chaque r € [1, £].
La somme by, 1+ - -+b,, ¢ est égale a la somme des coefficients sur la sous-diagonale de la matrice gp,
donc admet une limite quand p tend vers I'infini. Par conséquent, la suite (b1, ..., bp ), & valeurs
dans R’ est bornée. Quitte a extraire, on peut la supposer convergente et appeler (cy,...,c) sa
limite. Supprimant les zéros dans cette liste, on voit qu’il existe une suite strictement croissante
d’indices 1 < iy < -+ < i < £ telle que h = Y (m/)(ciy, ..., ¢,,), ou m' = (t;,,...,t;,). Du
résultat de la question 6.3 (a), appliqué de fagon répétée, on déduit alors que h € W (p), ou p
s’écrit comme un produit de certaines des lettres du mot m/. La question 5.8 assure que p < o,

de sorte qu’on a
he | W),

pESH
pso

comme désiré.

Appelons V 'union U W (o). Chaque élément de V est produit de matrices yx(a), pour (k,a) €
o€eSy
[1,n — 1] x R%. La stabilité de V' par multiplication découle ainsi de la question 6.3 (a). (Inci-

demment, puisque V contient toutes les matrices yx(a) ainsi que la matrice identité, on voit que
V est 'ensemble de tous les produits de matrices yx(a).)

Soit o la permutation définie dans la question 5.1. D’apres la question 5.5 (c), og est le plus
grand élement de S, pour lordre <. D’aprés la question (a), V est 'union des adhérences dans
GL,,(R) des W (o), pour o € S, donc est une union finie de fermés, donc est fermé.
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