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3.2 Rapport sur l'épreuve écrite de mathématiques générales

3.2.1 Sur la thématique du problème

Brève histoire de la théorie des matrices totalement positives

L'étude des matrices totalement positives (TP en abrégé) commence dans les années 1930.

D'un côté, Schoenberg, motivé par des problèmes d'estimation du nombre des zéros réels d'un polynôme
et par la règle des signes de Descartes, étudie les matrices A P MnpRq ayant la propriété de � diminution
de la variation � [So] : on demande que pour tout vecteur x P Rn d'image y “ Ax, le nombre de
changements de signe dans la suite �nie y “ py1, . . . , ynq soit inférieur au nombre de changements
de signe dans la suite x “ px1, . . . , xnq. Schoenberg observe que toute matrice TP a la propriété
de diminution de la variation. On peut en fait compléter cet énoncé de façon à caractériser ainsi
les matrices TP ; voir [P], ch. 3 pour l'énoncé précis. (Le lien avec les problèmes de zéros réels des
polynômes vient de ce que si px1, . . . , xnq et pa1, . . . , anq sont des suites strictement croissantes de réels
strictement positifs, alors la matrice B “ pbi,jq de coe�cients bi,j “ x

aj
i est TP ; c'est une conséquence

de la question 1.3 du problème.)

D'un autre côté, Gantmacher et Krein s'intéressent aux propriétés oscillatoires des systèmes mécaniques
couplés. Mathématiquement, cela se traduit par des équations di�érentielles ordinaires avec conditions
aux limites (problème de Sturm-Liouville), et se ramène à l'étude des vecteurs propres de l'opérateur
intégral de noyau donné par la fonction de Green Gpx, yq du problème. Sous certaines conditions,
cette fonction de Green a la propriété de stricte totale positivité : pour tout k > 1 et tous k-uplets
px1, . . . , xkq et py1, . . . , ykq strictement croissants de réels, on a∣∣∣∣∣∣∣

Gpx1, y1q . . . Gpx1, ykq
...

. . .
...

Gpxk, y1q . . . Gpxk, ykq

∣∣∣∣∣∣∣ ą 0.

Généralisant le théorème de Perron-Frobenius, Gantmacher et Krein montrent dans [GK1], [GK2] que
si une matrice A P MnpRq est strictement positive (c'est-à-dire si tous les mineurs de A sont strictement
positifs), alors les valeurs propres de A sont réelles, simples, et strictement positives ; on dispose en
outre d'informations sur le nombre de changements de signe des coordonnées des vecteurs propres.

Aujourd'hui, la théorie des matrices TP a des applications en combinatoire, en théorie des groupes
de Lie, en probabilités (processus stochastiques de type di�usion linéaire), en théorie de l'approxima-
tion (fonctions splines), en statistiques (procédures de décision et tests), en théorie de la �abilité, en
économie mathématique, ... ; voir notamment [GM], [K], [Li], [P], [Su].

Aspects traités dans le problème

Le problème regardait trois aspects de la théorie des matrices TP.

Le premier est un théorème d'A. Whitney : l'ensemble des matrices TP est l'adhérence de l'ensemble
des matrices strictement totalement positives. La question 1.4 (d) proposait d'établir ce fait quand
on se restreignait au cas des matrices inversibles. On trouvera une démonstration du cas général dans
[P], �2.2. En utilisant ce résultat et la continuité des valeurs propres d'une matrice en fonction de ses
coe�cients, on en déduit que les valeurs propres d'une matrice carrée TP sont des réels positifs.

Le second point abordé dans le problème est la factorisation des matrices TP inversibles. L'inégalité
établie dans la question 2.3 (que l'on trouve par exemple dans [K], p. 88) implique que les mineurs
principaux d'une matrice TP inversible sont tous strictement positifs ; invoquant le théorème D, on en
déduit qu'une matrice TP inversible admet une factorisation A “ LDU . Les coe�cients des matrices
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L, D et U sont alors positifs, car ils sont donnés par les formules

li,j “
∆J1,j´1KYtiu,J1,jKpAq

∆J1,jK,J1,jKpAq
(pour i > j),

ui,j “
∆J1,iK,J1,i´1KYtjupAq

∆J1,iK,J1,iKpAq
(pour i 6 j),

di,i “
∆J1,iK,J1,iKpAq

∆J1,i´1K,J1,i´1KpAq
.

Mieux : les matrices L, D et U sont en fait totalement positives, voir [C]. Avec la notation ykpaq
introduite dans la partie 5.1 du problème, on peut en outre montrer que la matrice L s'écrit comme
un produit yk1pa1q ¨ ¨ ¨ ykN paN q, avec N P N, pk1, . . . , kN q P J1, n ´ 1KN et pa1, . . . , aN q P pR`qN .
Ce résultat est appelé théorème de Loewner-Whitney [Lo], [W]. On trouvera dans [FZ] un argument
prouvant simultanément tous ces résultats.

Le troisième et dernier aspect concerne la structure de l'ensemble W des matrices TP unitriangulaires
inférieures de taille n ˆ n. Cet ensemble n'est pas une sous-variété de l'espace a�ne des matrices
unitriangulaire inférieures ; par exemple pour n “ 2, on a

W “

#

ˆ

1 0
a 1

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a P R`

+

,

tandis que R` n'est pas une sous-variété de R. L'ensemble W est toutefois semi-algébrique réel (dé�ni
par des inégalités faisant intervenir des fonctions polynomiales). On sait qu'on peut alors en construire
une strati�cation, autrement dit, on peut décomposer W comme une union disjointe de sous-variétés
convenablement positionnées les unes par rapport aux autres. Dans [Lu], Lusztig obtient explicitement
une telle strati�cation en intersectant W avec les cellules de Bruhat Cpσq. Plus précisément, chaque
intersection W pσq “W X Cpσq est une sous-variété de dimension Npσq, et on a

W pσq “
ď

ρPSn
ρ6σ

W pρq.

La partie 6 du problème avait pour ambition de faire un premier pas en direction de ces résultats.
Avant cela, il convenait de prouver la décomposition de Bruhat

GLnpRq “
ď

σPSn

Cpσq (union disjointe),

où Cpσq “ BPσB (voir l'énoncé, partie 5, pour les notations). Ce résultat classique est relié à la
décomposition LU : l'ensemble des matrices inversibles admettant une décomposition LU est l'ensemble
Pσ0 Cpσ0q (question 5.1).

La décomposition de Bruhat et l'étude de ses propriétés occupaient les parties 3 à 5 du problème.
À une approche calculatoire et algorithmique basée sur des opérations élémentaires sur les matrices,
nous avons préféré un point de vue plus géométrique, basée sur la position relative de deux drapeaux
dans un espace vectoriel E de dimension �nie n. Dans la partie 3, on démontrait que les orbites de
GLpEq sur l'ensemble des couples de drapeaux sont paramétrées par le groupe symétrique Sn. Dans la
partie 4, on rappelait que Sn était engendré par l'ensemble de transpositions

T “
 

pi i` 1q
ˇ

ˇ i P J1, n´ 1K
(

et on étudiait les � écritures réduites � d'une permutation σ donnée, c'est-à-dire les mots pt1, t2, . . . , t`q P
T ` de longueur ` minimale tels que σ “ t1 ˝ t2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t` ; la question 4.5 est la condition d'échange
de Matsumoto [M]. Dans la partie 5, on établissait en�n la décomposition de Bruhat (question 5.3),
puis, après les délicates questions 5.6 et 5.7, on parvenait à une description complète et explicite de
l'adhérence des cellules Cpσq (question 5.9).
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3.2.2 Commentaires sur les réponses des candidats

Questions de cours et autres résultats classiques

Ces deux questions, placées en tête du sujet, et de ce fait bien mises en évidence, avaient valeur de
test.

Théorème A
La démonstration de ce résultat relève du programme de première année de licence, alors que l'agré-
gation est un concours réservé aux titulaires d'un master. Il est dès lors plutôt inquiétant de constater
que seulement 15% des candidats parviennent à une solution satisfaisante.

Cette question a révélé de graves lacunes en algèbre linéaire, qui sont incompréhensibles à ce niveau
de quali�cation. De nombreux candidats n'ont pas peur d'envisager le cas où (avec les notations de
l'énoncé) l'intersection F XG serait vide ; d'autres écrivent sans vergogne dimpF zpF XGqq “ dimF ´
dimpF XGq sans voir que F zpF XGq n'est pas un espace vectoriel ; d'autres en�n pensent que d'une
base d'un espace vectoriel, on peut extraire une base de chacun de ses sous-espaces vectoriels.

Théorème B
Cette question, plus calculatoire, a été mieux réussie que la précédente. Un grand nombre de candidats
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ont observé que le résultat pouvait être obtenu par récurrence sur la taille de la matrice en développant
selon la première ligne ou la première colonne de la matrice. Les correcteurs ont été attentifs à la clarté
et à la précision de la rédaction, et au fait que l'argument présenté était complet.

Problème

1.1

(b) Cette question a causé bien des soucis aux candidats. Bien peu savent que le produit cartésien
J1, nKk est l'ensemble des applications de J1, kK dans J1, nK. Quoi qu'il en soit, on attendait ici
surtout des candidats qu'ils utilisent à bon escient l'hypothèse que f est alternée.

(d) Plusieurs candidats écrivent

fpXσp1q, . . . , Xσpnqq “ p´1qsgnpσqfpX1, . . . , Xnq

sans observer que p´1qsgnpσq vaut toujours ´1 puisque sgnpσq vaut ˘1. Autrement dit : les
candidats utilisant des notations inhabituelles sont invités à préciser clairement les conventions
qu'ils utilisent.

1.2

(b) La plupart des candidats ont a�rmé que l'ensemble des mineurs d'une matrice est égal à
l'ensemble des mineurs de sa transposée, mais relativement peu ont su prouver la formule
∆I,Jp

tpAq “ ∆J,IpAq sans s'embrouiller dans les indices.

(c) De nombreux candidats ont senti que les mineurs de la matrice identité valent tous 0 ou 1.
Le barème n'a toutefois récompensé que les candidats qui ont su donner une démonstration
convaincante de ce fait.

(e) On attendait ici un contre-exemple explicite, sans erreur dans le calcul de l'inverse.

1.3

(a) Plusieurs candidats ont confondu lemme de Rolle et théorème des valeurs intermédiaires.

1.4

(a) Il fallait ici faire voir qu'à A P G ˚` donnée, pour tout k P J1, nK et tout H P Pkpnq, il existe
I P Pkpnq tel que ∆H,IpAq ‰ 0. Beaucoup de candidats (mais pas tous) formulent convenable-
ment cette première étape dans le raisonnement. En revanche, très peu nombreux sont ceux qui
parviennent à une solution correcte : le jury attendait un argument plus précis que la simple
a�rmation du fait que cette propriété découlait de l'inversibilité de A.

(b) Curieusement, cette question n'a été traitée correctement que par une minorité de copies.

(d) Une bonne proportion des candidats abordant cette question se bornent à avancer des arguments
qui n'établissent que l'inclusion G` Ă G ˚`.

2.1

(a) Pour traiter cette question très facile, plusieurs candidats ont été tentés d'appliquer le théorème D,
sans s'apercevoir que les hypothèses dudit théorème n'étaient pas satisfaites.

(b) Cette question a révélé le manque de soin de bien des candidats.

(d) Cette première question di�cile du problème n'a presque jamais été traitée de façon satisfaisante.
Les candidats qui ont invoqué un argument de densité mais qui, ce faisant, se sont implicitement
placés dans le cas K “ R, ont été récompensés de façon marginale.
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2.3

(a) Les correcteurs se sont ici attachés à contrôler la logique du raisonnement suivi.

3.2

(a) La notation 1tP u est employée par plusieurs candidats pour désigner 1 si la propriété P est vraie et
0 si P est fausse. Cette notation saugrenue, qui ne jouit d'aucune reconnaissance internationale,
mériterait d'être dé�nie par ses utilisateurs.

(c) L'existence de σ n'a été correctement établie que dans une minorité de copies. Il fallait expliquer
clairement pourquoi la matrice P “ ppi,jq de coe�cients

pi,j “ δi,j ´ δi,j´1 ´ δi´1,j ` δi´1,j´1

est une matrice de permutation.

3.3 Cette question a permis de distinguer les candidats ayant compris la dé�nition d'une action de
groupe.

3.4

(b) Avec les notations de l'énoncé, il s'agissait d'établir que pour tout pi, jq P J1, nK2, le sous-espace
pFi X Gj´1q ` pFi´1 X Gjq est de codimension au plus 1 dans Fi X Gj . Seule une poignée de
candidats ont su établir ce résultat, les autres se contentant d'un discours approximatif sans
valeur probante. Les correcteurs ont été ici particulièrement vigilants.

4.1 Les candidats se sont souvent bornés à indiquer la permutation réalisant le maximum de la
fonction N , mais n'ont hélas pas toujours justi�é leur réponse. Il fallait également expliquer pourquoi
N n'atteignait son maximum qu'en cette permutation.

4.2

(a) Pour noter cette question, les correcteurs ont apprécié la clarté et le caractère complet de la
discussion. Les rédactions embrouillées et le manque de soin ont été pénalisés.

4.3

(a) Les candidats pouvaient bien sûr supposer connu le fait que Sn soit engendré par les transposi-
tions.

(b) Les quelques copies qui abordent cette question tentent de prouver les deux assertions au sein
d'une même récurrence, ce qui n'est pas possible.

5.1 Cette question pourtant classique n'a quasiment jamais été traitée.

5.5

(a) La justi�cation du caractère antisymétrique de la relation 6 n'est satisfaisante que dans un
cinquième des copies traitant cette question.

6.2

(a) Les correcteurs n'apprécient pas les tentatives de grapillage de point. Il avait été clairement
annoncé que les questions de la partie 6 étaient destinées aux candidats ayant abordé de façon
satisfaisante les parties 1 et 5.
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3.3 Corrigé de l'épreuve de mathématiques générales

3.3.0 Questions de cours et autres résultats classiques

Preuve du théorème A.
PosonsH “ FˆG et contemplons l'application linéaire u : px, yq ÞÑ x`y deH dans E. Son image est le
sous-espace vectoriel F`G. Son noyau est l'image de l'application linéaire v : x ÞÑ px,´xq de FXG dans
H, laquelle est injective. Le théorème A s'obtient alors en combinant l'égalité dimH “ dimF ` dimG
et le théorème du rang :

dimpF `Gq “ dimpimuq “ dimH ´ dimpkeruq “ dimH ´ dimpim vq “ dimH ´ dimpF XGq.

On peut aussi prouver le théorème A en considérant des sous-espaces vectoriels F 1 etG1 supplémentaires
de F XG dans F et G, respectivement, et en véri�ant que l'application somme induit un isomorphisme
entre pF XGq ˆ F 1 ˆG1 et F `G.

Preuve du théorème B.
Une matrice et sa transposée ayant même déterminant, nous nous bornerons à traiter le cas de

A “

ˆ

B C

0 F

˙

.

Soit n le nombre de lignes de A, soit k le nombre de lignes de B, et soit K le corps auquel les coe�cients
de A appartiennent. Notons Ik et In´k les matrices identités d'ordre k et n´ k, respectivement.

La matrice
ˆ

Ik C

0 In´k

˙

a pour déterminant 1, car nous pouvons la ramener à la matrice identité en retranchant de chacune de
ses pn´ kq dernières colonnes une combinaison linéaire judicieuse des k premières.

Soit Φ : MkpKq Ñ K l'application donnée par

Φ : X ÞÑ det

ˆ

X 0

0 In´k

˙

.

Manifestement, ΦpXq est multilinéaire alternée en les vecteurs colonnes de X, donc Φ est proportion-
nelle au déterminant. Le coe�cient de proportionnalité est égal à ΦpIkq “ 1, d'où ΦpXq “ det X. Nous
obtenons donc que

det

ˆ

B 0

0 In´k

˙

“ det B.

On montre de la même manière que

det

ˆ

Ik 0

0 F

˙

“ det F.

Le résultat désiré s'obtient alors à partir de l'égalité

A “

ˆ

Ik 0

0 F

˙ˆ

Ik C

0 In´k

˙ˆ

B 0

0 In´k

˙

par multiplicativité du déterminant.

D'autres méthodes sont bien sûr possibles : on peut utiliser la formule exprimant le déterminant comme
une somme alternée sur le groupe symétrique Sn et observer que les permutations σ P Sn contribuant
e�ectivement à la somme stabilisent J1, kK et Jk ` 1, nK, ou bien on peut développer le déterminant
selon la première colonne et raisonner par récurrence.
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3.3.1 Matrices totalement positives

1.1

(a) Par dé�nition du produit matriciel, on a

ch,j “
n
ÿ

i“1

ah,ibi,j

pour tout ph, jq P J1,mK ˆ J1, pK. Portant notre attention sur les lignes h1, ..., hk et prenant
j “ jp, cela donne

Yp “
n
ÿ

i“1

bi,jpXi

pour tout p P J1, kK.

(b) Substituant cette expression dans fpY1, . . . , Ykq et utilisant la k-linéarité de f , on obtient

fpY1, . . . , Ykq “
n
ÿ

i1“1

¨ ¨ ¨

n
ÿ

ik“1

bi1,j1 ¨ ¨ ¨ bik,jk fpXi1 , . . . , Xikq

“
ÿ

ϕ:J1,kKÑJ1,nK

bϕp1q,j1 ¨ ¨ ¨ bϕpkq,jk fpXϕp1q, . . . , Xϕpkqq,

le lien entre les deux lignes consistant à voir une famille pi1, . . . , ikq P J1, nKk comme une applica-
tion ϕ : J1, kK Ñ J1, nK. L'expression proposée dans le sujet découle directement de celle obtenue
ci-dessus, compte tenu du caractère alterné de f .

(c) Chaque application injective ϕ : J1, kK Ñ J1, nK s'écrit de façon unique sous la forme ψ ˝ σ, où
σ P Sk et où ψ : J1, kK Ñ J1, nK est une application strictement croissante. En outre, la donnée
d'une telle application ψ est équivalente à celle de son image I “

 

ψp1q, . . . , ψpkq
(

. Concrètement,
si on appelle i1, ..., ik les éléments de I rangés dans l'ordre croissant, alors pour tout p P J1, kK,
on a ψppq “ ip et ϕppq “ ψpσppqq “ iσppq.
La formule désirée se déduit de celle obtenue dans la question précédente en remplaçant la
sommation sur ϕ par une sommation sur pI, σq PPkpnq ˆ Sk.

(d) Prenons pour f le déterminant dans la base standard de E. Alors fpY1, . . . , Ykq “ ∆H,JpCq.
Prenons I P Pkpnq et appelons i1, ..., ik les éléments de I, rangés dans l'ordre croissant. Utilisant
l'antisymétrie de f , on trouve

fpXiσp1q , . . . , Xiσpkqq “ sgnpσq fpXi1 , . . . , Xikq “ sgnpσq ∆H,IpAq.

La question (c) donne alors

fpY1, . . . , Ykq “
ÿ

IPPkpnq

∆H,IpAq

˜

ÿ

σPSk

sgnpσq biσp1q,j1 ¨ ¨ ¨ biσpkq,jk

¸

.

L'expression entre parenthèses est une dé�nition possible du mineur

∆I,JpBq “

∣∣∣∣∣∣∣
bi1,j1 . . . bi1,jk
...

. . .
...

bik,j1 . . . bik,jk

∣∣∣∣∣∣∣ ,
d'où la formule de Binet-Cauchy.
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1.2

(a) Les coe�cients d'une matrice sont ses mineurs d'ordre 1. Par suite, les coe�cients d'une matrice
TP sont positifs.

(b) Soit A “ pai,jq une matrice de taille nˆ n. Notons tA la transposée de A. Soit k P J1, nK et soit
pI, Jq PPkpnq

2. Notons i1, ..., ik (respectivement, j1, ..., jk) les éléments de I (respectivement, J),
rangés par ordre croissant. Alors

∆I,J

`

tA
˘

“

∣∣∣∣∣∣∣
aj1,i1 . . . ajk,i1
...

. . .
...

aj1,ik . . . ajk,ik

∣∣∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣∣∣
aj1,i1 . . . aj1,ik
...

. . .
...

ajk,i1 . . . ajk,ik

∣∣∣∣∣∣∣ “ ∆J,IpAq,

puisqu'une matrice carrée et sa transposée ont même déterminant. Ainsi chaque mineur de tA
est un mineur de A. Par suite, tA est TP dès que A est TP.

(c) Soit un entier n > 1, soit In la matrice identité dans MnpRq, soit k P J1, nK, et soit pI, Jq PPkpnq.
Si I “ J , alors ∆I,JpInq est le déterminant de la matrice identité de taille k ˆ k, donc vaut 1.
Sinon, c'est que I Ć J , puisque I et J ont même cardinal ; si on écrit i1, ..., ik les éléments de I
rangés dans l'ordre croissant, alors on peut trouver r P J1, kK tel que ik R J , ce qui montre que
∆I,JpInq est nul, puisque la r-ième ligne de la matrice dont il est le déterminant est nulle. Dans
les deux cas, ∆I,JpInq > 0, ce qu'il fallait démontrer.

(d) Soient A et B deux matrices carrées de même taille. La formule de Binet-Cauchy exprime chaque
mineur de AB comme une somme de produits de mineurs de A et de B. Par suite, les mineurs
de AB sont positifs dès que les mineurs de A et B le sont.

(e) On véri�e sans peine que les mineurs de la matrice
ˆ

1 0
1 1

˙

sont tous égaux à 1 ou à 0 ; cette

matrice est donc TP. Par contre, son inverse
ˆ

1 0
´1 1

˙

n'est pas TP, car un de ses mineurs

vaut ´1.

1.3

(a) Soit pHnq la proposition : � Soit pb1, . . . , bnq P Cn et soit pλ1, . . . , λnq P Rn. Si la fonction
´

RÑ R, x ÞÑ λ1e
b1x ` ¨ ¨ ¨ ` λne

bnx
¯

s'annule en n points distincts de R, alors λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0. �
Certainement, pH1q est vraie, car la fonction exponentielle ne s'annule pas. Soit n > 2, supposons
pHn´1q vraie, et prouvons pHnq.
À cette �n, prenons pb1, . . . , bnq P Cn et pλ1, . . . , λnq P Rn, et supposons que la fonction

´

RÑ R, x ÞÑ λ1e
b1x ` ¨ ¨ ¨ ` λn´1e

bn´1x ` λne
bnx

¯

ait n zéros distincts, disons a1, ..., an, ordonnés de façon croissante. En ces points, la fonction

f :
´

RÑ R, x ÞÑ λ1e
pb1´bnqx ` ¨ ¨ ¨ ` λn´1e

pbn´1´bnqx ` λn

¯

s'annule. Le lemme de Rolle montre alors que la dérivée f 1 possède un zéro dans chacun des
intervalles sa1, a2r, ..., san´1, anr, donc possède (au moins) n ´ 1 zéros distincts. Or f 1 est la
fonction

´

RÑ R, x ÞÑ λ1pb1 ´ bnqe
pb1´bnqx ` ¨ ¨ ¨ ` λn´1pbn´1 ´ bnqe

pbn´1´bnqx
¯

.
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Vu que pb1´bn, . . . , bn´1´bnq P Cn´1, nous pouvons appliquer à f 1 la proposition pHn´1q et nous
obtenons l'égalité λipbi´ bnq “ 0 pour chaque i P J1, n´ 1K. Rappelant ici que b1 ă ¨ ¨ ¨ ă bn´1 ă

bn, cela donne λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λn´1 “ 0. Ainsi, f est la fonction constante valant identiquement λn ;
comme elle s'annule aux points ai, c'est que λn “ 0. Ceci achève la preuve de pHnq.

(b) Soit X un vecteur colonne tel que EX “ 0. Alors, appelant λ1, ..., λn les coe�cients de X, la
fonction

´

RÑ R, x ÞÑ λ1e
b1x ` ¨ ¨ ¨ ` λn´1e

bn´1x ` λne
bnx

¯

s'annule en a1, ..., an, donc en n points distincts. D'après (a), ceci implique λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0,
c'est-à-dire X “ 0.
Ainsi, l'endomorphisme de Rn dé�ni par la matrice E est injectif. Il est donc bijectif (nous sommes
en dimension �nie), ce qui signi�e que la matrice E est inversible.

(c) L'ensemble Cn est convexe, car intersection de demi-espaces ouverts, et non-vide. Il est donc
connexe par arcs, donc connexe.

(d) Considérons l'application de pCnq2 dans R qui associe det E à pa, bq. D'après la question (b), cette
application ne s'annule pas. De plus, elle est continue, car chaque coe�cient de E est fonction
continue de pa, bq. En�n, son domaine de dé�nition est connexe. Son image est donc une partie
connexe de R˚ ; autrement dit, cette fonction garde un signe constant.
Il nous reste à montrer que ce signe est `. Pour cela, un exemple su�t. Prenons ainsi b “
p0, . . . , n´ 1q. La formule du déterminant de Vandermonde donne

det E “
ź

16iăj6n

peaj ´ eaiq ą 0.

1.4
(a) Soit pA,Bq P G`ˆG ˚`. Soit k P J1, nK et soit pH,Jq PPkpnq

2. La formule de Binet-Cauchy donne

∆H,JpABq “
ÿ

IPPkpnq

∆H,IpAq ∆I,JpBq.

Dans cette somme, tous les ∆I,JpBq sont strictement positifs et tous les ∆H,IpAq sont positifs.
Par conséquent, pour montrer que ∆H,JpABq ą 0, il su�t de montrer qu'un des ∆H,IpAq est non
nul.
Notons In la matrice identité de taille nˆ n. La formule de Binet-Cauchy donne

∆H,H

`

In
˘

“
ÿ

IPPkpnq

∆H,I

`

A
˘

∆I,H

`

A´1
˘

.

Comme ∆H,H

`

In
˘

“ 1, un des termes de la somme n'est pas nul. Il existe donc I P Pkpnq tel
que ∆H,IpAq ‰ 0, ce qui achève la preuve.
Une démonstration alternative pour la seconde partie du raisonnement consiste à observer que
la matrice de taille k ˆ n extraite de A, obtenue en conservant les lignes d'indice appartenant à
H, est de rang k, et par conséquent possède un mineur non nul d'ordre k.

(b) Considérons la matrice T de l'énoncé. Soit k P J1, nK et soit pH,Jq P Pkpnq
2. Notons i1, ..., ik

(respectivement, j1, ..., jkq les éléments de I (respectivement, Jq, rangés par ordre croissant. En
développant

θpip´jqq
2
“ θi

2
p ˆ θj

2
q ˆ e´2pln θq ipjq

et en utilisant la multilinéarité du déterminant à la fois selon les lignes et selon les colonnes d'une
matrice, on trouve

∆I,JpT q “

∣∣∣∣∣∣∣
θpi1´j1q

2
. . . θpi1´jkq

2

...
. . .

...
θpik´j1q

2
. . . θpik´jkq

2

∣∣∣∣∣∣∣ “
˜

k
ź

p“1

θi
2
p

¸

ˆ

˜

k
ź

q“1

θj
2
q

¸

ˆ

∣∣∣∣∣∣∣
e´2pln θq i1j1 . . . e´2pln θq i1jk

...
. . .

...
e´2pln θq ikj1 . . . e´2pln θq ikjk

∣∣∣∣∣∣∣ .
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Comme ´2pln θq ą 0, le déterminant à droite est de la forme étudiée dans la question 1.3 (d), et
est donc strictement positif. Ainsi ∆I,JpT q ą 0, ce qu'il fallait démontrer.

(c) Soit pθnq une suite d'éléments de s0, 1r tendant vers zéro quand n tend vers l'in�ni. À partir de
θn, formons la matrice Tn, comme dans la question (b). Chaque Tn appartient à G ˚`, et la suite
pTnq tend vers la matrice identité quand n tend vers l'in�ni.

(d) Par dé�nition, G` est l'ensemble des matrices A P G telles que ∆I,JpAq > 0 pour chaque k P J1, nK
et chaque pI, Jq PPkpnq

2. Du fait que les ∆I,J sont des fonctions continues sur G suit alors que
G` est une partie fermée de G . Ainsi, G` est un fermé de G qui contient G ˚` ; il contient donc
l'adhérence de G ˚` dans G .
Prouvons l'inclusion opposée. Soit A P G`. Considérons la suite pTnq construite à la question (c).
Chaque matrice ATn appartient à G ˚`, d'après la question (a), et la suite pATnq a pour limite
A, car la multiplication des matrices est une application continue. Nous voyons ainsi que A
appartient à l'adhérence de G ˚`.
Les deux inclusions G` Ą G ˚` et G` Ă G ˚` prouvent l'égalité demandée.

3.3.2 Factorisation LDU d'une matrice TP inversible

2.1

(a) Décomposons A par blocs

A “

ˆ

A1 A2

A3 A4

˙

,

avec A1 P MqpKq, A2 P Mq,n´qpKq, A3 P Mn´q,qpKq, A4 P Mn´q,n´qpKq. Par hypothèse, A1 est
de déterminant non nul, donc est inversible. La factorisation souhaitée est équivalente au système
d'équations

A1 “ B, A2 “ F, A3 “ EB, A4 “ EF ` C,

qui admet une solution unique, à savoir

B “ A1, C “ A4 ´A3A
´1
1 A2, E “ A3A

´1
1 , F “ A2.

(b) Donnons-nous pi, jq P J1, n´ qK2. Appelons P et Q les deux facteurs du produit matriciel trouvé
dans la question précédente, de sorte que A “ PQ, et écrivons la formule de Binet-Cauchy pour
H “ J1, qKY tq ` iu et J “ J1, qKY tq ` ju :

di,j “
ÿ

IPPq`1pnq

∆H,IpP q∆I,JpQq.

Si I ‰ H, alors I contient un élement dans Jq` 1, nKztq` iu ; cela nous donne une colonne nulle
dans la matrice dont ∆H,IpP q est le déterminant, d'où ∆H,IpP q “ 0. En revanche, ∆H,HpP q “ 1,
car c'est le déterminant d'une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. Il vient
donc, en notant Xj la j-ième colonne de F ,

di,j “ ∆H,JpQq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B Xj

0 ci,j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ det pBq ci,j .

Ainsi, D “ pdet Bq C.

(c) Par multilinéarité du déterminant, on en déduit que det D “ pdet Bqn´q pdet Cq. La formule
désirée vient alors des égalités évidentes det A “ pdet Bq pdet Cq et ∆J1,qK,J1,qKpAq “ det B.

(d) Deux stratégies peuvent être utilisées pour résoudre cette question : utiliser des calculs algébriques
ou déduire par densité le cas général du cas établi dans la question précédente.
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Utilisation de calculs algébriques.
Le cas n “ q` 1 étant banal, nous supposerons que n ą q` 1. Nous nous plaçons dans le cas qui
reste à établir, à savoir ∆J1,qK,J1,qKpAq “ 0, et voulons établir que det D “ 0.
Reprenons l'écriture par blocs

A “

ˆ

A1 A2

A3 A4

˙

de la question (a). Pour pi, jq P J1, n´ qK2, en développant le déterminant

di,j “ ∆J1,qKYtq`iu,J1,qKYtq`jupAq

selon la dernière colonne, nous obtenons

di,j “

q
ÿ

k“1

p´1qk`q`1 ak,q`j ∆pJ1,qKztkuqYtq`iu,J1,qKpAq,

puis en développant les mineurs d'ordre q qui viennent d'apparaître, cette fois-ci selon la dernière
ligne, nous obtenons

di,j “

q
ÿ

k“1

q
ÿ

`“1

p´1qk```1 ak,q`j aq`i,` ∆J1,qKztku,J1,qKzt`upAq.

Autrement dit, si nous introduisons la comatrice ĂA1 de A1, de taille q ˆ q, dont l'élément en
position pk, `q P J1, qK2 est p´1qk``∆J1,qKztku,J1,qKzt`upAq, nous obtenons D “ ´A3

t
ĂA1 A2.

Si A1 est de rang inférieur ou égal à q ´ 2, alors ĂA1 “ 0, et donc D “ 0. Si A1 est de rang q ´ 1,
alors ĂA1 est de rang 1, et donc D est de rang au plus 1. Dans les deux cas, nous avons donc
det D “ 0, ce que nous voulions démontrer.

Déduction par densité.
La méthode la plus simple est toutefois de déduire le cas général du cas particulier démontré dans
la question (c). Il s'agit de rendre précise l'idée que les deux membres de l'identité de Sylvester
dépendent continûment de A et que l'inéquation ∆J1,qK,J1,qKpAq ‰ 0 dé�nit un sous-ensemble
dense de MqpKq. La di�culté de l'exercice vient du fait que le corps K n'est a priori pas le corps
R des nombres réels ou le corps C des nombres complexes.
Pour s'en sortir, l'astuce classique au niveau de l'agrégation consiste à plonger K dans le corps des
fractions rationnelles KpXq et à contempler la matrice pA “ A ´XIn. Le mineur ∆J1,qK,J1,qK

`

pA
˘

a p´1qqXq comme coe�cient dominant, donc est non nul. D'après la question (c), l'identité de
Sylvester a donc lieu pour pA dans KpXq : elle s'écrit

det pD “
`

∆J1,qK,J1,qK
`

pA
˘˘n´q´1 `

det pA
˘

,

où pD est construite à partir de pA comme D l'est à partir de A. Les deux membres de cette égalité
appartiennent à l'anneau de polynômes KrXs et peuvent donc être évalués en X “ 0 : après
évaluation, on obtient l'identité de Sylvester pour A dans K.

2.2 Soient n, q, A et D comme dans l'énoncé. Soit k P J1, n ´ qK, soit pI, Jq P Pkpn ´ qq. Posons
I 1 “ J1, qK Y ti ` q | i P Iu et J 1 “ J1, qK Y tj ` q | j P Ju. Appliquons l'identité de Sylvester
(question 2.1 (d)) à la matrice extraite de A obtenue en ne conservant que les lignes et les colonnes
dont les indices appartiennent à I 1 et J 1, respectivement. On trouve

∆I,JpDq “
`

∆J1,qK,J1,qKpAq
˘k´1

∆I 1,J 1pAq.

Cette relation et la totale positivité de A entraînent que ∆I,JpDq est positif.
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2.3

(a) Raisonnons par l'absurde. Supposons que a1,1 “ 0. Comme A est inversible, sa première colonne
et sa première ligne sont toutes deux non nulles : il existe deux indices i, j, di�érents de 1,
tels que les coe�cients ai,1 et a1,j soient non nuls. Comme A est TP, ces deux coe�cients sont
ainsi strictement positifs (question 1.2 (a)). Utilisant à nouveau l'égalité a1,1 “ 0, il vient alors
∆t1,iu,t1,jupAq “ ´ai,1a1,j ă 0, ce qui contredit l'hypothèse que A est TP.

(b) Introduisons la matrice D de la question 2.1 pour q “ 1. Soit rA la matrice extraite de A obtenue
en conservant les lignes et les colonnes d'indice appartenant à t1uYJp`1, nK. Comme les mineurs
de rA sont des mineurs de A, la totale positivité de A entraîne celle de rA.
L'identité de Sylvester conduit à

det D “ pa1,1q
n´2 pdet Aq,

∆J1,p´1K,J1,p´1KpDq “ pa1,1q
p´2 ∆J1,pK,J1,pKpAq,

∆Jp,n´1K,Jp,n´1KpDq “ pa1,1q
n´p´1

`

det rA
˘

.

Appliquant (˚) à rA et à D, qui sont toutes deux TP de taille strictement inférieure à n, nous
obtenons

det rA 6 a1,1 ∆Jp`1,nK,Jp`1,nKpAq,

det D 6 ∆J1,p´1K,J1,p´1KpDq ∆Jp,n´1K,Jp,n´1KpDq.

Combinant ces relations, nous parvenons à

pa1,1q
n´2 pdet Aq 6 pa1,1q

n´2 ∆J1,pK,J1,pKpAq ∆Jp`1,nK,Jp`1,nKpAq.

L'inégalité désirée s'obtient en simpli�ant par a1,1, qui est strictement positif.

(c) Introduisons les matrices

P “

¨

˚

˝

0 . . . 1
...

. . .
...

1 . . . 0

˛

‹

‚

et B “ PAP´1. Pour k P J1, nK et pI, Jq P Pkpnq, le mineur ∆I,JpBq de B est égal au mineur
∆I 1,J 1pAq, où I 1 et J 1 sont les images de I et J par la permutation k ÞÑ n` 1´ k de J1, nK. Du
fait que A est TP suit alors que B l'est aussi. Appliquant à B le cas p “ n ´ 1 de la question
précédente, nous obtenons alors

det B 6 ∆J1,n´1K,J1,n´1KpBq ∆tnu,tnupBq,

qui n'est autre que le cas p “ 1 de (˚).

3.3.3 Position relative de deux drapeaux

3.1 On dresse sans peine le tableau des préimages par σ des intervalles J1, iK :

i σ´1pJ1, iKq

1
 

3
(

2
 

1, 3
(

3
 

1, 2, 3
(

La dé�nition conduit alors au tableau suivant pour pdi,jpσqq :
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0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 0 0 1
2 0 1 1 2
3 0 1 2 3

(Les indices i et j sont indiqués dans la première colonne et la première ligne, respectivement.)

3.2

(a) Par dé�nition, di,jpσq est le nombre d'éléments k P J1, jK tels que σpkq P J1, iK. C'est donc le
nombre de colonnes parmi les j premières de Pσ dont le 1 se situe dans les i premières lignes.
Autrement dit, c'est le nombre de 1 dans le coin supérieur gauche de Pσ, à l'intersection des j
premières colonnes et des i premières lignes. Vu que les coe�cients de Pσ valent 0 ou 1, ce fait
se traduit par la formule

di,jpσq “
i
ÿ

k“1

j
ÿ

`“1

pk,`pσq.

(b) Supposons que i > 2 et j > 2. De la question (a), on déduit que

di,jpσq ´ di,j´1pσq “
i
ÿ

k“1

˜

j
ÿ

`“1

pk,`pσq ´

j´1
ÿ

`“1

pk,`pσq

¸

“

i
ÿ

k“1

pk,jpσq,

di´1,jpσq ´ di´1,j´1pσq “
i´1
ÿ

k“1

˜

j
ÿ

`“1

pk,`pσq ´

j´1
ÿ

`“1

pk,`pσq

¸

“

i´1
ÿ

k“1

pk,jpσq,

d'où par soustraction
´

di,jpσq ´ di,j´1pσq
¯

´

´

di´1,jpσq ´ di´1,j´1pσq
¯

“ pi,jpσq,

comme désiré.
Supposons maintenant i “ 1 et j > 2. Dans ce cas, la première égalité ci-dessus reste valable,
et la somme dans le membre de droite se réduit au seul terme pi,jpσq. Comme ici di´1,jpσq “
di´1,j´1pσq “ 0, on a encore

´

di,jpσq ´ di,j´1pσq
¯

´

´

di´1,jpσq ´ di´1,j´1pσq
¯

“ pi,jpσq.

Le cas i > 2 et j “ 1 est symétrique du précédent, et le dernier cas i “ j “ 1 est banal.

(c) Adoptons les notations de l'énoncé. D'après la question (b), la permutation σ cherchée, si elle
existe, doit véri�er

pi,jpσq “ δi,j ´ δi,j´1 ´ δi´1,j ` δi´1,j´1

pour chaque pi, jq P J1, nK2. Par suite, la matrice Pσ, et donc σ elle-même, est complètement
déterminée par la donnée du tableau pδi,jq. Ceci prouve l'unicité.
Pour montrer l'existence, étudions la matrice P “ ppi,jq formée par les coe�cients

pi,j “ δi,j ´ δi,j´1 ´ δi´1,j ` δi´1,j´1.

La somme des coe�cients dans la j-ième colonne de P est

n
ÿ

k“1

pk,j “
n
ÿ

k“1

pδk,j ´ δk´1,jq ´

n
ÿ

k“1

pδk,j´1 ´ δk´1,j´1q “ pδn,j ´ δ0,jq ´ pδn,j´1 ´ δ0,j´1q “ 1.
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De même, la somme des coe�cients dans chaque ligne de P vaut 1. De plus, d'après (iii), la matrice
P est à coe�cients dans

 

0, 1
(

. Chaque ligne et chaque colonne de P contient exactement un 1 :
il existe donc σ P Sn telle que P “ Pσ.
On a alors pour tout pi, jq P J1, nK2 :

di,jpσq “
ÿ

16k6i
16`6j

pk,`pσq “
ÿ

16k6i
16`6j

δk,` ´
ÿ

16k6i
16`6j´1

δk,` ´
ÿ

16k6i´1
16`6j

δk,` `
ÿ

16k6i´1
16`6j´1

δk,`.

Dans le membre de droite, les termes s'éliminent deux à deux, à l'exception de δi,j . On obtient
donc di,jpσq “ δi,j , ce qui prouve que σ convient.

3.3 Soient F “ pF0, F1, . . . , Fnq et G “ pG0, G1, . . . , Gnq deux drapeaux. Pour chaque i P J1, nK,
choisissons des vecteurs ei P FizFi´1 et fi P GizGi´1. Alors pour chaque i P J1, nK, le vecteur ei
n'appartient pas au sous-espace vectoriel engendré par

 

e1, . . . , ei´1

(

, puisque ce dernier est inclus
dans Fi´1 ; par suite, pe1, . . . , enq est une partie libre de E, donc est une base de E (puisque E est de
dimension n). Le sous-espace vectoriel engendré par

 

e1, . . . , ei
(

est ainsi de dimension i, et comme
il est inclus dans Fi, il lui est égal. On montre de même que pf1, . . . , fnq est une base de E telle que
pour chaque i P J0, nK, le sous-espace Gi soit engendré par

 

f1, . . . , fi
(

. Soit g l'automorphisme de E
qui envoie ei sur fi pour tout i P J1, nK. Alors g envoie F sur G.

3.4 Adoptons les notations de l'énoncé.

(a) Les deux sous-espaces FiXGj´1 et Fi´1XGj sont de dimensions δi,j´1 et δi´1,j , respectivement.
Leur intersection est Fi´1 XGj´1, de dimension δi´1,j´1. Le théorème A donne alors

dimppFi XGj´1q ` pFi´1 XGjqq “ δi,j´1 ` δi´1,j ´ δi´1,j´1,

d'où

δi,j ´ δi,j´1 ´ δi´1,j ` δi´1,j´1 “ dimpFi XGjq ´ dimppFi XGj´1q ` pFi´1 XGjqq

“ dim

ˆ

Fi XGj
pFi XGj´1q ` pFi´1 XGjq

˙

. (6)

(b) Le membre de droite de (6) est un entier positif ou nul. Il est au plus égal à 1, car

dim

ˆ

Fi XGj
pFi XGj´1q ` pFi´1 XGjq

˙

6 dim

ˆ

Fi XGj
Fi´1 XGj

˙

“ dim

ˆ

pFi XGjq ` Fi´1

Fi´1

˙

6 dimpFi{Fi´1q.

Par conséquent, le tableau d'entiers pδi,jq véri�e la condition (iii) de la question 3.2 (c). Comme il
véri�e également les conditions (i) et (ii), c'est un tableau pdi,jpσqq, pour une unique permutation
σ P Sn.

3.5 On adopte les notations employées dans la question 3.4.

Supposons que (i) soit vraie. On choisit des vecteurs e1, ..., en de la façon suivante. Prenons i P J1, nK
et posons j “ σ´1piq. Comme

dim

ˆ

Fi XGj
pFi XGj´1q ` pFi´1 XGjq

˙

“ pi,jpσq “ 1,

le sous-espace pFi XGj´1q ` pFi´1 XGjq est de codimension 1 dans Fσpjq XGj . On peut donc choisir
ei P Fi XGj n'appartenant pas à ce sous-espace. Alors ei n'appartient ni à Fi´1, ni à Gj´1.
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Nous sommes alors dans une situation analogue de celle vue dans la réponse à la question 3.3 : on a
un drapeau F “ pF0, F1, . . . , Fnq et des vecteurs ei P FizFi´1 ; cela implique que pe1, . . . , enq est une
base telle que pour chaque i P J0, nK, le sous-espace Fi soit engendré par

 

e1, . . . , ei
(

. De même, on
a un drapeau G “ pG0, G1, . . . , Gnq et des vecteurs eσpjq P GjzGj´1 ; cela implique que pour chaque
j P J0, nK, le sous-espace Gj soit engendré par

 

eσp1q, . . . , eσpjq
(

. Ainsi (ii) est vraie.

Réciproquement, supposons (ii). Soit pi, jq P J1, nK2. Un vecteur x de E appartient à Fi (respectivement,
Gjq si et seulement si ses coordonnées px1, . . . , xnq dans la base pe1, . . . , enq véri�ent

xk ‰ 0 ñ 1 6 k 6 i (respectivement, xσpkq ‰ 0 ñ 1 6 k 6 j).

Autrement dit, Fi XGj est engendré par les vecteurs ek, avec k tel que 1 6 k 6 i et 1 6 σ´1pkq 6 j.
On en déduit que

dimpFi XGjq “ Card
`

J1, iKX σpJ1, jKq
˘

“ Card
`

σ´1pJ1, iKq X J1, jK
˘

“ di,jpσq.

Cette relation étant valable pour tout pi, jq P J1, nK2, on a bien pF,Gq P Oσ. Ainsi (i) est vraie.

3.6 L'action de GLpEq sur les couples de drapeaux conserve les dimensions des intersections FiXGj ,
donc ne change pas la permutation σ. Par conséquent, chaque Oσ est stable par l'action de GLpEq,
c'est-à-dire est union d'orbites. Il s'agit donc de voir que chaque Oσ est non-vide et que l'action de
GLpEq sur Oσ est transitive.

Soit σ P Sn. Utilisant l'implication (ii) ñ (i) dans la question 3.5, on voit facilement que Oσ est
non-vide. Maintenant, soient pF1,G1q et pF2,G2q dans Oσ. Soit pe11, . . . , e

1
nq une base adaptée au couple

de drapeaux pF1,G1q, comme dans l'assertion 3.5 (ii), et soit pe21, . . . , e
2
nq une base adaptée au couple

de drapeaux pF2,G2q. Soit g l'automorphisme de E qui envoie e1k sur e2k pour tout k P J1, nK. Alors g
envoie pF1,G1q sur pF2,G2q. Cela établit la transitivité voulue.

3.7 On adopte les notations de l'énoncé, on prend F1 P F 1, et on écrit F “ pF0, F1, . . . , Fnq, F1 “
`

F 10, F
1
1, . . . , F

1
n

˘

, et G “ pG0, G1, . . . , Gnq.

(a) Soit σ1 la permutation telle que pF1,Gq P Oσ1 . Les drapeaux F et F1 ne di�èrent que par le
sous-espace vectoriel de dimension k, donc pour i P J1, nKz

 

k, k ` 1
(

, on a

pi,jpσq “ dim

ˆ

Fi XGj
pFi XGj´1q ` pFi´1 XGjq

˙

“ dim

ˆ

F 1i XGj
pF 1i XGj´1q ` pF 1i´1 XGjq

˙

“ pi,jpσ
1q.

Ceci implique que σ1´1piq “ σ´1piq pour tout i P J1, nKz
 

k, k ` 1
(

, d'où σ1 P
 

σ, τk ˝ σ
(

.

(b) Par contraposition, il su�t de montrer que si pF1,Gq est en position σ, alors F “ F1.
Posons j “ σ´1pkq. Compte tenu de l'hypothèse σ´1pkq ă σ´1pk ` 1q, on a alors

dk`1,jpσq “ dk,jpσq “ dk´1,jpσq ` 1.

Comme pF,Gq est en position σ, les di,jpσq indiquent les dimensions dimpFiXGjq. Par conséquent,
nous avons Fk´1XGj Ĺ FkXGj “ Fk`1XGj , et donc Fk´1`pFk`1XGjq Ă Fk. Dans cette dernière
expression, le membre de gauche contient strictement Fk´1, car sinon on aurait Fk`1XGj Ă Fk´1,
puis Fk`1 XGj Ă Fk´1 XGj , ce qui est exclu. Comme Fk´1 est un hyperplan de Fk, on a en �n
de compte Fk “ Fk´1 ` pFk`1 XGjq.
Si pF1,Gq est aussi en position σ, alors le même raisonnement amène à la conclusion que F 1k “
F 1k´1 ` pF

1
k`1 X Gjq. Tenant compte des égalités Fk´1 “ F 1k´1 et Fk`1 “ F 1k`1, nous concluons

que Fk “ F 1k. Par suite, F “ F1, ce qu'il fallait démontrer.
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3.3.4 Écritures réduites des permutations

4.1 Considérons la permutation σ0 P Sn dé�nie par σ0piq “ n ` 1 ´ i, pour chaque i P J1, nK.
Manifestement, chaque élément pi, jq de Γ est une inversion de σ0. Autrement dit, Ipσ0q “ Γ, et donc
Npσ0q “ Card Γ. C'est évidemment le maximum possible.

Inversement, si σ P Sn est telle que Npσq “ Card Γ, alors chaque élément pi, jq de Γ est une inversion
de σ. Cela signi�e que σ : J1, nK Ñ J1, nK est une application décroissante, et cela impose σ “ σ0.

4.2

(a) Fixons-nous pk, σq P J1, n ´ 1K ˆ Sn. Pour chaque couple pi, jq P ∆ autre que celui formé des
éléments σ´1pkq et σ´1pk ` 1q, au moins un des deux éléments σpiq, σpjq est �xé par τk, tandis
que l'autre au pire augmente ou diminue de 1 quand on lui applique τk ; ainsi

σpiq ą σpjq ñ τk ˝ σpiq > τk ˝ σpjq et τk ˝ σpiq ą τk ˝ σpjq ñ σpiq > σpjq,

et comme τk ˝ σpiq ‰ τk ˝ σpjq et σpiq ‰ σpjq, on a en fait

σpiq ą σpjq ðñ τk ˝ σpiq ą τk ˝ σpjq.

Autrement dit, un tel couple pi, jq appartient à Ipσq si et seulement s'il appartient à
Ipτk ˝ σq. Par conséquent, Ipσq et Ipτk ˝ σq ne di�érent que du couple formé par σ´1pkq et
σ´1pk ` 1q. Plus précisément,

Ipτk ˝ σq “ Ipσq Y
 

pσ´1pkq, σ´1pk ` 1qq
(

si σ´1pkq ă σ´1pk ` 1q,

Ipσq “ Ipτk ˝ σq Y
 

pσ´1pk ` 1q, σ´1pkqq
(

si σ´1pkq ą σ´1pk ` 1q,

et ces unions sont disjointes. On voit ainsi que Npτk ˝ σq “ Npσq ` 1 si et seulement si σ´1pkq ă
σ´1pk ` 1q.

(b) Dans le cadre de (a), l'élément pi, jq dont Ipτk ˝σq et Ipσq di�èrent est formée des deux éléments
de la paire

 

σ´1pkq, σ´1pk ` 1q
(

. La permutation σ´1 ˝ τk ˝ σ est la transposition qui échange
ces deux éléments.

4.3 L'énoncé (a) est conséquence immédiate de la première a�rmation de l'énoncé (b). Montrons
celle-ci en établissant par récurrence sur m la proposition pHmq suivante : � Toute permutation σ P Sn
telle que Npσq “ m possède une écriture de longueur m. � La proposition pH0q est banalement vraie,
puisque la seule permutation σ P Sn véri�ant Npσq “ 0 est l'identité. Soit m > 1 et supposons
pHm´1q vraie. Soit σ P Sn telle que Npσq “ m. Alors σ ‰ id, donc σ´1 n'est pas croissante, d'où
l'existence de k P J1, n ´ 1K tel que σ´1pkq ą σ´1pk ` 1q. D'après la question 4.2 (a), on a donc
Npτk ˝ σq “ Npσq ´ 1. Appliquant pHm´1q, on trouve une écriture pt1, . . . , tm´1q de longueur m ´ 1
de τk ˝ σ. Alors pτk, t1, . . . , tm´1q est une écriture de longueur m de σ. Ceci montre pHmq.

Toujours en utilisant la question 4.2 (a), on montre par récurrence sur ` que pour tout mot pt1, . . . , t`q,
on a Npt1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t`q 6 `. Par suite, toute écriture d'une permutation σ P Sn est de longueur supérieure
ou égale à Npσq.

4.4 La première ligne du tableau ci-dessous est la liste des élements de S3, représentés par leurs
décompositions en produit de cycles à support disjoints. La deuxième ligne donne les images de 1,
2 et 3 par la permutation. La troisième ligne indique le nombre d'inversions de la permutation. La
quatrième propose une écriture réduite de la permutation.
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σ id p1 2q p2 3q p1 2 3q p1 3 2q p1 3q

pσp1q, σp2q, σp3qq p1, 2, 3q p2, 1, 3q p1, 3, 2q p2, 3, 1q p3, 1, 2q p3, 2, 1q

Npσq 0 1 1 2 2 3

écriture pq pτ1q pτ2q pτ1, τ2q pτ2, τ1q pτ1, τ2, τ1q

Note : le sixième élément possède une autre écriture réduite, à savoir pτ2, τ1, τ2q.

4.5 Adoptons les notations de l'énoncé. Pour m P J1, `K, posons πm “ tm ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t` ; convenons en
outre que π``1 est la permutation identité. Quand m décroît de ``1 à 1, l'ensemble Ipπmq varie de ∅ à
Ipσq, en gagnant ou en perdant un élément à chaque étape d'après la question 4.2 (a). Par hypothèse,
on a Npσq ă `, donc Ipσq contient strictement moins d'éléments que le nombre d'étapes : il y a donc
au moins une étape où il y a eu perte d'un élément. On peut donc trouver p P J1, `K et pi, jq P ∆
tels que Ipπpq “ Ipπp`1qz

 

pi, jq
(

. De plus, pi, jq appartient à Ipπp`1q : il apparaît donc à une certaine
étape dans le cheminement qui amène de Ipπ``1q “ ∅ à Ipπp`1q. Il existe donc q P Jp ` 1, `K tel que
Ipπqq “ Ipπq`1q Y

 

pi, jq
(

.

D'après la question 4.2 (b), les permutations pπp`1q
´1 ˝ tp ˝πp`1 et pπq`1q

´1 ˝ tq ˝πq`1 sont toutes deux
égales à la transposition qui échange i et j. Ceci nous donne tp ˝πp`1 ˝ pπq`1q

´1 “ πp`1 ˝ pπq`1q
´1 ˝ tq.

Comme le produit de composition πp`1 ˝ pπq`1q
´1 se simpli�e en tp`1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ tq, cette égalité se réécrit

tp ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ tq “ tp`1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ tq´1. En multipliant à gauche par t1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ tp´1 et à droite par tq`1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t`,
on trouve l'égalité désirée

σ “ t1 ˝ . . . ˝ tp´1 ˝ tp`1 ˝ . . . ˝ tq´1 ˝ tq`1 ˝ . . . ˝ t`.

Note : ce raisonnement est plus facile à comprendre à l'aide d'une représentation graphique. Plus
précisément, associons un diagramme Dpmq à chaque mot m, comme illustré par l'exemple suivant
pour n “ 5 et m “ pτ3, τ2, τ1, τ3, τ4, τ2, τ1q :

‚
1

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚
2

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚
3

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚
4

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚
5

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

τ1

τ2

τ4

τ3

τ1

τ2

τ3

Dans cette représentation, la longueur ` du mot est égale au nombre total de croisements.

Du point numéroté i en bas du diagramme part une ligne que nous appelons Li. La valeur σpiq se lit
comme l'abscisse de l'extrémité supérieure de Li, et les lignes Li et Lj se coupent un nombre impair
de fois si et seulement si σpiq ą σpjq.

On voit alors que Npσq est le nombre de paires de lignes
 

Li, Lj
(

qui se coupent un nombre impair
de fois. Ce nombre est bien évidemment inférieur ou égal au nombre total de croisements : la longueur
d'une écriture de σ est toujours supérieure ou égale à Npσq. S'il y a inégalité stricte, c'est que Dpmq
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comporte une paire de lignes qui se croisent au moins deux fois, disons une première fois à l'étage p
et une autre fois à l'étage q. On ne change pas la permutation en supprimant ces deux croisements,
opération qui revient à supprimer les deux lettres tp et tq du mot m.

4.6

(a) On adopte les notations de l'énoncé et de l'indication. L'écriture pτj , t1, . . . , t`q de τj ˝ σ n'est
pas réduite, car le mot m1 amputé de sa première lettre est une écriture strictement plus courte
de cette permutation. D'après la question 4.3, on peut obtenir une autre écriture de τj ˝ σ
en supprimant deux lettres dans le mot pτj , t1, . . . , t`q. Cette opération ne peut pas concerner
deux lettres du mot pt1, . . . , t`q, car sinon on obtiendrait une écriture de longueur ` ´ 2 de σ,
en contradiction avec l'hypothèse que pt1, . . . , t`q est une écriture réduite. La première lettre τj
est donc une des deux lettres supprimées, et l'autre est la lettre tp, pour un certain p P J1, `K.
On obtient ainsi τj ˝ t1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t` “ t1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ tp´1 ˝ tp`1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t`, c'est-à-dire t1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t` “
τj ˝ t1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ tp´1 ˝ tp`1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t`. Comme t1 “ τi ‰ τj , on ne peut pas avoir p “ 1, d'où p > 2.
Le mot m2 “ pτj , t1, . . . , tp´1, tp`1, . . . , t`q est donc une écriture réduite de σ qui commence par
pτj , τiq.

(b) Reprenons là où nous nous étions arrêtés dans la question (a). Rebaptisons les lettres de m2 en
écrivantm2 “ pt21, . . . , t

2
` q, avec donc t

2
1 “ τj et t22 “ τi. Appliquons àm2 et τi la procédure utilisée

plus haut pour m et τj : il existe q P J2, `K tel que t21 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t
2
` “ τi ˝ t

2
1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t

2
q´1 ˝ t

2
q`1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t

2
` .

Comme |i´ j| “ 1, on a τj ˝ τi ‰ τi ˝ τj , c'est-à-dire t21 ˝ t
2
2 ‰ τi ˝ t

2
1 ; ainsi q “ 2 est impossible,

d'où q > 3. Le mot m3 “ pτi, t21, t
2
2, . . . , t

2
q´1, t

2
q`1, . . . , t

2
` q est donc une écriture réduite de σ qui

commence par pτi, τj , τiq.

4.7

(a) Pour pi, jq P J1, n ´ 1K2, on véri�e sans peine que si |i ´ j| > 2, alors τiτj “ τjτi, et que si
|i´j| “ 1, alors τiτjτi “ τjτiτj . Par conséquent, si deux mots m “ pt1, . . . , t`q et m1 “ pt11, . . . , t

1
`q

véri�ent m « m1, alors t1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t` “ t11 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t
1
`. Le résultat donné dans l'énoncé s'ensuit par

transitivité.

(b) Considérons deux écritures réduites m “ pt1, . . . , t`q et m1 “ pt11, . . . , t
1
`q d'une permutation σ.

Notre but est de démontrer que m „ m1.
Dans le cas où t1 “ t11, les mots m1 “ pt2, . . . , t`q et m11 “ pt

1
2, . . . , t

1
`q sont des écritures réduites

de t1 ˝ σ. Raisonnant par récurrence sur Npσq, nous pouvons supposer que m1 „ m11 est connu.
De là découle m „ m1.
Nous nous focalisons désormais sur le cas t1 ‰ t11. Ecrivons t1 “ τi et t11 “ τj .
Regardons d'abord le cas |i´ j| > 2. D'après la question 4.4 (a), il existe une écriture réduite m2

de σ de la forme m2 “ pτj , τi, t23, . . . , t
2
` q. Soit m

p4q “ pτi, τj , t
2
3, . . . , t

2
` q ; c'est encore une écriture

réduite de σ. Comme m et mp4q commencent par la même lettre, nous avons m „ mp4q, d'après le
cas traité au début du raisonnement. De même, m2 et m1 commencent par la même lettre, d'où
m2 „ m1. Par construction en�n, m2 « mp4q. Par composition, on a bien m „ m1, comme désiré.
Regardons maintenant le cas |i´ j| “ 1. D'après la question 4.4 (b), il existe une écriture réduite
m3 de σ de la forme m3 “ pτi, τj , τi, t34 , . . . , t

3
` q. Soit m

p5q “ pτj , τi, τj , t
3
4 , . . . , t

3
` q ; c'est encore

une écriture réduite de σ. Comme m et m3 commencent par la même lettre, nous avons m „ m3.
Commemp5q etm1 commencent par la même lettre, nous avonsmp5q „ m1. Par construction en�n,
m3 « mp5q. Par composition, on a bien m „ m1, comme désiré.

3.3.5 Décomposition de Bruhat

5.1 Soit A P GLnpRq une matrice quelconque. L'ensemble des valeurs propres des matrices princi-
pales extraites de A (les � coins supérieurs gauches � de Aq est �ni. Il existe donc une suite pλqq de
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réels qui tend vers 0 en évitant cet ensemble. Notons In la matrice identité de taille n ˆ n. D'après
le théorème D, chaque matrice A ´ λqIn possède une factorisation LqDqUq, où Dq est une matrice
diagonale inversible et où Lq et Uq sont des matrices unitriangulaires inférieure et supérieure.

Posons P0 “ Pσ0 pour simpli�er la notation. On a alors P0pA ´ λqInq “ pP0LqP
´1
0 qP0pDqUqq, avec

P0LqP
´1
0 et DqUq triangulaires supérieures inversibles. Autrement dit P0pA ´ λqInq est de la forme

b1P0b
2 avec pb1, b2q P B2, donc appartient à Cpσ0q. Faisant tendre q vers l'in�ni, on voit que P0A

appartient à l'adhérence de Cpσ0q.

La multiplication à gauche par P0 étant une bijection de GLnpRq sur lui-même, on en déduit que toute
matrice appartient à l'adhérence de Cpσ0q, ce qu'il fallait démontrer.

5.2 Soit a P K˚. On a
ˆ

1 0
a 1

˙

“

ˆ

1 a´1

0 1

˙ˆ

0 1
1 0

˙ˆ

a 1
0 ´a´1

˙

.

On peut insérer ce calcul au sein de matrices de taille n ˆ n, en le plaçant au milieu de matrices
diagonales par blocs de la forme

¨

˝

Ik´1 0 0

0 ˚ 0

0 0 In´k´1

˛

‚,

où Ik´1 et In´k´1 sont des matrices identité de taille indiquée par l'indice. Après cette insertion, on
obtient une expression de ykpaq sous la forme b1Pτkb

2.

5.3

(a) Si g P GLnpKq �xe F, alors pour chaque k P J1, nK, le vecteur gpekq doit appartenir à Fk, ce
qui implique que g est triangulaire supérieure. Réciproquement, si g est inversible triangulaire
supérieure, alors gpFkq Ă Fk pour chaque k P J1, nK, et on a même gpFkq “ Fk puisque g conserve
la dimension ; ainsi g �xe F. Ceci montre que B est le stabilisateur de F.

(b) Le résultat demandé est un cas particulier de l'implication (ii) ñ (i) de la question 3.5.

(c) Soit σ P Sn. D'après (b) et la question 3.6, Oσ est l'orbite de pF, Pσ ¨ Fq sous GLpEq.
Si g P Cpσq, alors g “ b1Pσb

2 avec pb1, b2q P B2, et donc pF, g ¨ Fq “ pb1 ¨ F, b1Pσ ¨ Fq “ b1pF, Pσ ¨ Fq
appartient à Oσ. (On a ici utilisé que b1 et b2 stabilisent F.)
Réciproquement, supposons que pF, g ¨ Fq appartienne à Oσ. Alors il existe b P GLpEq tel que
pF, g ¨ Fq “ bpF, Pσ ¨ Fq “ pb ¨ F, bPσ ¨ Fq. Ceci implique que b et g´1bPσ appartiennent à B, le
stabilisateur de F. On en déduit que g P Cpσq.

(d) La somme disjointe GLpEq “
ď

σPSn

Cpσq s'obtient en prenant la préimage de la décomposition en

orbites F 2 “
ď

σPSn

Oσ par l'application g ÞÑ pF, g ¨ Fq de GLpEq dans F 2.

5.4

(a) L'hypothèse Npτk ˝σq ą Npσq se traduit par σ´1pkq ă σ´1pk` 1q, ce qui permet d'appliquer les
résultats de la question 3.7 (b).
Adoptons les notations de l'énoncé. Soit g P Cpσq. Alors pF, g ¨ Fq P Oσ (question 5.3 (c)), d'où
pPτk ¨F, g ¨Fq P Oτk˝σ (question 3.7 (b)). Faisant agir Pτk sur F 2, on en déduit que pF, Pτk g ¨Fq P
Oτk˝σ (question 3.6). Ceci signi�e que Pτk g P Cpτk ˝ σq (question 5.3 (c)).

(b) Soit pg1, g2q P Cpτkq ˆ Cpσq. On peut écrire g1 “ b1Pτk b
2, avec pb1, b2q P B2. Comme Cpσq et

Cpτk ˝ σq sont stables par multiplication à gauche par les éléments de B, on a successivement
b2g2 P Cpσq, puis Pτk b

2g2 P Cpτk ˝ σq (question (a)), et en�n b1Pτk b
2g2 P Cpτk ˝ σq. Ainsi

g1g2 P Cpτk ˝ σq, ce qui montre l'inclusion CpτkqCpσq Ă Cpτk ˝ σq.
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Plusieurs possibilités s'o�rent pour prouver l'inclusion réciproque ; l'approche que nous suivons
n'est pas la plus directe. Considérons l'action de BˆB sur GLnpKq dé�nie par la règle pb1, b2q¨g “
b1gb2´1, où pb1, b2q P B2 et g P GLnpKq. Les ensembles Cpρq, pour ρ P Sn, sont des orbites pour
cette action. (La question 5.3 (d) montre d'ailleurs que l'on obtient ainsi toutes les orbites.)
L'ensemble CpτkqCpσq est manifestement stable par cette action, donc est une union d'orbites.
Comme il est non-vide et inclus dans l'orbite Cpτk ˝ σq, c'est qu'il lui est égal.

5.5

(a) Il s'agit de montrer que la relation binaire 6 est ré�exive, transitive et antisymétrique. Les deux
premières propriétés découlent directement des dé�nitions, la troisième provient du fait que la
donnée des nombres di,jpσq détermine complètement σ (voir la question 3.2 (a)).

(b) Soit σ P Sn. Pour pi, jq P J1, nK2, on a

di,jpσq “ Card
`

J1, jKX σ´1pJ1, iKq
˘

6 minpi, jq “ di,jpidq,

ce qui montre l'inégalité σ > id.

(c) Soit σ0 la permutation dé�nie dans la question 5.1 et soit ρ P Sn. Pour pi, jq P J1, nK2, on a

di,jpρq “ i` j ´ Card
`

J1, jKY ρ´1pJ1, iKq
˘

et
di,jpσ0q “ Card

`

J1, jKX Jn` 1´ i, nK
˘

“ maxp0, i` j ´ nq,

d'où di,jpρq > di,jpσ0q. Ceci montre l'inégalité ρ 6 σ0. Celle-ci étant valable pour chaque ρ P Sn,
la permutation σ0 est le plus grand élément de Sn.

5.6 On adopte les notations de l'énoncé. Avant de commencer les preuves des deux propriétés, il est
utile d'observer que si i ‰ k, alors pτk ˝ ρq´1pJ1, iKq “ ρ´1pJ1, iKq, d'où di,jpρq “ di,jpτk ˝ ρq. De même,
si i ‰ k, alors di,jpσq “ di,jpτk ˝ σq.

(a) Nous voulons établir que di,jpτk˝ρq > di,jpτk˝σq pour chaque pi, jq P J1, nK2. Si i ‰ k, cela provient
de l'hypothèse ρ 6 σ et des égalités données dans notre observation liminaire. Focalisons-nous
donc sur le cas i “ k et distinguons deux sous-cas :
� Si j > pτk ˝ ρq´1pkq, alors

J1, jKX pτk ˝ ρq´1pJ1, kKq “
`

J1, jKX pτk ˝ ρq´1pJ1, k ´ 1Kq
˘

Y
 

pτk ˝ ρq
´1pkq

(

,

d'où dk,jpτk ˝ ρq “ dk´1,jpτk ˝ ρq ` 1. L'inclusion

J1, jKX pτk ˝ σq´1pJ1, kKq Ă
`

J1, jKX pτk ˝ σq´1pJ1, k ´ 1Kq
˘

Y
 

pτk ˝ σq
´1pkq

(

conduit pour sa part à dk,jpτk ˝ σq 6 dk´1,jpτk ˝ σq ` 1. On obtient ainsi

dk,jpτk ˝ ρq “ dk´1,jpτk ˝ ρq ` 1 > dk´1,jpτk ˝ σq ` 1 > dk,jpτk ˝ σq.

� Si j ă pτk ˝ ρq´1pk ` 1q, alors

J1, jKX pτk ˝ ρq´1pJ1, kKq “ J1, jKX pτk ˝ ρq´1pJ1, k ` 1Kq,

d'où dk,jpτk ˝ ρq “ dk`1,jpτk ˝ ρq. L'inclusion

J1, jKX pτk ˝ σq´1pJ1, kKq Ă J1, jKX pτk ˝ σq´1pJ1, k ` 1Kq

conduit à dk,jpτk ˝ σq 6 dk`1,jpτk ˝ σq, et donc en �n de compte

dk,jpτk ˝ ρq “ dk`1,jpτk ˝ ρq > dk`1,jpτk ˝ σq > dk,jpτk ˝ σq.
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Les deux sous-cas épuisent toutes les possibilités, puisque pτk ˝ ρq´1pkq ă pτk ˝ ρq
´1pk ` 1q (voir

la question 4.2 (a)). L'inégalité désirée dk,jpτk ˝ ρq > dk,jpτk ˝ σq est donc toujours satisfaite.

(b) Le raisonnement est semblable à celui utilisé dans la question (a). Nous voulons établir que
di,jpρq > di,jpτk ˝ σq pour chaque pi, jq P J1, nK2. Si i ‰ k, cela provient de l'hypothèse ρ 6 σ
et de la seconde égalité donnée dans notre observation liminaire. Focalisons-nous donc sur le cas
i “ k et distinguons deux sous-cas :
� Si j > ρ´1pkq, alors

dk,jpρq “ dk´1,jpρq ` 1 > dk´1,jpτk ˝ σq ` 1 > dk,jpτk ˝ σq.

� Si j ă ρ´1pk ` 1q, alors

dk,jpρq “ dk`1,jpρq > dk`1,jpτk ˝ σq > dk,jpτk ˝ σq.

Les deux sous-cas épuisent toutes les possibilités, puisque ρ´1pkq ă ρ´1pk ` 1q.

5.7 Adoptons les notations de l'énoncé. Dans pE, choisissons des supplémentaires F 1 et G1 de F et
G, respectivement. Choisissons des bases de pE adaptées à ces décompositions. Un élément g P GL

`

pE
˘

est alors représenté par une matrice par blocs

A “

ˆ

A B

C D

˙

,

où A est la matrice d'une application linéaire de G dans F et C est la matrice d'une application linéaire
de G dans F 1. Le théorème du rang dit alors que le rang de C est

rgpCq “ dimG´ dim
`

GX g´1pF q
˘

“ dimG´ dim
`

F X gpGq
˘

.

La condition dim
`

F X gpGq
˘

> d est donc équivalente à la demande que rgpCq 6 dimG ´ d. Cette
inégalité se traduit par l'annulation simultanée d'un ensemble de mineurs de C, ce qui dé�nit bien un
fermé.

5.8 On montre (i) ñ (ii) en raisonnant par récurrence sur Npσq. La question 5.5 (b) permet d'ini-
tialisation la récurrence. Ceci fait, considérons deux permutations ρ et σ telles que σ ‰ id et ρ 6 σ, et
prenons une écriture réduite pt1, . . . , t`q de σ. Appelons k P J1, n´ 1K l'indice tel que t1 “ τk. De deux
choses l'une :
� Soit Npτk ˝ ρq ă Npρq. Dans ce cas, on a τk ˝ ρ 6 τk ˝ σ (question 5.6). Comme Npτk ˝ σq ă Npσq,
on peut appliquer l'hypothèse de récurrence : (ii) est vraie pour τk ˝ ρ et τk ˝ σ. De l'écriture réduite
pt2, . . . , t`q de τk ˝ σ, on peut donc extraire une écriture réduite de τk ˝ ρ. En y ajoutant la première
lettre t1 “ τk, on obtient une écriture réduite de ρ.

� Soit Npτk ˝ ρq ą Npρq. Dans ce cas, on a ρ 6 τk ˝ σ (question 5.6), et en raisonnant comme dans le
premier cas, on extrait de pt2, . . . , t`q une écriture réduite de ρ.

Dans les deux cas, on a su extraire de pt1, . . . , t`q une écriture réduite de ρ ; autrement dit, on a
montré (ii).

L'implication (ii) ñ (iii) est banale.

Montrons l'implication (iii) ñ (iv). Soient deux permutations ρ et σ, et soit pt1, . . . , t`q une écriture
réduite de σ et pi1, . . . , ikq une suite strictement croissante d'éléments de J1, `K tels que pti1 , . . . , tikq soit
une écriture réduite de ρ. D'après l'égalité (:), on a alors Cpσq “ Cpt1q ¨ ¨ ¨Cpt`q, et par continuité du
produit, il vient Cpσq Ą Cpt1q ¨ ¨ ¨Cpt`q. Par ailleurs, on déduit de la question 5.2 que la matrice identité
appartient à Cptq pour n'importe quelle lettre t P T . Par conséquent, Cpσq Ą Cpti1q ¨ ¨ ¨Cpti`q “ Cpρq,
ce qu'il fallait démontrer.
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Il reste à montrer l'implication (iv) ñ (i). Soit F “ pF0, . . . , Fnq le drapeau standard de Rn. D'après
les questions 3.4 et 5.3 (c), un élément g P GLpEq appartient à une double classe Cpσq si et seulement
si

di,jpσq “ dim
`

Fi X gpFjq
˘

pour tout pi, jq P J0, nK2. Soient maintenant deux permutations ρ et σ telles que Cpρq Ă Cpσq. L'en-
semble

 

g P GLpEq
ˇ

ˇ @pi, jq P J0, nK2, dim
`

Fi X gpFjq
˘

> di,jpσq
(

contient Cpσq d'après ce qui précède et est fermé d'après la question 5.7, donc contient Cpρq. Prenons
donc g P Cpρq. Alors pour chaque pi, jq P J0, nK2, on a

di,jpρq “ dim
`

Fi X gpFjq
˘

> di,jpσq,

d'où ρ 6 σ, comme désiré.

5.9 Dans la réponse à la question 5.4 (b), nous avons observé que les ensembles Cpρq étaient les
orbites pour l'action de B ˆ B sur GLnpRq. Soit σ P Sn. Alors Cpσq est stable par cette action de
BˆB. Comme cette action est continue, l'adhérence Cpσq est également stable par l'action de BˆB,
donc est une union d'orbites Cpρq. La question 5.8 précise quelles sont les permutations ρ concernées :
Cpρq est inclus dans Cpσq si et seulement si ρ 6 σ.

3.3.6 Matrices unitriangulaires totalement positives

6.1

(a) Considérons l'application

ψ :
´

R2 Ñ R, pa, bq ÞÑ ab
¯

.

Elle est de classe C8, donc son graphe est une sous-variété de R2 ˆ R. L'ensemble
 

pa, b, abq
ˇ

ˇ pa, bq P pR˚`q2
(

est un ouvert de cette sous-variété ; c'est donc une sous-variété de R3.
Grâce au di�éomorphisme

px, y, zq ÞÑ

¨

˝

1 0 0
x 1 0
z y 1

˛

‚,

on peut identi�er R3 avec le sous-espace a�ne de M3pRq formé des matrices unitriangulaires
inférieures. Dans cette identi�cation, l'image de Y pmq est précisément notre sous-variété.

(b) Les mineurs de la matrice
¨

˝

1 0 0
x 1 0
z y 1

˛

‚

sont 0, 1, x, y, z, xy ´ z. Si l'on identi�e l'ensemble des matrices unitriangulaires inférieures de
taille 3ˆ 3 avec R3, ainsi que l'avons fait dans la question (a), alors l'ensemble des matrices TP
correspond au cône dé�ni par les équations

x > 0, y > 0, 0 6 z 6 xy. (;)

Dans cette identi�cation, les images des di�érentes applications Y pmq sont données dans le ta-
bleau suivant.
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m image de Y pmq

pq x “ 0, y “ 0, z “ 0

pτ1q x ą 0, y “ 0, z “ 0

pτ2q x “ 0, y ą 0, z “ 0

pτ1, τ2q x ą 0, y ą 0, z “ 0

pτ2, τ1q x ą 0, y ą 0, z “ xy

pτ1, τ2, τ1q x ą 0, y ą 0, 0 ă z ă xy

On véri�e alors sans peine que les images des Y pmq sont deux à deux disjointes et que leur union
est l'ensemble des triplets véri�ant (;).

6.2

(a) Cela résulte d'un calcul banal avec des matrices diagonales par blocs.

(b) Les matrices sont diagonales par blocs, le bloc central étant de taille 3 ˆ 3 et formé des lignes
d'indice appartenant à

 

i, j, i` 1, j ` 1
(

, et les deux blocs extérieurs étant des matrices identité.
Il su�t donc de se focaliser sur le bloc central, c'est-à-dire de faire le calcul pour n “ 3 et
 

i, j
(

“
 

1, 2
(

. Le calcul est élémentaire et conduit à

pa1, b1, c1q “

ˆ

bc

a` c
, a` c,

ab

a` c

˙

,

que ce soit pour pi, jq “ p1, 2q ou pi, jq “ p2, 1q. Il est dès lors naturel de s'attendre à ce que
l'application pa, b, cq ÞÑ pa1, b1, c1q de pR˚`q3 dans lui-même soit involutive, donc bijective. De fait,
cela se véri�e par un calcul direct.

6.3

(a) Soient σ, k, a et g comme dans l'énoncé, et soit m “ pt1, . . . , t`q une écriture réduite de σ.
Supposons d'abord que Npτk ˝ σq ą Npσq. Alors le mot m1 “ pτk, t1, . . . , t`q est une écriture
réduite de τk ˝ σ, et comme g appartient à l'image de Y pmq, le produit ykpaqg appartient à
l'image de Y pm1q, c'est-à-dire à W pτk ˝ σq.
Dans le cas contraire, m1 “ pτk, t1, . . . , t`q est une écriture non réduite de τk ˝ σ, donc il existe
p P J1, `K tel que τk ˝ σ “ t1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ tp´1 ˝ tp`1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ t` (question 4.5). Alors le mot m2 “
pτk, t1, . . . , tp´1, tp`1, . . . , t`q est une écriture réduite de σ, ce qui permet d'écrire g sous la forme
Y pm2qpb1, . . . , b`q, avec pb1, . . . , b`q P pR˚`q`. On voit ainsi que ykpaqg “ Y pm2qpa` b1, b2, . . . , b`q
appartient à l'image de Y pm2q, c'est-à-dire à W pσq.

(b) Soient pa1, . . . , a`q et pb1, . . . , b`q deux éléments de pR˚`q` qui ont même image par Y pmq. Nous
voulons montrer que pa1, . . . , a`q “ pb1, . . . , b`q.
On raisonne par récurrence sur Npσq. Ecrivonsm “ pt1, . . . , t`q. Soit k P J1, n´1K tel que t1 “ τk.
Posons m1 “ pt2, . . . , t`q ; c'est une écriture réduite de τk ˝ σ. Supposons un instant que l'on ait
a1 ą b1 ; on pourrait alors écrire

Y pmqpa1 ´ b1, a2, . . . , a`q “ ykp´b1q Y pmqpa1, . . . , a`q “ Y pm1qpb2, . . . , b`q,

ce qui contredirait le fait, a�rmé dans l'énoncé, que les ensembles W pσq et W pτk ˝ σq sont
disjoints. Par symétrie, le cas b1 ą a1 n'est pas non plus possible. On a donc a1 “ b1. Après
simpli�cation, on observe que pa2, . . . , a`q et pb2, . . . , b`q ont même image par Y pm1q. L'hypothèse
de récurrence donne alors pa2, . . . , a`q “ pb2, . . . , b`q, ce qui conclut la preuve.
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6.4

(a) Soit σ P Sn et soit m “ pt1, . . . , t`q une écriture réduite de σ.
Soit ρ P Sn une permutation plus petite que σ. D'après la question 5.8, il existe une suite
strictement croissante d'indices 1 6 i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik 6 ` telle que m1 “ pti1 , . . . , tikq soit une
écriture réduite de ρ. Soit a “ pa1, . . . , akq P R˚`. Pour chaque ε P R˚`, construisons un b P pR˚`q`
en mettant ar en position ir, pour r P J1, kK, et en mettant ε aux autres endroits. Alors Y pmqpbq
appartient à W pσq et tend vers Y pm1qpaq quand ε tend vers 0. Ce dernier appartient donc à
l'adhérence de W pσq. Ceci étant valable pour tout a P pR˚`qk, on a W pρq ĂW pσq.

Dans l'autre sens, soit h un élément deW pσq. Cet élément est la limite d'une suite pgpq d'éléments
deW pσq. Écrivons gp “ Y pmqpbp,1, . . . , bp,`q, avec bp,r P R˚` pour chaque p > 0 et chaque r P J1, `K.
La somme bp,1`¨ ¨ ¨`bp,` est égale à la somme des coe�cients sur la sous-diagonale de la matrice gp,
donc admet une limite quand p tend vers l'in�ni. Par conséquent, la suite pbp,1, . . . , bp,`q, à valeurs
dans R`, est bornée. Quitte à extraire, on peut la supposer convergente et appeler pc1, . . . , c`q sa
limite. Supprimant les zéros dans cette liste, on voit qu'il existe une suite strictement croissante
d'indices 1 6 i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik 6 ` telle que h “ Y pm1qpci1 , . . . , cikq, où m1 “ pti1 , . . . , tikq. Du
résultat de la question 6.3 (a), appliqué de façon répétée, on déduit alors que h P W pρq, où ρ
s'écrit comme un produit de certaines des lettres du mot m1. La question 5.8 assure que ρ 6 σ,
de sorte qu'on a

h P
ď

ρPSn
ρ6σ

W pρq,

comme désiré.

(b) Appelons V l'union
ď

σPSn

W pσq. Chaque élément de V est produit de matrices ykpaq, pour pk, aq P

J1, n ´ 1K ˆ R˚`. La stabilité de V par multiplication découle ainsi de la question 6.3 (a). (Inci-
demment, puisque V contient toutes les matrices ykpaq ainsi que la matrice identité, on voit que
V est l'ensemble de tous les produits de matrices ykpaq.)
Soit σ0 la permutation dé�nie dans la question 5.1. D'après la question 5.5 (c), σ0 est le plus
grand élement de Sn pour l'ordre 6. D'après la question (a), V est l'union des adhérences dans
GLnpRq des W pσq, pour σ P Sn, donc est une union �nie de fermés, donc est fermé.
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