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Rapport sur I’épreuve écrite d’analyse et probabilités

4.2.1

Matrices aléatoires

La théorie des matrices aléatoires étudie les propriétés probabilistes des matrices dont la taille tend
vers +o0 et dont les coefficients suivent la méme loi tout en étant mutuellement indépendants. Voici
quelques moments importants de cette théorie :

4.2.2

Le statisticien Whishart effectue dans les années 1930 I’analyse probabiliste de matrices du type
T

S V;tV; avec Vi € {1,..,7}, V; une matrice colonne & n lignes dont les coefficients sont réels
Zet 1suivent une loi gaussienne.

Le fameux physicien Eugéne Wigner (Prix Nobel 1963 et auteur du célébre article : « la dérai-
sonnable efficacité des mathématiques dans les sciences naturelles ») a constaté dans les années
1950 que les énergies des résonances de la diffusion des neutrons sur des noyaux lourds ont
les mémes propriétés statistiques que les valeurs propres d'un ensemble de matrices aléatoires
(matrices aléatoires symétriques dont les coefficients suivent une loi gaussienne) [dont la taille
tend vers +o0 comme le nombre de neutrons|. Ce résultat fondamental a relancé la théorie des
matrices aléatoires.

Le mathématicien H.L. Montgomery et le physicien F.J. Dyson observent dans les années 1980

que la distribution des écarts (convenablement renormalisés) des zéros consécutifs de la célébris-
o 1

sime fonction zéta (¢ : z + >, — prolongée & C\ {1}) est la méme que la distribution des écarts
n=1"1

(convenablement renormalisés) des valeurs propres consécutives des matrices hermitiennes dont
les parties réelles et parties imaginaires des coefficients suivent une loi gaussienne.

Le mathématicien D.V. Voiculescu établit dans les années 1990 des liens importants entre la
théorie des algebres d’opérateurs et la théorie des matrices aléatoires via la théorie des proba-
bilités libres.

Depuis les années 1990, les matrices aléatoires (rectangulaires) sont utilisées massivement dans
les télécommunications modernes via les grands systémes de communication sans fil multi-
antennes (réseaux GSM (p antennes émettrices et ¢ antennes réceptrices engendrent des matrices
aléatoires de taille p x q), etc).

Loi du demi-cercle et localisation spectrale

Le sujet aborde le cas des matrices aléatoires hermitiennes (dont les parties réelles et imaginaires des

1
coefficients suivent la méme loi normale N | 0, 2) et sont mutuellement indépendants) et établit dans

ce contexte deux résultats importants :

La loi du demi-cercle obtenue initialement par Eugéne Wigner et que l'on peut interpréter
comme suit : Si M € H,, (C) est une matrice aléatoire alors, en moyenne et lorsque n devient
trés grand, la proportion de valeurs propres de M situées dans l'intervalle [a/n,bsy/n] vaut
approximativement < § V2 — t2dt.
[a,b]m[fﬁ,ﬁ]

Ce résultat s’étend a de grandes classes de matrices aléatoires : les matrices symétriques réelles,
les matrices unitaires complexes, etc. En outre, dans la théorie des probabilités libres elle joue
un role analogue au théoréme central limite des variables aléatoires réelles.

La localisation des valeurs propres des matrices hermitiennes : Si M € H, (C) est une ma-
trice aléatoire alors pour tout entier m, la probabilité que M posséde m valeurs propres dans
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I'intervalle [ J(;?’ \/%] vaut approximativement, lorsque n est trés grand,

400 k .
-1 i — Aj
Z (7)“% J det <Sm(ﬂ)> dXp - - d ).
(k—m).ﬂ )\i — /\j 1<i,j<k

k=
" [a,b]"

Ces deux résultats possédent de nombreuses preuves. Nous avons choisi d’utiliser une stratégie acces-
sible au niveau de 'agrégation et mélant des notions mathématiques variées et trés riches.

4.2.3

Commentaires des correcteurs

Les parties abordées par la grande majorité des candidats sont les parties I, II, III (uniquement les
questions 1 et 2) et IV (essentiellement la question 1). Les candidats de bon niveau traitent également la
partie IV ainsi que la partie V. La partie VI est trés peu abordée par les candidats sauf éventuellement
la question 1. Voici les remarques précises des correcteurs par partie.

Les questions 3, 4 et 6 n’ont pas posé de difficulté particuliére aux candidats.

Si la question 1 est correctement traitée par une part importante des candidats, le jury est

surpris d’observer qu'un nombre non négligeable de candidats a I’agrégation :

— confond séries entiéres et développements limités;

— ne soit pas capable d’invoquer clairement et précisément que le produit de deux fonctions
développables en série entiére est développable en série entiére;

— pense qu'une fonction de classe C® est développable en série entiére.

Pour la question 2, il est surprenant de constater que le théoréme de dérivation terme & terme

des séries entiéres semble inconnu par une part importante des candidats! Les explications sont

souvent alambiquées et fausses (« la série converge uniformément ou normalement donc elle

est dérivable terme & terme »). L’unicité des coefficients est assez souvent remplacée par une «

identification » nébuleuse. Rappelons que la maitrise des séries de fonctions et des séries entiéres

est un attendu pour un candidat a l’agrégation.

La question 5 est bien trop souvent formelle : I'intégration par parties généralisées n’est pas

souvent justifiée, 'annulation du crochet non plus. Réguliérement, il est invoqué une itération

sans qu’elle soit menée. Les candidats les plus consciencieux ont pensé & justifier I'existence des

intégrales intervenants dans ’égalité et ont pensé & effectuer une récurrence.

La question 7 est abordée par une minorité de copies et il s’agit essentiellement du cas k = 0.

Pour le cas général, les stratégies sont variées (récurrence, dérivation sous 'intégrale, propriété

de la transformée de Fourier). Une part importante des candidats ayant procédé par récurrence

n’a pas traité le cas k = 1 ce qui s’avére indispensable compte tenu de la récurrence double

vérifiée par la suite (H,,),, .

Seuls les meilleurs candidats traitent la question 8.

Une minorité des candidats ne répond pas a la question 1 ou donne une réponse fantaisiste voire
n’ayant aucune sens. Rappelons que les espaces préhilbertiens sont un attendu de ’agrégation et
que la projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie est une notion importante.
Les questions 2 & 6 n’apportent pas de commentaires particuliers de la part du jury, elles ont
joué le role de filtre selon le niveau des candidats

Seuls les meilleurs candidats traitent la question 7.

Partie IT1

Le jury est surpris que la question 1.a) soit si mal traitée par les candidats. La résolution, dans

C, de l'inéquation 1 — — < 0 est confuse, les candidats sous-entendent que z € R (voire pour
z
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2
certains faisant une étude de la fonction réelle x — 1 — — ce qui est encore plus clair). Le jury
x

est également surpris que 1’égalité

22—2 siz>+2

VxeR\[—\@,\/i], P(z)=4 2-2 siz< -2

semble tres difficile & démontrer correctement par une majorité de candidats, I’expression |z| ou
I’égalité Va2 = { _xx zi i z 8 apparaissant peu dans I’argumentaire !

— La question 1.b) n’est traitée correctement que par les meilleurs candidats.

— Pour la question 2, le théoréme des résidus semble inconnu ou excessivement mal appliqué par
I'immense majorité des candidats.

— Les questions 3 et 4 ne sont quasiment jamais abordées.

Partie IV

— La question 1 a joué un role de filtre et est correctement traitée par les candidats ayant un
niveau convenable.

— Les questions 2 a4 4 n’aménent pas de commentaires particuliers de la part du jury et sont traitées
partiellement ou complétement par les candidats de niveau convenable.

— Les questions 1 et 2 pouvaient étre traitées par de multiples méthodes (niveau lycée par un
raisonnement combinatoire, formule d’intégration de la partie précédente ou théoréme du trans-
fert). Etonnamment, seul une minorité de candidats a été capable d’y répondre.

— Les questions 3 & 5 et la question 7 sont traitées par les meilleurs candidats.

— La question 6 est abordée par quelques candidats.

Partie VI

Cette partie n’est quasiment jamais abordée sauf la question 1, traitée par un faible nombre de candi-
dats.

4.3 Corrigé de I’épreuve écrite d’analyse et probabilités

Corrigé sujet Analyse Probabilités Agrégation externe 2015

PARTIE I : Polynémes d’Hermite.

+oo +o0
4 n _ 42 —1)"
1. (a) Pourtousréels xett,ona:e™ = 3 Lt e = 3 %t% et le rayon de convergence
n=0 n=0 )

de chacune vaut +o0.

(b) Soit z € R. Comme Vte R, ¢ (t) = ﬁe*xze”“e*tz, Y est développable en série entiére
avec un rayon infini comme le produit de deux telles fonctions.

(¢) Puisque 1 est développable en série entiére en 0 avec un rayon de convergence infini, elle
est égale & sa série de Taylor c’est-a-dire pour tout (x,t) € R? :

490 (n) O 1y ) (o +0 .
n=0

n! n! n!

n=0 n=0

rt—t2 P (t) & H, (x) n
e R Yt

3
o
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. _ 42
2. Comme la fonction ¢ — e2%t—t

est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R = +00,
elle est C™ sur R et on peut la dériver terme a terme. En dérivant la relation (1) par rapport a

t, on obtient :

2(w —t) et = +ZOO M0 (@) o1 g (2 —p) io Ao (@) i _ io Hys1 (2)

(n—1)! n! n!

n=1 n=0 n=0

| |
fopry n: 0 n.

+oo +0 1 1%
2 H, () 2H, (z)t"* Hyi1 (2) ,
D e D I
n=0

On conclut en remarquant que

& Hy () t" & Hyy (2) 1" & nHpog (2) " & nHpoq (2) 8"
Z n! B 2 (n—1)! Z n! 2 n!
n=0 n=1 n=1 n=0

et en utilisant 'unicité des coefficients d’une somme de série entiére.

3. Il est immédiat que Hy =1, H; = 2X et on démontre par récurrence double la propriété (P,,) :
« Hy, € R[X] et deg(Hy) = n ». Si a, est le coefficient de degré n de H,, alors la relation de
récurrence montre que H, 11 € R[X] et an+1 = 2a, donc a,, = 2"ag = 2" pour tout n € N.

4. On procede par récurrence simple en posant (Py,) : « (3) est vraie pour l'entier n ».
Initialisation (n = 1) :
| (Hi@)Holy)— Ho(@) Hi(y)\ _ 1 (202
21 (1 —1)! x—y 2\ z—y
Héreédité : Supposons (P,) vraie pour un certain entier n € N* alors

> =1=Ko(z,y) = (P1) est vraie.

}(n+1($7y)::}(n(x7y)+' onp) (413)
1 H, (z) Hp1 (y) — Hne1 (2) Hy (v)\  Hn (z) Hy (y)

~on (n—1)! ( : yx—y : ’ ) * 2! ’ (4.14)
= m,(lx_y) (Hy (2) nHn 1 (y) = Hn1 (x) Hy (y) + (2 — y) Hn () Hn (y))(4.15)
= e (0 ) [0t ) = S 0] = [t ) = St 0] 000
+ (2 — y) Hy (z) Hn (y)) (4.17)

= 2n+1n!1(x — ) (Hpy1(z) Hy (y) — Hp () Hpq1 (y)) = (Pry1) est vraie.
5. Pour tout polynéme P, pP est continue sur R, p(z) P(x) = o (e*|‘”‘) et x — e 17l est

|z| >+
intégrable sur R donc ¢P aussi. Soient n € N* et A > 0, une intégration par parties donne :

A A A
mp _ [,n-1) | v p
R R e e
—A —A
JSO(mp _ _Jsp(n—l)pf _ (_1)2f¢("—2)p(2) o (_1)”J¢(0)p(n)_
R R R R

6. En remplagant & la question précédente P par H,, et en remarquant que go(") = (—1)" Hyp, on
obtient :

§ H, (z) Hy, (z) dp(z) = SHT(;L) dp(z). On a o = 12"y (car deg(Hy) = m < n
R R

alors HY = 0 et n = m, oM = (deg (Hp))!* coefficient dominant de H, = n!2" donc
§ Hy, (x) Hy, (z) dp (x) = § n!27 6, mdp (z) = nl2"6,, .
R R
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7. En remplacant x par v/2x dans cette derniére formule puis en effectuant le changement de variable

o8]
2 2 s . . L. .
t= on obtient e=*" = 1 e~ /e=@5 s Or la transformée de Fourier vérifie la relation :
2/
—00

\/77
VfeS(R) (fonctions a décroissances rapides), Vke N, (F (f))(k) = (=)"F (t — thf (t))

et en choisissant la fonction f : ¢ — e™*/4 € S (R), on obtient la formule demandée.

8. En utilisant la formule établie & la question précédente et en utilisant le changement de variable

t=sv2n ,on a:

. inea/(2n) wel nea/(2n) w1 £ aNn
H, (@) = e (\/Qn) J g2 —ins g g W (\/ 2n) J (se_s /2) e " ds
—0 —0
En utilisant la relation de Chasles (R = R_u Ry) et le changement de variable t = —s dans
I'intégrale sur R_, on obtient :
+00 +00 +©
J <se*52/2)n e ds = f (36752/2)71 e " ds + (=1)" f (86752/2)’” e ds.

Sil'on pose g : t € RY — In(t) — %, ona § (86_52/2) em@s = { endMe=iwtt, 11 est aisé de
0 0

constater que t — €™t et g vérifient les hypothéses de la méthode de Laplace avec ug = 1 et
to =1 (g (to) = —3, ¢" (to) = —2) donc

s —n/2 —n/2 Vs —n/2 —n/2
eMe=iwtgy = e ® € +o € et eMeittgr = et ¢ +o ¢ )
n——+0o0 \/ﬁ n——+0o0 \/ﬁ

0 0

En remarquant que /(") = 1 4 0(1), on en déduit la formule attendue.

PARTIE II : Projection orthogonale sur R,,_; [ X].

p
1. Si on note p (x) ce projeté alors p (x) = >, {x,er)p €k
k=1

2. (L? (R, p),{,)) est un préhilbert, R, 1 [X] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de
L* (R,p) .

Hy, - Hy, ; 4 ; -

(||HkH>o<k<n L= (m)0<k<n . est une famille orthonormée de R,,_1 [X], de cardinal n =

dim (R,,_1 [X]) donc c’est une base orthonormée de R,,_1 [X] donc pour tout f € L? (R,u) :

<f’ [H| nHkn 2 zw f I ) Hy (y)dp(y) = ff@)Kn(x,y) i (y).

de l'intégrale
R

3. Un calcul direct nous donne :

n—1

[ e Ko Z HHku e 2]
R

=0

Hl n—1n— 1
Hy ( < Hy)
Bzl 2 2 HHkH HHH2

k=0 1=0
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4.

(a)

n—1
|Hy|* = 2 Hi (@) Hy (z) _ K, (z,2)(4.18)

Ok
PN AR PA A
n—1 1 n—1
fK(acx)du():Z S(HHy = Y 1=n
J & ]

O Hy 1 (t;) Hy_1(t;
On a 'BB = (dij),; je, avec dij = Z Cibr,j = Z bi,ibr,j = kZl ||Zr,f(1||) u%ﬁf;ﬁ) =

K, (t;,t;) donc A = 'BB. On note L; la zeme ligne du determlnant det (Hi—1 (t))1<; j<n
c’est-a-dire L; = (H;—1 (t; ))1<j<n D’apres la question 3 de la partie I, pour tout entier
i € {0,..,n—1}, il existe un polynéme R; tel que H; = 2!X’ + R; avec R; 1[X] =
@ oD

i—1 .
Vect (Hy, .., H;—1) . En particulier, il existe des réels a;’, .., a;’; tels que R,,_1 = Y] ag)H
k=0

(] .

En effectuant les opérations élémentaires L; « L; — > a,(j_l)H L en commencant par i = n
k=0

puis ¢ = n — 1 et ainsi de suite jusqu’a ¢ = 2, on obtient que :

_ i—1,i—1 _ i—1 i—1
det (Hy1 (t)),; jc, = det ((2 t )ngn> - <H2 >det ((tj )Km@>

i=1

= 277 det ((t§_1>1<ij<n) '

D’apreés la question précédente, on a : det ((Kn (t;, tj))1<ij<n) = det (*B) det (B) = (det (B))2.

En utilisant la multilinéarité du déterminant et en posant ¢; = 2= (i — 1)!, on a :

det (B) = det (%)J _ ﬁlfdet (11 1)),) = lilcdet ((gmt;l%é)

5. Si € est la signature, on a pour la matrice A = (ai;),; ;<, avec ai; = Hi1 (t;)

det (4) = Y e(0) [Jaiomy = (det (A)* = D) e(0)e (o) [T aogay ooy
i=1 i=1

O'Esn (0'70',)68721

puis en intégrant sur R relativement a la mesure du (¢1) ...du (¢,) et en utilisant la formule de
Fubini

| 1 dn o) du) =[] [ 7 @)
i=1R

R'IL

(ce qui est licite car chaque fonction intervenant dans les intégrales sont intégrables sur le domaine
considéré), on obtient :

J (det (Hi—1 (tj))1<@'7jgn)2 dp(th) -.dp (tn) = Z H Hcr (i)— 1. H, o’ (i) — >

R (0,0")eS2 i=1

=0 si o(i— 1);&0’(1 1)

= Z 5(0)6(0)1j< 1> oo Z H< U(Z >

oeS, o€S, i=1
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car 1_[ <H0(i)—17HU’(i)—1> # 0 Vie {1, ..,n}, <H0'(i)—1aHo"(i)—1> #* (IR=; (2) —1 = O'/ (’L) —
i=1
leo=0.

6. D’apres la question précédente, en effectuant le changement de variable bijectif j = o (i) — 1, on
a:

n—1 n—1 n—1
f(det (Hi—q (tj))i7j>2dlu(t1)...d,u,(tn) = V[ HELHy =) [] 24 = ni2nt 02T
1=0

R j=o(i) o€eS,, 1=0 o€S,, i=0

D’autre part, & I’aide de la question 4, on peut écrire :

1 1 1 2
Gn (t1, oy tn) = — det (Kn (ti7tj)1<i,jgn) = (det (B))2 = - (det ((Hi—l (tj))i,j))
=1
1 2 1 n{n— 1— ?
= (det (i (1)) = (2 e ((’%‘ D oo ))
2n(n=1)/2 T 4! 2n(n=1)/2 [T 4! <ipj<n
N =0 , i=1
= D, (tj - t2)2
1<i<j<n

En utilisant que ¢, = « et la valeur de det ((Hi_l (tj))ij) , on obtient :

§ qn (t1,....tn) dp(t1) ...dp (¢,) = 1. En utilisant cette formule et 1'égalité g, = 3, on a :
R'n.

1 _e 1 _»
@Dn H (t] —tl)2 17/26 t We tn dtldtn =1
R" 1<i<j<sn 7T T

n/2
o [T ¢ —t)?e(Er2) dpy..dt, = 7TD

n

_ 7Tn/227n(n71)/2 H]'
j=0

R 1<i<j<n

7. En suivant 'indication proposée, on a :

m
det (Kn (ti, tj)lgi,j§m> = Z (—1)k+m K, (tk, tm) det <Kn (ti, tj)lgigm ot i¢k> .
k=1

1<j<m—1

Soit k € {1,..,m —1}. On développe le mineur det (Kn (tistj)i<i<m et #k) selon la derniére
i1<j<m—1
ligne de ce mineur de taille m — 1 dont sa derniére ligne est de la forme (Ky (tm,t1))1<jcm_1 C€

qui nous donne :

m—1
det <Kn (tisti)i<i<m et i;ﬁk) = Z (=) VK (tm, 1) det (Kn (tistj)1<i<m—1 et i;ék)

1<j<m—1 =1 1<j<m—1 et j#l
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Par conséquent, on a :

m—1
det (Kn (ti, tj)lgi,j<m> = K, (tm7 tm) det (Kn (ti, tj)lgigm—l) + Z (_1)k+m K, (tk, tm) ®

1<j<m—1

k=1
m—1m—1
det | K, (ti,tj) 1<i<m =K, (tm,tm) det (Kn (ti,tj)1<i<m1> + 2 2 (_1)k+m (_1)l+m71
(SLik 1<j<m—1 = A
IJIsMm—

*Kn (tlm tm) Kn (tma tl) det (Kn (tiv tj)lgigmfl et i;&k)

1<j<m—1 et j#l

En intégrant cette relation suivant t,, (relativement a la mesure p) et en utilisant la question 3,

on obtient :
Jdet (Kn (tir 1), < j<m> gt (t) = ndet (Kn (ti, tj)lgigml) (4.20)
i M 1<j<m—1

m—1m—1
- Z Z (—1)**" det (Kn (tir ti)1<icm—1 et i;ék) K (tk, 1)
k=1 I=1

1<j<m—1 et j#I

La formule suivante (obtenue par développement selon la derniére colonne) permet d’obtenir la
formule souhaitée :

m—1
det ((Kn (tivtj))lgigml) = Z (—1)F* det <Kn (tists)1<icm—1 et i¢k> Ky (te, t7) -
-1

1<j<m—1 1<j<m—1 et j#I

PARTIE III : Holomorphie.

Sz E —\/5, v/2] . La fonction
[

2 2
L. (a)SoitzeCalorsl—Z%eR(:){ZER {zeRJr

1< 3 22 <2
z—1- Z% étant holomorphe sur C\ [—+/2,+/2] & valeurs dans C\R_ et la fonction log
étant holomorphe sur C\R_, on en déduit que ® est holomorphe sur C\ [—\@, ﬁ] La
fonction log coincidant sur R’ avec la fonction In, on a :

5 \/x2—2 g 2 -2  six>A2;
@ = 1—7 = = =
() x\/ 22 N ’ || —Vr2 =2 six < —/2.

(b) La fonction F' : Z +— exp (% In(1-— 2Z)) est holomorphe au voisinage de 0, elle admet donc
un développement limité en 0 de la forme F'(Z) o F(0)+0(2) o 1+0(Z). Ainsi il

existe a > 0 et C' > 0 tel que :

Z <a=|F(Z) -1 <C|Z| = <|w|>1:>‘F<12> _1‘<C2© |<I>(w)—w|§£(>.2@-})
7 P \% ] ]

1 o o d(R ity R it )
VR > max (\/a,|z|>, Ywe C(O,R), J S}U)_ZIwa = J (Reeit)_z € iR ¢428)
C(0,R) [0,27]
o (Re") —Re® . ¢ 2rC
< ‘ iR e dt < — R pat=
f Ret—z ¢ f TRet| — " ™ B2l Ao
[0,27] [0,27]
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2. Soit R. le rectangle proposé et z €eC\ [—\/ﬁ, \/5] . La fonction w > 2 atant holomorphe sur

w—=z
C\ [—ﬁ, \/Q] sauf en w = z et admet ® (z) pour résidu en w = z, le théoréme des résidus au
contour I'g . montre que :

Zdw — J i(_widw = 2mid (z)

C(O,R) Re

z

VZEC\[—ﬁ,ﬁ], L w( )dw—2m®( = J

lim |Pour tout R > |z|: § (I)(w) Cdw = § 200 qoy — { “dw

foteo C(O,R) coRr cor "
%dw — 2miz. En utilisant la question précédente et en faisant tendre R vers 400, on
C(O,R)
obtient : lim S (}(w) ~dw = 2miz.
) R—+00 C(O R)

lim |On a Vz € C\R_, log(z) = In|z| + targ (z) avec arg(z) 'argument de z appartenant a

e—0t

]-m,7[. Soit w € [—v/2 —ig,v/2 —ie| & w =t —ic avec t € |—v/2,4/2[\ {0}, on a :

2 2 1 2 2ie 2 Ae
- —l-ox—— =1 |1y 1— = i+
(t—i&')z $2 X (1_%)2 t2[ t 0( ):| +2 Zt3 O(E)

2 2 t2-2 2 4 ;
=Rell1l-—= _} ~ 1 -2 =22 c0etIm([1 - —2— L% >0s%st>0
(t —ig)? ) e=0 t2 t2 (t —ig)?) e-0 t <0siet<0
2 Tsit>0 2 —msit>0
= lim arg{1———=5 | = . et limarg|(l—-——s5)= .
e—0* (t —ic) —msit <0 e—0+ (t + ie) msit<0
tv/2 — 12 x ie—”ﬂ =—ivV/2—12 sit>0
lim & (t — ic) = = —iV2 -t
= lim @ (¢ —ie) W2~ 12 x e = —in/2— 1 sit<0 ‘
/2 — 12 x 1 ™2 = i\2— 12 sit>0
lim @ (¢ + ic) W2 =12 x me*“f/2 —iV2—12 sit<0 i2-

11 est aisé de vérifier que :

—/2—1¢e o V2+e—ie > —\/2+ie > V2+4e+ie o
lim J de = lim J de = lim f de = lim J (w) dw =0
w—z e—0t w—z e—0t w—z e—0t w—z
—V2—e—1ig V2—ie —\/2—e+ie V2+ie

(la fonction sous l'intégrale posséde une limite quand ¢ — 0 valant lim ® (¢ + ic) = e/t — 2 ave

e—0
0 € R et l'intervalle a une longueur qui tend vers 0). Il est aisé de vérifier que hm S \(f\gjltz) dt =
\f-‘rzt) N
gli%g \[thzdt—Odonc

lim

e—0

dt +1 dt =21

[ fﬂ m \/ﬂ
R. V2

On conclut en faisant tendre R vers +o0 et € vers 07 dans la formule des résidus obtenue
initialement.

page 61



3. (a)

snnplement

Soit H, o Hy,. Soit K un compact de C\R,Ja > 0 tel que
VzeK, |Im(2)|>2a=V(n,z)eN*x K :

\H, (2)] = Jz_tdan J|Z_t|dan fumz_t”don()

J Tt () < J;dan () = é
R

Preuve via Montel. Ainsi la famille (Hy), -, est uniformément bornée sur tout compact de

C\R donc d’aprés le théoreme de Montel, elle admet au moins une valeur d’adhérence dans
O (C\R). Or (Hy),,, ne possede qu'une valeur d’adhérence qui est Hy, (la limite uniforme
est la limite simple) donc la suite (H,),-, est convergente.

Preuve via Ascoli. On a :

|H, (2) - Hy (¢ \_\z_z\fz_d:n \z—z\J L dontt :ﬂ
R

On peut affirmer que la partie {H,, n € N*} est fermée, bornée et équicontinue donc com-
pacte dans C° (K, C) (d’aprés le théoréme d’Ascoli) donc elle posséde une valeur d’adhérence
dans C° (K, C). Comme pour le cas Montel, on en déduit que (H,),-, converge vers Hey,
sur tout compact de C\R et sa limite est holomorphe (par convergence uniforme sur tout
compact) donc Hy € O (C\R) et (Hy),,»; converge vers Hy dans O (C\R).

Soit z € iR%, il existe B > 0 tel que z = i5. On a (Hy (i8))? — 2iBHy (i) +2 = 0 <

Heo (i8) = i (8 + /5 —2)

et Vn =1, Im(if)m (Hy (i) <0< Im(Hy, (if)) > 0 = Im (Ho (if)) < 0= (4.23)

0
He (iB) —z<ﬁ N ) — iB—ig 1—;=iﬁ—iﬂexp<;ln(1—§2>):G(zﬂ)

donc les fonctions G et Hy sont holomorphes sur C\R et coincident sur iR donc elles
sont égales sur C\R.

PARTIE 1V : Intégration et probabilités sur H, (C).

1. Soit M = ( a“ aQ_i_mS)E”;'-[Q(C),ona:Tr(MQ):a%—i—2a%—i—2a§—i—a?l donc
a9 — 1as a4
2 2
- J e*TI"(MQ) de (M) = — J 67($%+2$%+2x§+1‘3) d$1d$2d$3d$4
T ™
Uy xIyxIgxIy I xIogxI3x1s

1 212, 212, 1
= fwl/?e *idz, le/Qe 223 dzy fl/?e 22514 fwl/?e Tiday

\[ ™
1 2 2 4

B 1 e 1 1 1 .
= fﬂwe ld.'ljl J me Qd.’EQ J me deg fﬂ-l/?e 4d$4
1 V212 V212 4
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d’OflP(X € U[17[27[37[4) =P ((X1 € 12) M (XQ € \/5[2) N (X3 € \/5[3) N (X4 € 14)) . Si (Xk)1<k<4
sont mutuellement indépendantes et qu’elles suivent la méme loi normale N (O, %) alors pour tous
intervalles (Ix); <<y de R :

P(X €U pppr)=P(Xi€D)P <X2 e \/512) P <X3 e \/513) P(Xse L)
1 —x2 1 —z2 1 —x2 1 —x2 _ 2 —Tr(M?
= J7T1/26 1d$1 f me QdCCQ J me 3dx3J7T1/26 4d.fC4 = ﬁ J‘ e ( )dw2 (M)
I V215 V21, 14 Un x1yxI3x1y4

Réciproquement, si pour tous intervalles (Ix), <k<q de Ryona:

2 _ 2
P(XeUn ) = 3 f e (M) duy (M)
Ury xIgxIgx1y

En choisissant Io = I3 = I, = R alors pour tout intervalle I7, on a :
1
P(Xyelh)=P(XeUyRRR) = fwl/?e_m%dfﬁ
I

donc X7 suit la loi N (0 ( ) de méme avec Xo, X3 et X4. En outre, pour tous intervalles
(Ik)1<k<47 on a :

1
P((X1e ) n (X2ev2h) n (XseV2h) n (Xie 1)) = P(X € Up i) = fﬂmew%dxl
I

1 1 1
f e hdas f e “hday J — e “day = P(X1e ) P (X2 c \/512) P (X3 e \@3) P(Xiely).
Vs ™ ™

Iz I3 Iy

. Sion pose M = (Mr1);cp e, € Hn (C) avec myy = upy + ivgy o0 (ugy, vky) € R? pour tout
(k,1) e {1, ..,n}2. Il est immeédiat que vg = 0 pour tout k€ {1,..,n}. On a M = M* donc :

Tr (M?) = Tr (MM*) Z Zlmk,zl Z | g *+2 Z Img|” = 2 g 2 2 (ujvs + viy) -

k=11=1 1<k<I<n 1<k<l<n
n 2 n 2
J eiTr( dwn f H Mdukk H 672uk»lduk’l H 672vk«ldvk71
7, (C) 2 k=1 1<k<i<n 1<k<i<n
n 2 n 2 n 2
= H Jveuk’kdukvk * H Jezuk»’dum H Je%k’ldvk,l (Fubini)
k=1R 1<k<l<nR 1<k<l<nR
- —up kd - 1 —ui id - 1 —vi id
k=1 1<k<i<n R 1<k<Il<n R
n+n{n—1)/24+n(n—1)/2 2
ﬁ ﬁ £1/2 11[ T2 (x1/2) (n=1)/2+4n(n—1)/ Rk
1/2 12 n(n—1)/24n(n—1)/2 = on(n-1)/2"
k=1 1<k<i<n 27 1<k<icn 2 (21/2) 2
n
Or VM € H, (C), Tr (MZ) = > A2 ot (M, .., \,) sont les valeurs propres de M, on a par la
k=1
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formule de Weyl :

2 n
€7Tr(M2) de (M) = Cn J ei()\ierJr)\%) < H ()\] - AZ)) Hd)\l
i=1

H(C) R 1<i<j<n
n?/2 n/2 n n?/2 C n/2 n(n—1)/2
T T T s oo
& gy = Cn | Tt Gae) [0, 80 oo =, = On = e
R" = }

. La fonction ¢ : M € H,, (C) — 2"0%1)/2]‘ (M) e (M) ¢ R vérifie -

/2
VWeU(n,C), YMeH,(C), ¢(VMV?*)=q¢(M)
car f la vérifie ainsi que M +— Tr (Mz) (puisque V* = V! et que la trace est invariante par
conjuguaison). En outre, on a Tr (M?) = i A? ot (A1,..,\y) sont les valeurs propres (réelles
d’apres le théoréme spectral) de M (comptzézels avec multiplicité). La fonction f étant bornée et

la fonction M — e*Tf(MQ)

de Weyl donne :

étant intégrable sur H,, (C), ¢ est intégrable sur H,, (C) et la formule

H,(C) " ge =1
ot 2 e n
R j FODAP, () = T2 f F (g (s M) ) [ T 0

Hn(C) ~ ~ “R"”
=1 question III.2

Ainsi en posant g : (A1,...,An) — f(diag (A1,...,A\n)), g est bornée (car f l'est). Si 'on note
h:(\,., ) € R"— diag (A1, ..., \p) € Hy, (C) qui est continue donc mesurable. Ainsi g = foh
est aussi mesurable pour la tribu borélienne (si Bg est la tribu borélienne de R alors C = f~! (Bg)
est une tribu contenant la tribu borélienne de H, (C) puisque f est mesurable donc I'image
réciproque d’un ouvert est un borélien et la tribu borélienne est la plus petite tribu contenant
les ouverts) donc A~ (C) est une tribu de R? (car h est continue donc mesurable) contenant
la tribu borélienne de R? (méme argument que pour f) donc g~! (Br) = h™' (f~*(Br)) =
h™1(C) < Bgra ce qui démontre la mesurabilité de g). Pour toute permutation o € Sy, on note
po 'endomorphisme de C™ définie par : Vi € {1,..,n}, py(e;) = ey (i) ol (€;)<c, est la base
canonique de R" et P, sa matrice dans cette base. Il est immédiat que P, € U, (C) (ses colonnes
forment une base orthonormale de C™ pour son produit scalaire hermitien canonique). En outre,
pour tout (A1,..,\,) € R" et tout 0 € S, on a :

g ()\0(1), ceey )‘o(n)) = f (diag ()\0(1), ceey Aa(n))) = f (Pgdiag ()\1, ceey )\n) P;)
= f(diag (A1, ..y An)) = g (A1, .y An)

. La fonction Fy, vérifie : VV € U (n,C), VM € H,(C), F,(VMV*) = F; (M) car les
spectres (comptés avec multiplicité) de M et VMV* = VMV ™! sont égaux et que la fonc-

tion (A1,.., A\p) — > ¥ (Niy) -y (Ai,) est invariante par permutation sur les indices (la
1<ip <....<ip<n

somme considérée correspond a la k¢ fonction symétrique "des racines" qui est invariante par
permutation). D’aprés la question III. 3 et par définition de 1’espérance, on a :

n

E, (F}) = J F}, (M)dP, (M) = > f7()\11)...W(Aik)qn(Al,...,An)Hdu()\i).

H,( C) 1<i1<....<z‘k<nR" =1
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Fixons i < --- < iy des entiers de {1,..,n}, on note {1,..,n}\ {i1, ...k} = {ig+1,..,%n} . L'appli-
cation

o:je{l,..,n} — i; est clairement une permutation de {1,..,n} et la fonction ¢, étant inva-
riante par permutation, on a pour tout (A,..,Ap) € R™ : ¢y (A1,..,\n) = ¢n ()\0(1), ..,)\a(n)) =
dn (Niyy -y i) donce :

| 700 Qi) o) TTAHOD) = [ 7O ef i) (i N N M) [ [ s (00
=1 n i=1

k
j=1

Rk Rn—k

— [ 100 F O | [ o O A A) i Q) Hdu
Rk Rnfk

car les variables d’intégration sont muettes. D’aprés les questions 11.4 et I1. 7, on a :

J o O A 1_[ anix J det( n (Nis A )1<7,]<n) 1_[ i ()

n!
Rk 1=k+1 RrRr—F i=k+1

(n = k)!

= det (Kn (i, Aj)lgi,jgk)

(pour cette derniére égalité, il suffit de faire une itération ou récurrence descendante sur k). On
en déduit que :

| 700 d i) 4 o) [ )
n =1

::]w

£ () det (Kn (M, Aj)1<i7j<k) dp ().

i=1
Ainsi dans V'expression de E,, (F}), tous les termes ont la méme valeur (celle-ci dessus) et la

somme comporte termes (nombre de fagons de sélectionner k éléments distincts parmi n )

n
k
d’oul le résultat demandé.

PARTIE V : Localisation du spectre.

1. Soit M € H,(C) et Ai,..,\, ses valeurs propres (comptées avec multiplicité ). Le produit
x1 (A\iy) -oxz (A\i) vaut 1 si et seulement si (M, .., \;,) € I* et 0 sinon. Ainsi X}k) représente
le nombre de parties {i1,..,7;} & k éléments de {1,..,n} telles que {\;,,.., i, } = I. Si M posseéde

exactement j valeurs propres (comptées avec multiplicité) appartenant a I alors X}k) (M) = 2)

(nombre de parties a k éléments dans I'ensemble des j valeurs propres de M appartenant a [ avec
bien entendu k < j) et si cette égalité est vérifiée alors M admet nécessairement j valeurs propres
(comptées avec multiplicité). Par conséquent, on a X}k) (Hn (C)) = {(é) Jj € {k, 771}} et
d’aprés le théoréme du transfert :

6= S 0 (- () - £ () )

Jj=k

page 65



22 0na X, (M)= [] Q-2 =(1- zycardtiellnt /A€ 1ygbres le théoréme de transfert, on
1iz§[n
a:

Qur (9= B (1) = 337 (A9(0) (1= = P (49 () + 2P (49 (1)) 1= i 20
=0 Jj=1

n

—1-)P (AO) ) 2 P, (AO) ) -z =1+ P, (A,({') (I)) [(1 gt 1]
J=1 j=1

n Q(j) (1)

Or d’apreés la formule de Tayloren 1,ona: Qn s (2) = > ”jﬁ

j=0

: : Qr() ip (49

étant une base de C,, [X], on peut affirmer que Vj € {0,..,n}, = (—1) P, (An (I)) ce

qui permet de conclure.

_ 1\
(z — 1) . La famille ((X 1) )Ogjggn

3. D’aprés question précédente et utilisant la question IV.4 avec la fonction f = x7 qui est mesurable
et bornée :

Qur() =1+ Y (C1)F B, (x7) (4.25)

k=1
n Zk k

— 14 Y (1) JXI () = xr () det (K (Ao o) | [ V) (4:26)
k=1 RF =1
n k k

—1 3 -0 Jdet( o Qi A e e) | LA
k=1 7k =1

4. En utilisant le changement de variable (A;); ;< = (\;—é—n

<

) qui est clairement un C'-difféomorphisme
1<i<k

k
de I}, = [\/%, \/%] sur [a, b]k et dont la jacobienne vaut ——, on obtient :

(v
: 1 —(A3+-+22) :
Jdet (K i A er) TTan () = J det (Ko (N A)1 <y (Fl/z)ke tend) TTan,
i=1 =1

I I
k

1 f ( ti 1 ) —(Aean2)j2ny L
= —— det e
71"“/2[ . ( V2n V20 ) 1< e \/% q

k
= — det | 4/ —K, ( J ) e*()\%Jr'“Jr)\i)/(Qn) d)
ok ( \% 271 V2n 1<s j<k> ]1

1=

(par linéarité du déterminant). Tout entier n > 1, la fonction

(ti)1<ics > det << —K, (\/t;i \;%)) ) e~ (A7) /(2n)
n n

est continue et pour tout (¢;),;<; € [a, b]*, on a:

™ it (N2 sin (2 — y)
T ( J) e~ (R H=+X)/@0) _ et ()
n—+ao0 ( A 2n \/% 1<i,j<k r—=Y 1<i,5<k
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(par continuité du déterminant qui est une fonction polynome en les coordonnées dans la base
canonique de la matrice). Si on pose :

s x Yy
C = sup —K, (, ) ,
(wy)el-aa” |V 20 \V2n V20
neN*

t; i
V(n,i,5) e N* x {1,..,k} x{1,..,k}, a;;= lKn : ,j>
R e v v ~

alors on dispose de la domination valable pour tout (¢;),;<; € [a, b]k et tout n > 1:

‘det ((ai7j)1<i jgk) 67(/\%+...+)\%)/(2n)

k
2, =@ ] Jav,
i=1

O’GSk

= ‘det ((ai,j)lg‘ - k)‘ o~ (R A2) /(2n)

'Lng
k

k
< Z H‘aa(i),i‘ < Z HC: klo*

oES) i=1 €Sy 1=1

< ‘det ((ai,j)léi,j<k>‘ -

La fonction (¢;);<;cp — k!C* est indépendante de n et intégrable sur [a,b]* (car ¢’est compact
de R¥), le théoréme de convergence dominée permet de conclure.

. D’aprés l'inégalité des accroissements finis, on a : Yz eR*, sin(z) < 1. En posant :
.. sin(A;—A;
V(ig) e {l,.n},  a;; = AR

, I'inégalité d’'Hadamard montre que :

( 1') (3) fdet <Sm()‘1)‘a)> [Tax
oo [a,b]* A=A Jiciger) i
. k

1 (|z|)’“ J det (Smﬂ—%)> d;
o\ ANi= N Jicijer) | i1

1 (12\" b2 T L/l =a)\* 4
<— | — = — | — .
\k!<7r> Jk Hd)\l k! ™ g

k
Si on pose ui, = 7; (@) kF2 et ¢ = @ alors pour z € C*

Uk+1
Uk

c 1 R\ /2 RY. cell?
= 1+~ VE+1 ~ =’k = 0
k+1<< +k)> ERTSe Lt Lty i i

donc, d’apreés le critére de D’Alembert, la série > uy converge. Ainsi on a uy o 0 quel que soit
k —+00

sin()\i —)\])
i

. —1)k k
2 € C* donc la suite | ¢ k!) (%) § det ((
[a,b]" A
lemme d’Abel, on peut affirmer que la série entiére considérée a un rayon de convergence infini
donc sa somme @ est une fonction dé finie et holomorphe sur C.

) ) dA1---dAg | aussi. D’aprés le
1<i,j<k
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6. Pour établir ce résultat, on va utiliser le théoréme de convergence dominée sur N muni de la
mesure de comptage v définie par : VS < N, v (S) = card(S) et pour a € L' (N v) (i.e.
une suite (o (k))pen ) € RY dont la série associée Y av (k) est absolument convergente), on pose

a0

§ adv = 3} a(k)). Soit z € C, pour tout entier n € N, on considére la suite W = (u,(zn) (k))k N
N k=0 €

définie par : Yk eN, o (k) = { (1) zi Z ; 0 et pour tout k € {1,..,n},
—_1)k k tj
m gy = U (2 det / " K, ( ) (R ) T
uz" (k) k! (77> ¢ vV2n' V/2n 1<i,j<k i=1
[a,b]*

On introduit également la suite u, = (u, (k)),op définie par : u (0) =1 et Yk > 1

u, (k) = (—kl!)k (;)"3 J det <(W)1<u<k> f[d/\i.

i=1

[a,0]"
n

Pour tout z € C, on a : Qn,[a/\/ﬁ,b/\/ﬁ] () = kgou,(z Suz k)dv (k) et Q(z) =
+oo (n)

S u ( . D’apres la question IV. 4, on a : Vk eN, lim wy’ (k) = u, (k).
k*O ot
Soit C' = sup T Kp (i, L) . Pour tout entier (n,k) € N2, en utilisant I'inégalité

e ¥ 2
neN*

d’Hadamard, on a :

dAp - dhg (4.27)

det <\/?Kn (\/t;? \/t;Tz>1<u<k>

k k
S e o A

1=114=1
[ab]k’

En outre, w, € L' (N,v) d’aprés la question précédente. Le théoréme de convergence dominée
montre que :

Vze C, lim Jug"> (k)dv(k):fuz (k) dv (k) & Wm Q1. o pyan] (2) = Q(2)

n—-+40oo n——4aoo
N N

Soit R > 0 et z € C tel que |z| < R, on a

ul™ (k) — u. (k)| dv (k)

Q, [a/v/anbivan] (2 (2) J (u —uy ( )) dv (k)| < supj
N N
e

Etant donné que la suite (S ‘ug) (k) —ur (k)‘ dv (k:)) est indépendante de z et tend vers 0,
N

neN
on en déduit la convergence de Q,, [a/v/Zr,b/v/2n] VETS @ sur tout disque {z € C, |z| < R}.

‘uR —ug (k)‘dv (k)
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7. La suite de fonctions holomorphes (Qn [a/v/2n.b/ \/ﬁ]> N converge vers () uniformément sur
b K /)/LE

. . L., (m)
{z€ C, [2| <2} donc tout entier m, la suite des dérivées { Q Jo/vam, b/\/%]) N converge vers
QU™ uniformément donc simplement sur {z € C, |z| < 2}. En particulier, pour tout entier m,

i QD 0 = @ et -1 mir, (4 (| ])) - ot
o (6 [ ) - S

PARTIE VI : Loi du demi-cercle.

1. A T'aide de la question IV.3, on a :

B (3 X))
[ay/ byl
A= t\f J \/7 t\/» t\/») ( \/ﬁ) dt = [ Jb] dup, (1) = vn ([(I, b]) .

2. Soient z € C\R et M € H, (C). Etant donné que pour tout V € U, (C), on a V¥ = V1 on
obtient :

R, (VMV*) = %Tr (L= VMV L= Iy (ar, — vy )T = %Tr ([v (21, — M) V*](}fég)

_ %Tr (V (21, — M)~ V*1> - %Tr ((z[n - M)_1> — R, (M).

La fonction R, est continue sur H, (C) (car fractionnelle rationnelle en les coefficients de M
et n’ayant pas de poles dans C\R car toutes les valeurs propres de M sont réelles) et elle
est bornée sur H, (C) car pour toute matrice M € H, (C), le spectre de (zI,, — M)™' est

{Z%M’ i€ {1, ,n}} ol A1, .., A, sont les valeurs propres de M (comptées avec multiplicité)

donc :
1l 1 1 1 1< 1 1
R, (M)| =— <= ) ——— < — . = — -
Bz (M)] n Zzlz—)\i nzzl |z — Al nzjl min (Jz —X;|)  min (Jz — \])
i= 1= t=11<i<n 1<isn
1
Vnz
bornée sur R, on a :
Cn(2) = Vi, (R9) = v, K (M) g ()
nfz—)\l ’

Rl

1 1 1
Alzt\/ﬁfn nz — \/ﬁtKn (tv/n, t/n) ¢ (tv/n) dt = i - —

" doy, (t) .

3. En passant aux coordonnées polaires, on a :

H dedy U dedy U dzdy ” dzdy ” .y
|(z + iy) —t| |(z + iy) —t| |z +iy| AT+

lo+ig| <R B(“L.R) B(“L.R) B(“1.R)
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2R
Si |t| < R alors B(t,R) € B(0,2R) donc {§ drdd < ({ drdd = X (X dr) df = 47 R.
B(“t,R) B(0.2R) 0
Si |t| > R alors B(—t,R) < B(0,[t| + R)\B (0, |t| — R) et 'ensemble des angles polaires des
éléements de B (—t, R) vérifient si ¢t <0 :

(9 € ]—E, E[ et I < tan (0) < —R) =€ [arctan (R) , — arctan (R>}
272 t t t t

etsit>0-:

T 3T R R R R
be |-, —| et —— <tan(f) < — | < 0e|m—arctan| — | ,m +arctan { — ] | .
22 t t t t

Par conséquent, I'intervalle des angles polaires des éléments de B (—t, R) est de longueur 2 ‘arctan (%) ‘

donc : R P
JJ drdf < 2R = 2 |arctan (t)‘ = 4R |arctan (t)‘ < 27R
7R)

Bt
Ainsi ¢ = 47 convient. Pour tout compact K, il existe R > 0 tel que K < B(0,R) et 1 est
intégrable sur B (0, R) donc sur K (il suffit de considérer ¢ = 0 dans l'inégalité précédente!).

1
J |G (z +iy)| dedy < JJ (x +iy)|dady = JJ fdvn()dxdy
Tz +iy—t

B(0,R) IR

1
dvn () drdy = —————dady [dv, (t) < | cRdv, (1) = cR
HJISL’Hy—tIU()xy J JJ oty —d o0 JC vn (t) = cR < 400
R

0 R) B(O’R)

donc G est bien localement intégrable. Il en est rigoureusement de méme pour vy,.

. Soit K un compact de R? et 1) € D (Rz) a support inclus dans K. On note K’ = K n (R x {0})
qui est un compact de R donc il existe un segment [«, 3] tel que K’ est inclus strictement dans

[a, 5]. On fixe n > 0, on considére N, = liJ et M. = [ J + 1 alors K' < U B (kn, %) (il

77

n
suffit de faire un petit dessin). On pose K, = K n ( U B(kn, g)) et [¢|,, = sup|y|, alors
k=N, K
pour tout entier n, on a :

fGn<x+z'y>so<:c,y>dxdy < flGMxﬂ‘y)so(x,y)ldscdm lwlwflcmﬂ'y)ldxdy

K”? K’W K’W
My 9
Sholo X [ Into+inldoty <anlolontn 3 2nfarctan (3)
=N B(km,n/2) NniiﬁM"

1
<A lelon + 4 leln ), T
N'r]<k<M7]

k+0
On a (par comparaison série-intégrale) :
. maX(‘NWMMnDdt
1N gemo| | T 0 maN ) =m0 ) =)0
N, <k<M, g
k#0
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donc hm S Gn (x + 1y) ¢ (z,y) dzdy| = 0. Soit € > 0, . > 0 tel que Vn eN*,

77—)

§ Gn(z +1iy) ¢ (z,y) dzdy| < e. De méme, on a | § G (z + iy) ¢ (z,y) dedy| < e. D’autre part,

K”] K”]

ona lim § Gu(z+iy)p(z,y)dedy= § G (z+iy)e(z,y)dzdy en appliquant le théo-
nore K\K’OE K\Kﬂs

réme de convergence dominée puisque :

€

dv,, (t dv, () 1 1
V?’LEN*, VZ'EK\KWE, |Gn($+2y)|< ’Un() gj Un() = — < sup 7:M77
a |z + iy — | |y Yl yer\k, 1Yl

donc les fonctions (Gp),,cn* sont uniformément bornées sur K\K,,_ (qui est un ensemble borné).
Par conséquent, il existe N () € N* tel que :

Vn > N (e), f Gr (z +1iy) p (z,y) dedy — J G (x +iy) ¢ (x,y)dzdy| < € donc

K\Ke K\Kqp.

f Gn (x +iy) ¢ (v, y) dedy — f G (z +iy) ¢ (z,y) dedy| < J Gn (x +iy) ¢ (z,y) dzdy
R2 R 2 K e

| ciermenady - [ Gty +] [ Gltipploy) oy <ete
FO\K e K\Kp, FA\K e

ce qui démontre que hrfoo § Gn(z+iy)p(z,y)dady = § G(z +iy) ¢ (x,y) dady.
n— R2 R2
. Puisque x = rcos (#) et y = rsin(0), on consideére la fonction 1 : (r,0) — @ (rcos (6),7sin (0))
et on a:
W e o de 000, 0B
Erlll e + 2y " ar = cos () T sin (9) (4.30)
o _dp 0n dp dy_ 3 %
20 " 7 " 70 + ay a0 7 sin () Ee + 7 cos (6) 3

(52 ) (8)- () - (8) - (52 20) " (B)
. in(6)

donc

ce qui permet d’écrire :

20 = cos (0) gf smT(G) ?g +1 (sin (0) g@ + }cos (9) 690) = ¢tf (690 + z&gp) :

A Taide du changement de variable associé aux coordonnées polaires dans l'intégrale double
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considérée, on obtient :

+00 21
s T e i
JJx+iy8g0(a:,y)da:dy— 2 freiee (é’r T r o0 rdrdf
R2 r=0 0
1 +00 27 aw aw 2 aw .t 7r8¢
1
:2Jf(8r+r89>dd0_2j Jard’” a0+ 27“J Jaede a
r=0 0 0 0
127r 400 40 127r
_ 1 r—>+oO s 0=2m _ . — _
5 || [ weonzr=)awor o [ (weonzr)ar=3 [-e00d+0=-mo0.0
0 0 0 0

car 0 +— 1) (r,0) est 2m-périodique et pour tout 6 € [0,27], on a :
,lil_}_loolﬁ (r,0) = ,lillloo(p (rcos(6),rsin(0)) = 0.

6. En utilisant la définition de la dérivation sur les distributions, on a :

(GG = 1<(‘9 ' ﬁ) G,¢> - 1<%,¢> id <%,¢> (431)
:_< 01/1>_< ¢> —{G, ) = J (J“w 0p (x,y) deH32)

_f f,lacp (z,y) dedy |dv (t) = Jw (t,0)dv (t)

T4y —t
R \R2 R

donc G = w. Le calcul est identique avec Gy, et v,. Puisque (Gj),on* converge vers G dans
D' (R2) 5y convergent respectivement vers %f et aG donc (8G ) oN* Vers aG.

7. On notera lim wu, (respectlvement lim wu,) la limite supérieure (respectivement limite infé-

n—+00 n—+w
rieure) de la suite (uy),, . Pour tout € > 0, il existe ¢, € D (R?) telle que sup (gog) [a—¢e,b+¢e]x
[0,1] et e = 1 sur [a,b] x [0,1] et 0 < . < 1 alors hm Scpgt())dvn —SgpgtOdv(t

I (2
(car vy, Wl dans D' (R?))

Vne N* v, ([a,b]) = f dvy, (t) = J ©e (t,0) dvy, (t) < J@E (¢,0) dvy, (t)
R

[a,b] [a,b]
En faisant tendre n vers +oo0 on obtient :

Iim Un ([CL, b]) b+e b+e b+e

" () < | P CO@0 = [ pt0a®< [do =1 [ V2t g0

n—+00 R a—e a—e a—e

puis en faisant tendre € vers 0, on a :

™
n—+0o0 a

lim vy, ([a, b]) (
{ nﬁr;ooyn ([0, 8]) < 1 f\/Q — tQX[_\/iﬁ] (t)dt = v ([a,b]).

Pour tout € > 0, il existe 1. € D (R?) telle que sup 1/},3 = [a, b] x [ ] et e = 1sur[a+e,b—¢e|x
[0,1] et 0 < . < 1 alors hm § - (t,0)dv, (t) = § e (t,0)dv (t) (car v, o dans
“ab) [a.0] "
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D' (R?)). Pour tout n e N* :
on ([0, b]) = f dvy (1) > J Ve (£,0) duy (1) = f e (£, 0) doy (1)
[a,b] [a,b] R

En faisant tendre n vers +o0 puis € vers 0, on obtient :

o, () !
{ oo () > 3 | V2PN vava) (0t = o (. b]).

T
n——+0oo a
donc hlfoov” ([a,b]) = lim vy, ([a,b]) = v (]a,b]) ce qui démontre la convergence de (vy, ([a, b]))
n— n——+00

vers v ([a, b]) .
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