Chapitre 4

Epreuve écrite d’analyse et probabilités

Le sujet est disponible & 'URL www.devenirenseignant.gouv.fr/cid111368 /sujets-et-rapports-des-jurys-
agregation-2017.html ou sur le site agreg.org.

4.1 Rapport sur I’épreuve écrite d’analyse et probabilités

Présentation du sujet

Le sujet d’Analyse et Probabilités de la session 2017 portait sur I’étude de la formule de LIE-TROTTER-
KATO concernant les exponentielles de matrices et plus généralement les semi-groupes d’opérateurs.
Dans le cas des matrices, cette formule s’écrit

n

(expftA/n expftB/n) _OO) expft(A+B) (41)
n—

pour t > 0 fixé et A et B deux matrices carrées. Il s’agissait en particulier de voir a quel point cette

formule s’étend en dimension infinie en étudiant quelques exemples, ainsi que d’étudier la vitesse de
convergence dans la formule.

La preuve concernant les matrices est proposée dans la partie II. L’esprit de la preuve est fonda-
mentalement numérique puisque qu’il est dans de nombreux cas plus facile et intuitif de regarder les
exponentielles de A et de B plutdt que celle de A+ B, comme le rappelle par exemple H. F. TROTTER
dans l'introduction de son article [5] étendant la formule & la dimension infinie en 1958, preuve affinée
dans le cas Hilbertien par T. KATO [2]. Une bonne introduction au sujet ainsi que des développements
récents sont proposés dans la thése de V. CACHIA [1].

Le sujet proposé aborde de maniére graduelle les notions et résultats concernant cette formule.

Dans la partie I, on étudie d’abord les exponentielles de matrices carrées réelles de taille d dans
I'espace de BANACH My(R) muni de la norme induite par la norme 2 sur R, Plusieurs approches
sont proposées (par série convergente ou bien résolution d’une équation différentielle).

Dans la partie II, on prouve la formule de LIE-TROTTER-KATO pour les matrices, en suivant la preuve
originale de LI1E (1875). On obtient aussi dans ce cas une estimation de la vitesse de convergence en
1/n. Dans la derniére question, toujours consacrée aux matrices, on montre une formule un peu plus
élaborée, dite formule de STRANG, qui permet d’obtenir une vitesse de convergence en 1/n?, voir [3],
formule trés exploitée pour la conception de schémas numériques.

Dans la partie III, on étudie les semi-groupes d’opérateurs, dont on rappelle une définition, et dont
un exemple est justement la fonction t — exp~*4 dans le cas de la dimension finie et lorsque A est
positive. Plusieurs exemples sont proposés dans L?, dans ¢? et on finit par un contre exemple a la
formule de LIE-TROTTER KATO issu d’un article de H. F. TROTTER |[6].
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Dans la partie IV on travaille en dimension infinie avec un exemple explicite construit a l'aide de
matrices 2 x 2 dans un espace de HILBERT ad hoc. 1l s’agit de montrer que dans ce cas, la convergence
dans la formule est moins bonne que 1/n. Cet exemple est inspiré d’un article de H. TAMURA [4].

Remarques générales

Les parties I et IT ont été abordées par la majorité des candidats. Une moitié d’entre eux environ a
commencé la partie ITI, jusqu'aux questions III-3) ou ITI-4). Seuls quelques trés bons candidats ont
commencé 'analyse proposée dans la partie I'V.

Le jury a pris en compte la qualité de la rédaction des copies. La précision des arguments est indis-
pensable pour obtenir le maximum de points, mais il ne faut pas non plus négliger I’écriture et le soin
dans la présentation. Certaines réponses illisibles n’ont parfois pas pu étre prises en compte.

Il n’est pas nécéssaire de recopier la question de I’énoncé, ni la réponse sans aucune étape intermédiaire
lorsqu’elle est donnée au candidat.

Sur un nombre conséquent de copies, des confusions rédhibitoires ont pu étre constatées entre différents
objets mathématiques rencontrés : égalités entre objets de natures différentes, inégalités entre matrices
et nombres, quotients de vecteurs. Le jury recommande une relecture attentive de chaque question
avant de passer a la suivante afin de ne pas laisser ces incohérences sur la copie.
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Commentaires détaillés
Partie I

1) Cette question a été particulierement discriminante. La notion de borne supérieure est mal maitrisée
par un trop grand nombre de candidats. Pour montrer que ’application est bien définie, il faut montrer
que le supremum de la quantité scalaire définie en (2) est fini. Ce point a été mal compris, bien que
faisant partie d’'un des fondamentaux de la topologie en dimension finie. Dans le méme esprit, la
définition précise d’une norme doit étre connue.

2a) Les indications sur la diagonalisation des matrices symétriques données dans le préambule per-
mettent d’obtenir le résultat presque immédiatement. Il n’est pas nécéssaire par ailleurs d’expliciter la
diagonalisation pour obtenir le résultat. Cette question a pourtant été souvent mal rédigée.
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2b) On rappelle qu’en toute généralité, la trace d’une matrice n’est pas la somme de ses valeurs propres
(méme comptées avec leur multiplicité). C’est vrai quand elle est diagonalisable, ce qu'il ne fallait pas
oublier de mentionner.

3a) Il faut faire attention a ne pas diviser par zéro dans la preuve de cette propriété, o la notion de
supremum est de nouveau a utiliser avec précision.

3b) Beaucoup de candidats croient qu’il suffit de majorer les sommes partielles (en norme) pour obtenir
le résultat. Ce n’est pas suffisant : il faut bien majorer les sommes partielles de normes et ne pas oublier
d’invoquer la propriété de complétude de My(R). De plus on ne peut écrire de somme infinie avant
d’avoir montré que la somme converge. Cette question a souvent été mal rédigée.

3c) La convergence absolue des séries doit impérativement étre mentionnée dans la preuve de la conver-
gence de ce produit de CAUCHY. La commutation des deux matrices doit étre rappelée au moment
adéquat.

4a) Cette question calculatoire, trés souvent traitée par les candidats, a donné lieu & beaucoup d’erreurs
et de résultats incomplets. On rappelle en particulier que pour déterminer les valeurs propres d’'une
matrice, connaitre un polynéme annulateur n’est pas suffisant.

4c) Certains candidats ont fait les calculs en oubliant les justifications.

5) Les équations différentielles constituent pour beaucoup de candidats un obstacle majeur. L’objectif
de cette question était de redémontrer I-3-c) (sans 'utiliser donc) ce qui a été bien compris. La question
a) a été correctement traitée méme si la rédaction péche souvent : il ne faut pas oublier de préciser les
conditions d’application du théoréme de CAUCHY—LIPSCHITZ. La question b), un peu plus subtile, a
été relativement peu abordée ; elle nécéssite de manier les différentielles composées.

Partie II

1) Beaucoup de maladresses ont été observées sur ce calcul pourtant trés guidé. Certains candidats
majorent par exemple des quantités qui ne sont pas des réels.

2a) La propriété de commutation des matrices doit étre rappelée au bon endroit dans ’argumentation.
Cette question a globalement été bien traitée.

2b) Le résultat de cette question était donné dans ’énoncé et dans certaines copies des calculs faux
ont été un peu arrangés pour arriver au bon résultat. Ces preuves approximatives ont été lourdement
sanctionnées. L’inégalité triangulaire doit étre utilisée correctement.

3) et 4) Ces questions ont été correctement traitées.

5) Cette question sur la formule dite « de STRANG » a trés peu été abordée. La preuve devait suivre
celle de la formule de LIE-TROTTER, mais n’était pas guidée comme au début de la partie II.

Partie II1

1) Cette question reprenait dans le langage des semi-groupes les questions précédentes sur les matrices.
La référence aux résultats correspondants n’a pas toujours été précise.

2) La continuité de Us, & s fixé, en tant qu’application linéaire a souvent été oubliée dans l'argumen-
tation.

3a) Pour la propriété de continuité iii), il s’agissait de montrer une limite dans la norme de H. Cela
nécessitait une interversion limite/somme et par exemple I'utilisation de la convergence normale de la
somme, ce qui a souvent été oublié.

3b) Cette question a été traitée, en tant que question isolée, par beaucoup de candidats. La preuve
de la bornitude a néanmoins trés souvent été mal faite ou éludée : un simple tableau de variation
correctement rempli était suffisant pour avoir le maximum de points. L’utilisation des équivalents et

33



Agrégation externe de mathématiques Rapport du jury pour la session 2017

des développements limités est mal maitrisée : on rappelle par exemple qu’on ne peut pas sommer deux
équivalents.

3c) Cette question a été peu abordée.

4) Le changement de variable précis était attendu pour a). La continuité de application linéaire a été
trés peu mentionnée. Les questions b) & d) ont été peu abordées.

4d) Afin de montrer le résultat, il faut calculer la limite du taux d’accroissement en norme L?. Cela
nécessitait, par exemple, une utilisation des théorémes de convergence dominée et des accroissements
finis.

5) et 6) Ces questions ont trés peu été abordées. Quelques erreurs sur la composition ont été observées
en 5¢) (dérivation) et 6a) (composition des deux applications). A noter que seule la convergence presque
partout était attendue en 5c).

Partie IV

Cette partie a été trés peu traitée par les candidats. Pour la question 2a) une argumentation minimale
reprenant la question ITI-3-a) était suffisante pour obtenir le maximum de points. On pourra noter
deux coquilles dans les formules donnant la trace en 7c) et 8e), ot il fallait lire O((ne,)?). L'utilisation
et I'adaptation presque directe des calculs sur les matrices menés dans la partie I était attendue.

4.2 Corrigé de I’épreuve écrite d’analyse et probabilités

Partie I : Exponentielles de matrices

1) Posons A = (a;;); jena alors pour z # 0, on a

|Az3 < D) (Ax); <suplai;Pd ). a7
keNd I leNd

donc || A, est bien définie. On vérifie que pour A € R, [[AA|l, = |A|[|4]l,. Par ailleurs pour A et
B e MyR), |[A+ B, < ||Ally + |B|l; par application directe de l'inégalité triangulaire pour |.|,.
Enfin soit 4 € My(R) telle que [|A]|, = 0, alors pour tout z € R? (y compris 0), ||Az|, = 0 donc
Az =0dou A =0.

2) a) Soit A une matrice symétrique. Il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale
A = diag();) telles que A = PAP~!. On vérifie que d’une part [|A|, = |A], et d’autre part [|A]l, =
SUDPgeNd | k|-

b) On a Tr(A4) = Tr(PAP™!) = Tr(PP~'A) = Tr(A). Enfin

2
k

Tr(A)] = [Tr(A)] =

<l < dsup |Ae| = df|All;
k
3) a) Pour tout x € RY, on écrit que |ABz|y < [|All, |Bz[, < Al I Bll, |2], dott le résultat.

b) D’aprés le résultat précédent, on a pour tout k € N, |||AkH|2 < |HA|||§, donc la série )| Ak—? est
absolument convergente dans M(R?) complet donc convergente.
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¢) On doit montrer que exp? exp? = expAtB. Or le produit des deux exponentielles est un produit

de type CAUCHY : en utilisant que les matrices commutent, on écrit pour tout N € N
N 1 N N 1 l 2N n U
IR ADIY Ly I W e R
k=0 =0 n=0k=0
" 2N 1 . B 2N 1 L
<lleo®ly { 3 37140 ) + lexp®ll, | 3 751815 | -

=N "~ =N

2

Or pour n € N, >/, yarEa) LAkprk — %(A + B)" par la formule du binéme de NEWTON, et par
ailleurs les séries eXponentlelles convergent absolument, donc

m Z 4l =

N i N l 2N
(ZMA><ZZE)“B>—ZH!(A+B)”

n=0

=0
2

lim

— 0

d’oul le résultat.

0 0

_1\k
Z,@O % = e~ 1. Le calcul des valeurs propres et vecteurs propres de K donne

1
K =PJpP! avec P=<1 1) et P—1:<1 1).

: 0 0 .
4) a) On a directement exp! = (6 e) et exp’/ = <6 €1> en utilisant Zk;o% = e et

1 -1 2\1 -1

cosh(1) sinh(1)
sinh(1) cosh(1)

r 0 _ 1 1 _ 1 —r_ 1
L=Q<6r T_)Ql avec Q:(T+ r_) et Ql:\/5<7"+ _1>7

145
L_pfet 0 1
eXp - Q ( 0 er) Q .

ot r4+ = 5. On obtient ainsi
b) On a M? = (cos(#)J + sin(0)K)? = cos?(0)J? + sin?(0) K? + cos(6) sin(0)(JK + K.J). Un calcul
immédiat montre que J? = K2 =T et que JK + K.J =0, donc M? = cos?(0)I + sin?(9)I = I.

On obtient ainsi exp® = Pexp’/ P71 = ( > Pour L une analyse identique donne

¢) La résolution est possible en diagonalisant de nouveau M mais la question précédente suggére
d’utiliser directement la formule définissant I’exponentielle. On a en effet, en utilisant que la série est
absolument convergente donc sommable par paquets
k 2k 7 12k 2417 r2k+1
Y Z M sEMH o sTIME
2 (2Fk)! 2 (2k + 1)!

SQk 82k:+1 )
= (Zk: (2145)'> I— (Z,;‘ (2k+1)'> M = cosh(s)I — sinh(s)M

par définition de cosh et sinh en terme de séries. On a utilisé que pour tout k € N, M?* = T et
M?*+1 — M qui se montre par récurrence en utilisant la question précédente. On en déduit directement
que Tr(exp~*M) = 2 cosh(s) puisque Tr(M) = 0.
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5) a) Pour tout t € R, ¢,(t) = >, %(—A)kx et cette série converge dans R? normalement sur
tout intervalle compact en la variable ¢, ainsi que sa série des dérivées terme & terme donnée par

) z = —Apy(t).

k>1

Les termes généraux de la série et de la série dérivée sont continus, donc ¢, est dérivable, de dérivée
continue, et ¢! (t) = 1, (t) = —A¢p,(t). Par ailleurs ¢,(0) = z, et le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ
linéaire (ici & coefficient constants) implique que la solution de I’équation différentielle est unique.

b) 1l suffit de montrer que pour tout = € R?, on a [¢4(t)], < |],. Posons a(t) = |p.(t)]3. Cette
fonction est dérivable, comme composée de la fonction dérivable ¢, : R — R? et de la fonction
différentiable HH% : RY — R qui est un polynome en les coordonnées. On obtient

o (t) = 200,(t) - ¢o(t) = —2(Ada(t)) - $2(t) <O

car A est positive. La fonction a est donc décroissante continue et vaut ||z|3 en ¢ = 0. Donc |¢.(t)[3 <
|z|3 ce qui est le résultat cherché. La réciproque se montre par le méme calcul mais en ¢ = 0.

c) Le résultat est une conséquence de 'unicité dans le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ (linéaire),
en regardant la solution entre 0 et s puis celle entre s et ¢ (donnée initiale en s) et en I'identifiant avec
la solution entre 0 et t.

Partie II : Formules de LIE-TROTTER-KATO

1) Pour ne N et t € [0, 1], on écrit

k;( (An+B>

ce qui implique par inégalité triangulaire que

[

<yl 1 <|||A+B|||2> _ (MA+Bly/n
k!
k

2

[1Sn,¢

l, < Al +1Bll2)/n
uniformément en ¢ € [0, 1]. De méme en utilisant I 3 a),
I C S ETE)
- k! n - k! n
1 /14l w1 /1Bl,\"
<) Y, —|—= — ( I=W2
Zkl k! ( n Zkl k! n

= ellAllz/n ol Blla/n — (Al +1Bll2)/n

ITo,elly <

2

2) a) On remarque que
e =T = Siy (Snt — Toe) + S5y > (Snt = Tnt) Tt + S > (St — Tot) Ty
too ot (St — T T
ce qui est la formule demandée.

b) En utilisant 'inégalité triangulaire et la propriété montrée en I 3 a), on a d’aprés la question
précédente

IS

1-
Z ISm, el I Telly ™™ 15, = Tl -
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En utilisant II-2a), on obtient donc

m —1—
sz, - TZZtH!z < Z WAl +1Bl2) 53 Al HIBIL) === g Totll, -

m=0

Puisque m+(n—1—m)=n—1<nona

n—1
Wss’t _ TVTLL,tmg < Z eIAl+1Bll2) ISns — T

m=0

— n eWAHIBL) 5, — T, .

3) Le développement en série de ’exponentielle donne

Sn,tZI—tM+Z (-t)k <A+B>k

n 2 k! n
donc
A+ B
” Snt — <I — t(+)>
n 2
A+ B o
< Z H‘ n2 Z ||| A+ B ||| |||A+B|||2 < <
k>2 k>0

De méme on peut écrire

nes -0 SGE Q) || 250

k>2

an t Bn,t

(A + B) t —tA/n

=]t —AB + exp Bt + ot exp_tB/" — 0ty tPnt-

n

Or comme en début de question [lan[l, < el et [|8,], < ZelPl ainsi que [Jexp=t4/m||, < el
et mexp*tB/ " W < el Bll2, On en déduit done qu’il existe une constante C” telle que pour tout n € N* et

t 1
e [0,1], Hemy|
n 2\n2'

Tt — (I—t

L’inégalité triangulaire implique donc que

4:0)

n

! 1"
< C +2C

Tt — (I—t(A+B)>

n

X
2 n

W%¢—ﬂmM<H H
2

Su = (11

et on pose C' = C' + C".
4) En utilisant les questions II-2b) et II-3) on en déduit que pour tout n € N* et ¢t € [0,1], on a
Cd eUlAlz+1Bll2)

It - Tl < €4

ce qui est le résultat annoncé avec C'yp = Cd eUlAll+1I1Bll>)

5) En utilisant le développement de I’exponentielle un cran plus loin on peut écrire comme précé-
demment

A+B)
‘Snvt— (I—tw 2(A2+AB+BA+B2)>
n 2n 9
n
< Lexphi+Bl 2 €
n n
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De méme
H‘RM — (I — t(AJFnB) + ;;(/P + AB + BA + BZ)> 2 < i,:
On a par ailleurs les majorations similaires a II 1) suivantes
I1Snell, < eIAll+11Bll2)/n ot IR tll, < eIl +1Bll2)/m

ainsi que comme en II-2b)

n n
IS5 — B

, < nelllAllz+1Bl2) IS0t — Rt -
L’ensemble de ces résultats implique que

(C" 4+ C™)d 1A1+1B1)
2 bl

Iz - B2, < !

ce qui est le résultat cherché avec C'y5 = (C" + C")d eUAll+1BI2)

Partie III : Semi-groupes d’opérateurs

1) a) On doit vérifier les hypothéses de semi-groupe.
i) Ce point est une conséquence directe des questions I-5¢) ou I-3c).

ii) Up = I par la définition de 'exponentielle d’une matrice

tA

iii) Pour z € R, la fonction définie en I-5a) par ¢,(t) = exp~*4 x est continue (et méme dérivable).

Pour montrer que le semi-groupe U est borné, il suffit d’invoquer le résultat I-5b).

b) On rappelle que la fonction définie en I-5a) par ¢, (t) = exp~*4 2 = Uz pour ¢t > 0 est dérivable,

de dérivée ¢/, (t) = —A¢p,(t). En partiulier elle est dérivable a droite en 0 et

lim @ = ¢,(0) = —Ag,(0) = —Ax.

-0
2) a) Soit z € D(A) et s € RT. Alors pour tout ¢ > 0,

UUsx — Usx _ Upr st — Us _ Uy — Usx _ usutx —x U Az
t t t t t—0

par continuité de l'opérateur Us. On en déduit que Usx € D(A).
b) D’apreés la question précédente, Usz € D(A) donc
Ulsz — U
— A = lim TETE = U A

t>0

d’ou le résultat.

3) a) On vérifie que Uy = Idy et de maniére immédiate que
Uy oUsu = (e_(t+s)"2un) = U, o Upu.
nelN
Pour montrer la continuité, on doit verifier que pour u = (un)neN € H et to fixés, on a

Upu — U ul|,, = e~tn? _gton®2,2 )
0 H n
nelN t>0
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—tn?

Soit donc pour tout t > 0, p(t) = >, (e — e~tm*)22  Cette série de fonction converge norma-

. —tn2 _ 2 N . .
lement puisque (e " — e710"7)2y2 < 2 et elle est & termes continus. Donc la somme est également

continue et en particulier lim;_ 4, p(t) = ¢(to) = 0. U est donc un semi-groupe.
b) Direct.
¢) Pour u € H, on constate que pour tout n € N,

. Uty — U

lim e =t 2
t—s0 t

t>0

2

Uu—u existe dans H alors Au est défini pour tout n € N par (Au), = nuy,.

t

Donc si la limite lim;,q
t>0

On obtient alors que D(A) ¢ F def {un € H | Y n*u? < wo}. Réciproquement soit u € F, posons

v = (n*uy)nen et regardons pour tout ¢t > 0,

| ?
= Z — + n? ui = Z 9(tn2)n4ui.

H nelN neN

Uiu — u

f(t) = ‘t +v

On prolonge la fonction f sur R* par f(0) = 0. On a #(tn?) uniformement borné en ¢t > 0 et n € N,

donc la série de fonctions définie par f est normalement convergente, avec termes continus sur R™,

donc continue, en particulier en 0. On obtient donc que lim;_, Hu’f“*“ + v 4, = 0. En conclusion
t>0

¢
D(A) = F et Au est défini pour tout n € N par (Au), = n’u,.

4) a) Le résultat est direct en utilisant le changement de variable z — x + ¢t de Jacobien égal
al.
b) Soient a,b € R tels que le support K de la fonction ¢ vérifie K < [a,b] et soit tp € R*. On

constate par le théoréme de convergence dominée de LEBESGUE que pour Ky = [tg — 1,tg + 1] n RT

i, [ U (o) ~ Uyo() o =0,

te K

puisque la fonction intégrée est majorée uniformément en ¢ € Ky par la fonction égale & 4 max |¢|? sur
[a —to—1,b+ to + 1]. La fonction de ’énoncé est donc bien continue.

¢) On vérifie que Uy = Idy et Uy oUsf(z) = f(x + 1+ s) = Us o U f(z) pour presque tous z € R
et tous s,t € R*. Le dernier point iii) est plus délicat et on suit I'indication de 1’énoncé. Soit donc
f e L?ete> 0. Soit ¢ une fonction continue nulle en dehors d'un intervalle [a, b] telle que || f — ¢|| < e.
D’aprés la question précédente, il existe n > 0 tel que pour tout t € [tg — n,to + 7] N RT on ait

e — Usoll3, < e

On a ainsi obtenu pour tout ¢ € [tg — n,to + n] " RT,

[Uef = Uso iz < U] = Usollgy + [Usd = UsoDllgy + [Usod — Uty [l

<
< = bllgy + |Uhd —Usydllyy + 11 — fllgy
< 3e.

La fonction ¢t — U, f est donc bien continue sur R*.

d) On étudie la limite de

oo - [[ 1000 g,
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Le théoréme des accroissements finis implique que pour tout ¢ > 0 et € R, il existe a; € [z, + t] tel
que w = f'(x¢). Donc 0(t) = (| f'(x¢) — f'(x)|* dz. En utilisant comme en III-4b) le théoréme
de convergence dominée de LEBESGUE pour la fonction f’ continue a support compact et le fait que
Ty 2 T, on obtient que tli_r)noe(t) = 0, ce qui assure que f € D(A) et Af = —f'. (Remarquons

t>0
qu’au lieu du théoréme des accroissements finis, on aurait pu utiliser une formulation intégrale de

f(z +t) — f(z) en début de question).

5) a) Considérons pour t > 0 fixé le changement de variable 6;(z) = ¥(¢~!(z) —t). On remarque
que 0y(x) = x —t pour x <0, O(x) = § —t lorsque x € [0,2t] et O;(x) = x — 2t lorsque = > 2¢. On
constate alors que

| srae = |

]—OC,O]

|f(x—t)|2d:z:+f

[0,2]

7 - t)fdx + J[Qt’oo[ f(z — 20) da

_ f )P dy +2 f )y + j F@)Pdy.
]—00,—t] [—¢,0] [0,00(

Comme f € L?(R) on obtient que V;f € L*(R).

b) La preuve suit exactement le méme schéma que celle de 'exemple précédent. Soit donc f € L?(R).
On a d’abord Vyf = f. Soient s,t > 0, on a alors pour presque tout = € R,

VioVsf(a) = fW (@@ Hx) = 1) = 5)) = f(( 7 z) = 1) = 8)) = Versf(2)-

Pour le dernier point iii), on remarque que comme en ITI-4b), on a pour ¢ fixé et ¢ continue & support
compact limy_,;, Vi = Vi ¢ dans LQ(R) par le théoréme de convergence dominée de LEBESGUE. Puis
pour f € L?(R) on approche f par une telle fonction ¢ dans L?(R). On remarque ensuite que pour
tout t > 0,

Vef = Vil <3[f = ¢l

ce qui donne finalement exactement comme en III-4b) que pour tout £ > 0 il existe n > 0 tel que pour
tout t € [to — 0, to + n] " RT,

IVef = Vio flgy < 3e.
La fonction ¢t — V; f est donc bien continue sur R*.

¢) Pour z fixé, il s’agit simplement d’exprimer la dérivée en ¢ = 0 de la fonction «, : t — Vi f(z) =
f((p~1(x) —t)). Cette fonction est presque partout dérivable. Or pour tout ¢ > 0, lorsque c’est bien
défini, on a
ay(t) = = (W7 z) = ) f (¥~ (2) — 1))
et donc
L V() — (@)

t—0 t
t>0

Or pour tout z € R*, oy~ (z) = 2, ' (v~ x)) =2 = ¢/(z) siz > 0 et Y/ (v~ (z)) =1 =/ (2) si
x < 0. On obtient donc
V@) @)

t—0 t
t>0

= /(07 (@) f' (o (z)).

= _wl(x)fl(x)ﬂ
ce qui est le résultat cherché.
6) a) On remarque que pour h > 0 et f € LP(R), on a pour presque tout = € R,

f(x) siz<0
Uhvhf(x) = f(%) sixe [0, Qh]
f(x—h) siz>2h
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En particulier Up,Vp, fr(7) = X[—n,) Par calcul direct. Le cas général s’en déduit par récurrence.
b) Un calcul direct montre que
Ifnl = Vh et [(UVR)"ful = vV + IVh.
On en déduit le résultat.

¢) Sila suite (U, V)" convergeait, alors elle serait bornée dans < (L*(R), L?(R)), or d’aprés la
question précédente
| @en Vo)™l = V41 =

donc la suite ne converge pas.

Partie IV : Borne inférieure dans la formule de TROTTER-KATO

1) Soit u € Dy n Dg. Alors ), N HAnunH% < wet ) N HBnuan Par linéarité et par 'inéga-
lité triangulaire on a pour tout n € N, [(A, + By)unls < 2| Anun]s + 2| Bnun|3. Donc la série
D nen |(An + Bn)uan converge et u € D41 .

Pour la densité, on vérifie de maniére immédiate que 1’ensemble des suites presque nulles (c’est a dire
a termes nuls a partir d'un certain rang) forment un ensemble dense de H et sont par ailleurs dans
Dy n Dg.

2) a) Vérifions les trois points de la définition. Pour s, t € R4 et u € H, on a bien U; o Usu =
Uy ((exp™54n u,,)) = (exp_(Hs)A" Up = Up, Su)7 par la propriété fonctionnelle de ’exponentielle montrée
en ITI-1a). La propriété Upu = u pour tout u € H est immédiate. Enfin pour la troisiéme propriété on
doit montrer que

tli_I)I%O Z ||exp7tA” Uy — expftOA” u”H; =0
t>0

pour to > 0 fixé et u € H. La preuve se fait exactement comme en III-3 a) par convergence normale
de la série autorisant 'interversion de limite. La famille I est donc un semi-groupe.

b) On suit le méme schéma de preuve qu’en IIT 3 ¢) : Pour u € H, on constate que pour tout n € N,

lim Wtu)t—u _ A

t—0
t>0

Uru—u

—4 existe dans H alors Au est défini pour tout n € N par (Au), = Anuy,.

Donc si la limite lim;__,q
t>0

On obtient alors que D(A) < F def {un eH | | Anun; < oo}. Réciproquement soit u € F, et on

pose v = (Apup)neNn pour étudier, pour tout ¢ > 0,

-y

H nelN

2 tAn,

Uiu — u

f(t) = ‘ +v

— 2
= LY o).

2 neN

-1
; Uy + Antn

On remarque que pour chaque n € N, la fonction f, prolongée en 0 par f,(0) = 0 est continue sur
[0, 1] grace a III 1b) par exemple. Posons alors f(0) = 0. Montrons alors que la série définissant f est
normalement convergente sur |0, 1]. On écrit que pour tous t €]0,1] et n € N,

1
= ’ (f exp_tSA" ds> A, up,
2 0 2

! 4.2
< (), Tty ) 1w )

< HAnunH27

exp*tA" —TI

U
¢ n
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ol on a utilisé I5b) et la positivité de tsA,, pour tout s € [0,1]. En utilisant I'inégalité triangulaire, on
en déduit que pour tout ¢ € [0,1]

et la série des f, est donc normalement convergente puisque (u,) € F. On en déduit ainsi que f est
continue et que lim; ¢ HW + UHH = 0. En conclusion D(A) = F' et Au est défini pour tout n € N
t>0

par (Au), = Apuy,.
3) a) Soit u= (uy) = ((Tn,yn)) € D(A). On a

(Au,u) = ZAnun g = NI+ (T + D)ug - up = X ul3 + 2)\2711% > ||ul3
n

car A = (2/a?)/?* > 1.

b) On a pour tout n € N,

B, = n(cosbp,J +sin0, K +I) = <COS On +1 sin 6, >

sin 6, —cosb, +1

Cette matrice est symétrique, son polynome caractéristique est X2 — 2n.X. On obtient donc la décom-
position voulue, et par ailleurs pour tout u € D(B),

(Bu,u) EBnun Uy = (2(;1 8) P_ Pn_lun > 0.

puisque P! = P 1. Le calcul exact de la matrice de passage donne par ailleurs

~ (cos(0,/2) —sin(6,/2) o _ ( cos(0n/2)  sin(6y,/2)
P"_<sin(9n/2) cos(en/2)> ¢ P (-m(en/z) cos(en/2)>'

4) a) On fait le calcul pour n € N et u = (up) = ((xn,yn)) € H.

|Brunlly = Biun - un
= D2*pPly, - P lu,
= (2n)?%(cos(0,/2)xn + sin(0,/2)yn)?
< 2(2n)%% cos?(0,/2)22 + 2(2n)%* sin?(0,,/2)y2
< 2(2n)%22 + (2n)* e, y?
2(2n)%* 22 + 242

ot on a utilisé que €, = 1—cos 6, = 2sin?(6,,/2) et que (2n)?%¢,, = 2. Par ailleurs A2® = \2@ ( 0

donc

| ASun |3 = A2y - up = N*(1 + 2n)2°‘ D T

=2a72(1 + 2n)%%22 + 2072,
On en déduit que
| Brunly < 2(2n)**@;, + 245 < 2(2n + 1)@}, + 245 < a® [Ajunls -
b) En particulier, on obtient que siu € D(A) alors Y} HA%uan < oodonc ) N ||Bg‘un“§ converge

également, puis que que |B%u| < a || A%l et que u e D(BY).
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5) On écrit pour tout n € N que

Ap + By = A+ nAN)I +nAJ + n(I + cos(6,)J + sin(6,,)K)
= (A +nX+n)l +n(\+cos(by))J + nsin(b,)K.

En remarquant que n?(\ + cos(6,,))% + n?sin?(6,,) = b2, que les deux nombres X + cos(6,,) et nsin(6,,)
sont strictement positifs (A > 1), on obtient l'existence de ¢, €]0, 7/2[ dans I’enoncé et 1’écriture

A, + B, = a,I + bn<cos(¢n)J + sin(gzbn)K) =apl + b, M,

avec My, = cos(¢n)J + sin(¢,) K. Cette matrice M, est symétrique et a pour valeurs propres 1 et —1
d’aprés [ 4 b). A,, + B,, a donc pour valeurs propres a,, + b, et a, — b, et est diagonalisable dans une
base orthonormée de vecteurs propres car symétrique. Cela donne la seconde écriture avec la matrice
orthogonale Q.

6) Posons
o — (eftA/neftB/n)n _ o~ t(A+B) def (Clin))k .
S

Pour toute suite (u,(cn))keN de H telle que u,g") =0 dés que k # n et ‘u%n) = 1, on a alors Hu(”)H =1
) el feow] = e

En prenant le supremum sur les suites de type u(™ ce qui revient a prendre le supremum sur les

(n)

vecteurs uy, ~ de norme 1, on obtient

|

o

.
On peut appliquer alors la question I-2b) pour la dimension d = 2, en remarquant que le résultat de
cette question est vrai également dans le cas de matrices générales (et pas seulement symétriques) et
on obtient que

)

o] 38 - ) 4

puisque les matrices sont symétriques.

7) a) On a déja remarqué que A, + B, = a,I + b, M, avec M, = cos(¢,)J + sin(¢,)K. D’apres
la question I-4c¢) on peut alors écrire

Tr (exp_t(A”+B”)> =Tr (exp_t“"I exp_tb"M”> — exp t4 Tr (exp_tb"M") = 2¢' cosh(thy,),

otl on a aussi utilisé que les matrices I et M,, commutent, la linéarité de la trace et le fait que exp®! = e*I
pour tout réel s. (Une seconde méthode consiste & utiliser la diagonalisation de A,, + B,, obtenue en
question 5, qui donne directement le résultat).

b) On écrit que

thy, = tny/A2 + 2\ cos(6,) + 1 = tn (A + 1)? + 2\(cos(6,,) — 1))1/2

1/2
=tn(A+1) (1 — ()\?:\1)28”)

=tn(A+1)— ne, + O(ne)

t
A+1
en rappelant que €, tend vers 0 lorsque n tend vers U'infini.
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¢) On écrit que

1
cosh(tb,) = §€tb"(1 + e 2tbn)
_ %etn()\+1)e—;—i‘lnan+0(nai)(

Loy (A 2
=3¢ 1 )\+1n.€n+(’)((n5n) )

1+ 6_2tb")

en rappelant que ne, tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. On en déduit le résultat puisque —ta, =
—t(A+n+n).

8) a) En utilisant le fait que pour trois matrices A, B, C on a Tr(ABC) = Tr(BCA) on obtient
d’abord

Tr <<exp—tAn/n exp—tBn/n>n) — Ty ((exp—tAn/%z exp B/ eXp—tAn/Qn)n> ‘

Posons M,, = cos(6,)J + sin(f,)K. On remarque que —o-A, = —to(\ +n)I —t3.J et —tB,/n =
—tI — tM,, et donc

n n
Tr <(exp—tAn/2n eXp—tBn/n exp—tAn/2n> ) — e—tanTy ((exp—w/2 exptMn exp—tJ/2> ) '

On utilise ensuite les calculs de la question I-4 a) et I-4 c), qui donnent

y t e 0
exp” "M = cosh(t)I — sinh(t) M, exp 2’ = ( 0 6t/2> .

La multiplication des matrices donne alors
exp*t‘]/2 exp tMn exp*t‘l/2 =cpl —dpJ — e, K
ce qui implique le résultat avec les coefficients donnés dans 1’énoncé.

b) Les formules trigonométriques classiques et hyperboliques donnent directement 1'égalité c2 — d2 —
e2 = 1. On utilise ensuite de nouveau les formules trigonométriques hyperboliques et cos(6,) = 1 — &,
et on obtient

cosh(ky) = cosh(t(A + 1)) — sinh(¢tA) sinh(t)ey,.

Le développement limité de arccosh en a = cosh(t(A + 1)) > 1 est donné par

arccosh(a + x) = arccosh(a) x4+ O(x?)

1
va?—1
ce qui donne pour x = — sinh(t)) sinh(t)e,, avec arccosh(a) = t(A + 1) et a® — 1 = sinh?(¢t(\ + 1))

sinh(¢\) sinh(¢)
~ sinh(t(A + 1))

kn = t(\ + 1) en+ O(e2)

d’ou le résultat.
¢) On remarque que
exp /2 exp™™Mn exp™t/2 = cosh (k)] — sinh(ky) (cos(©,)J + sin(0,)K) .
En utilisant la question I-4), on peut donc écrire que

—tM, eprtJ/2 —kn(cos(On)J+sin(On)K)

exp*t‘l/ 2 exp = exp
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d’ou

—tJ/2 —tMy, eXp—tJ/2)n _ eXp—nkn(cos(@n)J-&-sin(@n)K)

(exp exp

ce qui donne, en utilisant de nouveau la question I-4c),
n
Tr <<exp_tA”/” exp_tB"/”> > = 2exp” " cosh(nky,).

d) En réutilisant un développement de cosh(nk,) et en remarquant que nk, tend vers l'infini avec
n, on obtient le résultat (on a de nouveau utilisé que —ta, = —t(A +n + nA)).

9) Le résultat découle des trois derniéres questions.
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