
Chapitre 4

Épreuve écrite d’analyse et probabilités

Le sujet est disponible à l’URL www.devenirenseignant.gouv.fr/cid111368/sujets-et-rapports-des-jurys-
agregation-2017.html ou sur le site agreg.org.

4.1 Rapport sur l’épreuve écrite d’analyse et probabilités

Présentation du sujet

Le sujet d’Analyse et Probabilités de la session 2017 portait sur l’étude de la formule de Lie-Trotter-
Kato concernant les exponentielles de matrices et plus généralement les semi-groupes d’opérateurs.
Dans le cas des matrices, cette formule s’écrit

´

exp´tA{n exp´tB{n
¯n
ÝÝÝÑ
nÑ8

exp´tpA`Bq (4.1)

pour t ą 0 fixé et A et B deux matrices carrées. Il s’agissait en particulier de voir à quel point cette
formule s’étend en dimension infinie en étudiant quelques exemples, ainsi que d’étudier la vitesse de
convergence dans la formule.

La preuve concernant les matrices est proposée dans la partie II. L’esprit de la preuve est fonda-
mentalement numérique puisque qu’il est dans de nombreux cas plus facile et intuitif de regarder les
exponentielles de A et de B plutôt que celle de A`B, comme le rappelle par exemple H. F. Trotter
dans l’introduction de son article [5] étendant la formule à la dimension infinie en 1958, preuve affinée
dans le cas Hilbertien par T. Kato [2]. Une bonne introduction au sujet ainsi que des développements
récents sont proposés dans la thèse de V. Cachia [1].

Le sujet proposé aborde de manière graduelle les notions et résultats concernant cette formule.

Dans la partie I, on étudie d’abord les exponentielles de matrices carrées réelles de taille d dans
l’espace de Banach MdpRq muni de la norme induite par la norme 2 sur Rd. Plusieurs approches
sont proposées (par série convergente ou bien résolution d’une équation différentielle).

Dans la partie II, on prouve la formule de Lie-Trotter-Kato pour les matrices, en suivant la preuve
originale de Lie (1875). On obtient aussi dans ce cas une estimation de la vitesse de convergence en
1{n. Dans la dernière question, toujours consacrée aux matrices, on montre une formule un peu plus
élaborée, dite formule de Strang, qui permet d’obtenir une vitesse de convergence en 1{n2, voir [3],
formule très exploitée pour la conception de schémas numériques.

Dans la partie III, on étudie les semi-groupes d’opérateurs, dont on rappelle une définition, et dont
un exemple est justement la fonction t ÞÝÑ exp´tA dans le cas de la dimension finie et lorsque A est
positive. Plusieurs exemples sont proposés dans L2, dans `2 et on finit par un contre exemple à la
formule de Lie-Trotter Kato issu d’un article de H. F. Trotter [6].
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Dans la partie IV on travaille en dimension infinie avec un exemple explicite construit à l’aide de
matrices 2ˆ 2 dans un espace de Hilbert ad hoc. Il s’agit de montrer que dans ce cas, la convergence
dans la formule est moins bonne que 1{n. Cet exemple est inspiré d’un article de H. Tamura [4].

Remarques générales

Les parties I et II ont été abordées par la majorité des candidats. Une moitié d’entre eux environ a
commencé la partie III, jusqu’aux questions III-3) ou III-4). Seuls quelques très bons candidats ont
commencé l’analyse proposée dans la partie IV.

Le jury a pris en compte la qualité de la rédaction des copies. La précision des arguments est indis-
pensable pour obtenir le maximum de points, mais il ne faut pas non plus négliger l’écriture et le soin
dans la présentation. Certaines réponses illisibles n’ont parfois pas pu être prises en compte.

Il n’est pas nécéssaire de recopier la question de l’énoncé, ni la réponse sans aucune étape intermédiaire
lorsqu’elle est donnée au candidat.

Sur un nombre conséquent de copies, des confusions rédhibitoires ont pu être constatées entre différents
objets mathématiques rencontrés : égalités entre objets de natures différentes, inégalités entre matrices
et nombres, quotients de vecteurs. Le jury recommande une relecture attentive de chaque question
avant de passer à la suivante afin de ne pas laisser ces incohérences sur la copie.
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Commentaires détaillés

Partie I

1) Cette question a été particulièrement discriminante. La notion de borne supérieure est mal maîtrisée
par un trop grand nombre de candidats. Pour montrer que l’application est bien définie, il faut montrer
que le supremum de la quantité scalaire définie en (2) est fini. Ce point a été mal compris, bien que
faisant partie d’un des fondamentaux de la topologie en dimension finie. Dans le même esprit, la
définition précise d’une norme doit être connue.

2a) Les indications sur la diagonalisation des matrices symétriques données dans le préambule per-
mettent d’obtenir le résultat presque immédiatement. Il n’est pas nécéssaire par ailleurs d’expliciter la
diagonalisation pour obtenir le résultat. Cette question a pourtant été souvent mal rédigée.
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2b) On rappelle qu’en toute généralité, la trace d’une matrice n’est pas la somme de ses valeurs propres
(même comptées avec leur multiplicité). C’est vrai quand elle est diagonalisable, ce qu’il ne fallait pas
oublier de mentionner.

3a) Il faut faire attention à ne pas diviser par zéro dans la preuve de cette propriété, où la notion de
supremum est de nouveau à utiliser avec précision.

3b) Beaucoup de candidats croient qu’il suffit de majorer les sommes partielles (en norme) pour obtenir
le résultat. Ce n’est pas suffisant : il faut bien majorer les sommes partielles de normes et ne pas oublier
d’invoquer la propriété de complétude de MdpRq. De plus on ne peut écrire de somme infinie avant
d’avoir montré que la somme converge. Cette question a souvent été mal rédigée.

3c) La convergence absolue des séries doit impérativement être mentionnée dans la preuve de la conver-
gence de ce produit de Cauchy. La commutation des deux matrices doit être rappelée au moment
adéquat.

4a) Cette question calculatoire, très souvent traitée par les candidats, a donné lieu à beaucoup d’erreurs
et de résultats incomplets. On rappelle en particulier que pour déterminer les valeurs propres d’une
matrice, connaître un polynôme annulateur n’est pas suffisant.

4c) Certains candidats ont fait les calculs en oubliant les justifications.

5) Les équations différentielles constituent pour beaucoup de candidats un obstacle majeur. L’objectif
de cette question était de redémontrer I-3-c) (sans l’utiliser donc) ce qui a été bien compris. La question
a) a été correctement traitée même si la rédaction pêche souvent : il ne faut pas oublier de préciser les
conditions d’application du théorème de Cauchy–Lipschitz. La question b), un peu plus subtile, a
été relativement peu abordée ; elle nécéssite de manier les différentielles composées.

Partie II

1) Beaucoup de maladresses ont été observées sur ce calcul pourtant très guidé. Certains candidats
majorent par exemple des quantités qui ne sont pas des réels.

2a) La propriété de commutation des matrices doit être rappelée au bon endroit dans l’argumentation.
Cette question a globalement été bien traitée.

2b) Le résultat de cette question était donné dans l’énoncé et dans certaines copies des calculs faux
ont été un peu arrangés pour arriver au bon résultat. Ces preuves approximatives ont été lourdement
sanctionnées. L’inégalité triangulaire doit être utilisée correctement.

3) et 4) Ces questions ont été correctement traitées.

5) Cette question sur la formule dite « de Strang » a très peu été abordée. La preuve devait suivre
celle de la formule de Lie-Trotter, mais n’était pas guidée comme au début de la partie II.

Partie III

1) Cette question reprenait dans le langage des semi-groupes les questions précédentes sur les matrices.
La référence aux résultats correspondants n’a pas toujours été précise.

2) La continuité de Us, à s fixé, en tant qu’application linéaire a souvent été oubliée dans l’argumen-
tation.

3a) Pour la propriété de continuité iii), il s’agissait de montrer une limite dans la norme de H. Cela
nécessitait une interversion limite/somme et par exemple l’utilisation de la convergence normale de la
somme, ce qui a souvent été oublié.

3b) Cette question a été traitée, en tant que question isolée, par beaucoup de candidats. La preuve
de la bornitude a néanmoins très souvent été mal faite ou éludée : un simple tableau de variation
correctement rempli était suffisant pour avoir le maximum de points. L’utilisation des équivalents et
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des développements limités est mal maîtrisée : on rappelle par exemple qu’on ne peut pas sommer deux
équivalents.

3c) Cette question a été peu abordée.

4) Le changement de variable précis était attendu pour a). La continuité de l’application linéaire a été
très peu mentionnée. Les questions b) à d) ont été peu abordées.

4d) Afin de montrer le résultat, il faut calculer la limite du taux d’accroissement en norme L2. Cela
nécessitait, par exemple, une utilisation des théorèmes de convergence dominée et des accroissements
finis.

5) et 6) Ces questions ont très peu été abordées. Quelques erreurs sur la composition ont été observées
en 5c) (dérivation) et 6a) (composition des deux applications). A noter que seule la convergence presque
partout était attendue en 5c).

Partie IV

Cette partie a été très peu traitée par les candidats. Pour la question 2a) une argumentation minimale
reprenant la question III-3-a) était suffisante pour obtenir le maximum de points. On pourra noter
deux coquilles dans les formules donnant la trace en 7c) et 8e), où il fallait lire Oppnεnq2q. L’utilisation
et l’adaptation presque directe des calculs sur les matrices menés dans la partie I était attendue.

4.2 Corrigé de l’épreuve écrite d’analyse et probabilités

Partie I : Exponentielles de matrices

1) Posons A “ pai,jqi,jPNd alors pour x ‰ 0, on a

}Ax}22 6
ÿ

kPNd

pAxq2k 6 sup
i,j
|ai,j |

2d
ÿ

lPNd

x2
l

donc |||A|||2 est bien définie. On vérifie que pour λ P R, |||λA|||2 “ |λ| |||A|||2. Par ailleurs pour A et
B P MdpRq, |||A`B|||2 6 |||A|||2 ` |||B|||2 par application directe de l’inégalité triangulaire pour }.}2.
Enfin soit A P MdpRq telle que |||A|||2 “ 0, alors pour tout x P Rd (y compris 0), }Ax}2 “ 0 donc
Ax “ 0 d’ou A “ 0.

2) a) Soit A une matrice symétrique. Il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale
Λ “ diagpλjq telles que A “ PΛP´1. On vérifie que d’une part |||A|||2 “ |||Λ|||2 et d’autre part |||Λ|||2 “
supkPNd |λk|.

b) On a TrpAq “ TrpPΛP´1q “ TrpPP´1Λq “ TrpΛq. Enfin

|TrpAq| “ |TrpΛq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

k

λk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6
ÿ

k

|λk| 6 d sup
k
|λk| “ d |||A|||2 .

3) a) Pour tout x P Rd, on écrit que }ABx}2 6 |||A|||2 }Bx}2 6 |||A|||2 |||B|||2 }x}2 d’où le résultat.

b) D’après le résultat précédent, on a pour tout k P N,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇAk
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
6 |||A|||k2, donc la série

ř Ak

k! est
absolument convergente dans MpRdq complet donc convergente.
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c) On doit montrer que expA expB “ expA`B. Or le produit des deux exponentielles est un produit
de type Cauchy : en utilisant que les matrices commutent, on écrit pour tout N P N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

N
ÿ

k“0

1

k!
Ak

¸˜

N
ÿ

l“0

1

l!
Bl

¸

´

2N
ÿ

n“0

n
ÿ

k“0

1

k!pn´ kq!
AkBn´k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

6
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇexpA
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

˜

2N
ÿ

l“N

1

l!
|||A|||l2

¸

`
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇexpB
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

˜

2N
ÿ

l“N

1

k!
|||B|||k2

¸

.

Or pour n P N,
řn
k“0

1
k!pn´kq!A

kBn´k “ 1
n!pA ` Bqn par la formule du binôme de Newton, et par

ailleurs les séries exponentielles convergent absolument, donc

lim
NÝÑ8

2N
ÿ

l“N

1

k!
|||A|||k2 “ 0.

Donc

lim
NÝÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

N
ÿ

k“0

1

k!
Ak

¸˜

N
ÿ

l“0

sl

l!
Bl

¸

´

2N
ÿ

n“0

1

n!
pA`Bqn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ 0

d’où le résultat.

4) a) On a directement expI “

ˆ

e 0
0 e

˙

et expJ “

ˆ

e 0
0 e´1

˙

en utilisant
ř

k>0
1
k! “ e et

ř

k>0
p´1qk

k! “ e´1. Le calcul des valeurs propres et vecteurs propres de K donne

K “ PJP´1 avec P “

ˆ

1 1
1 ´1

˙

et P´1 “
1

2

ˆ

1 1
1 ´1

˙

.

On obtient ainsi expK “ P expJ P´1 “

ˆ

coshp1q sinhp1q
sinhp1q coshp1q

˙

. Pour L une analyse identique donne

L “ Q

ˆ

r` 0
0 r´

˙

Q´1 avec Q “

ˆ

1 1
r` r´

˙

et Q´1 “
1
?

5

ˆ

´r´ 1
r` ´1

˙

,

où r˘ “ 1˘
?

5
2 . On obtient ainsi

expL “ Q

ˆ

er` 0
0 er´

˙

Q´1.

b) On a M2 “ pcospθqJ ` sinpθqKq2 “ cos2pθqJ2 ` sin2pθqK2 ` cospθq sinpθqpJK `KJq. Un calcul
immédiat montre que J2 “ K2 “ I et que JK `KJ “ 0, donc M2 “ cos2pθqI ` sin2pθqI “ I.

c) La résolution est possible en diagonalisant de nouveau M mais la question précédente suggère
d’utiliser directement la formule définissant l’exponentielle. On a en effet, en utilisant que la série est
absolument convergente donc sommable par paquets

exp´sM “
ÿ

k

skp´1qkMk

k!
“

ÿ

k

s2kM2k

p2kq!
´
ÿ

k

s2k`1M2k`1

p2k ` 1q!

“

˜

ÿ

k

s2k

p2kq!

¸

I ´

˜

ÿ

k

s2k`1

p2k ` 1q!

¸

M “ coshpsqI ´ sinhpsqM

par définition de cosh et sinh en terme de séries. On a utilisé que pour tout k P N, M2k “ I et
M2k`1 “M qui se montre par récurrence en utilisant la question précédente. On en déduit directement
que Trpexp´sM q “ 2 coshpsq puisque TrpMq “ 0.
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5) a) Pour tout t P R, φxptq “
ř

k
tk

k! p´Aq
kx et cette série converge dans Rd normalement sur

tout intervalle compact en la variable t, ainsi que sa série des dérivées terme à terme donnée par

ψxptq “
ÿ

k>1

k
ptqk´1

k!
p´Aqkx “ ´Aφxptq.

Les termes généraux de la série et de la série dérivée sont continus, donc φx est dérivable, de dérivée
continue, et φ1xptq “ ψxptq “ ´Aφxptq. Par ailleurs φxp0q “ x, et le théorème de Cauchy-Lipschitz
linéaire (ici à coefficient constants) implique que la solution de l’équation différentielle est unique.

b) Il suffit de montrer que pour tout x P Rd, on a }φxptq}2 6 }x}2. Posons αptq “ }φxptq}
2
2. Cette

fonction est dérivable, comme composée de la fonction dérivable φx : R ÝÑ Rd et de la fonction
différentiable }.}22 : Rd ÝÑ R qui est un polynôme en les coordonnées. On obtient

α1ptq “ 2φ1xptq ¨ φxptq “ ´2pAφxptqq ¨ φxptq 6 0

car A est positive. La fonction α est donc décroissante continue et vaut }x}22 en t “ 0. Donc }φxptq}22 6
}x}22 ce qui est le résultat cherché. La réciproque se montre par le même calcul mais en t “ 0.

c) Le résultat est une conséquence de l’unicité dans le théorème de Cauchy-Lipschitz (linéaire),
en regardant la solution entre 0 et s puis celle entre s et t (donnée initiale en s) et en l’identifiant avec
la solution entre 0 et t.

Partie II : Formules de Lie-Trotter-Kato

1) Pour n P N et t P r0, 1s, on écrit

|||Sn,t|||2 “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

k

1

k!

ˆ

´tpA`Bq

n

˙k
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

6
ÿ

k

1

k!

ˆ

|||A`B|||2
n

˙k

“ e|||A`B|||2{n

ce qui implique par inégalité triangulaire que

|||Sn,t|||2 6 ep|||A|||2`|||B|||2q{n

uniformément en t P r0, 1s. De même en utilisant I 3 a),

|||Tn,t|||2 6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

k

1

k!

ˆ

´tA

n

˙k
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

k

1

k!

ˆ

´tB

n

˙k
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

6
ÿ

k

1

k!

ˆ

|||A|||2
n

˙k
ÿ

k

1

k!

ˆ

|||B|||2
n

˙k

“ e|||A|||2{ne|||B|||2{n “ ep|||A|||2`|||B|||2q{n

2) a) On remarque que

Snn,t ´ T
n
n,t “ Sn´1

n,t pSn,t ´ Tn,tq ` S
n´2
n,t pSn,t ´ Tn,tqTn,t ` S

n´3
n,t pSn,t ´ Tn,tqT

2
n,t

` ¨ ¨ ¨ ` pSn,t ´ Tn,tqT
n´1
n,t ,

ce qui est la formule demandée.

b) En utilisant l’inégalité triangulaire et la propriété montrée en I 3 a), on a d’après la question
précédente

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇSnn,t ´ T
n
n,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
6

n´1
ÿ

m“0

|||Sn,t|||
m
2 |||Tn,t|||

n´1´m
2 |||Sn,t ´ Tn,t|||2 .
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En utilisant II-2a), on obtient donc

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇSnn,t ´ T
n
n,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
6

n´1
ÿ

m“0

ep|||A|||2`|||B|||2q
m
n ep|||A|||2`|||B|||2q

n´1´m
n |||Sn,t ´ Tn,t|||2 .

Puisque m` pn´ 1´mq “ n´ 1 6 n on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇSnn,t ´ T
n
n,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
6

n´1
ÿ

m“0

ep|||A|||2`|||B|||2q |||Sn,t ´ Tn,t|||2 “ n ep|||A|||2`|||B|||2q |||Sn,t ´ Tn,t|||2 .

3) Le développement en série de l’exponentielle donne

Sn,t “ I ´ t
pA`Bq

n
`

ÿ

k>2

p´tqk

k!

ˆ

A`B

n

˙k

donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn,t ´

ˆ

I ´ t
pA`Bq

n

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

6
ÿ

k>2

1

k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A`B

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k

2

6
1

n2

ÿ

k>0

1

k!
|||pA`Bq|||k2 “

1

n2
e|||A`B|||2 6

C 1

n2
.

De même on peut écrire

Tn,t “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

I ´ t
A

n
`

ÿ

k>2

p´tqk

k!

ˆ

A

n

˙k

looooooooomooooooooon

αn,t

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

I ´ t
B

n
`

ÿ

k>2

p´tqk

k!

ˆ

B

n

˙k

looooooooomooooooooon

βn,t

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ I ´ t
pA`Bq

n
`
t2

n2
AB ` exp´tA{n βn,t ` αn,t exp´tB{n´αn,tβn,t.

Or comme en début de question |||αn|||2 6 1
n2 e

|||A|||2 et |||βn|||2 6 1
n2 e

|||B|||2 ainsi que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇexp´tA{n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
6 e|||A|||2

et
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇexp´tB{n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ 6 e|||B|||2 . On en déduit donc qu’il existe une constante C 1 telle que pour tout n P N˚ et
t P r0, 1s,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Tn,t ´

ˆ

I ´ t
pA`Bq

n

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

6
C2

n2
.

L’inégalité triangulaire implique donc que

|||Sn,t ´ Tn,t|||2 6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn,t ´

ˆ

I ´ t
pA`Bq

n

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Tn,t ´

ˆ

I ´ t
pA`Bq

n

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

6
C 1 ` C2

n2

et on pose C “ C 1 ` C2.
4) En utilisant les questions II-2b) et II-3) on en déduit que pour tout n P N˚ et t P r0, 1s, on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇSnn,t ´ T
n
n,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
6
Cd ep|||A|||2`|||B|||2q

n

ce qui est le résultat annoncé avec CAB “ Cd ep|||A|||2`|||B|||2q.
5) En utilisant le développement de l’exponentielle un cran plus loin on peut écrire comme précé-

demment
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn,t ´

ˆ

I ´ t
pA`Bq

n
`

t2

2n2
pA2 `AB `BA`B2q

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

6
1

n3
exp|||A`B|||2 “

C3

n3
.
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De même
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rn,t ´

ˆ

I ´ t
pA`Bq

n
`

t2

2n2
pA2 `AB `BA`B2q

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

6
C4

n3
.

On a par ailleurs les majorations similaires à II 1) suivantes

|||Sn,t|||2 6 ep|||A|||2`|||B|||2q{n et |||Rn,t|||2 6 ep|||A|||2`|||B|||2q{n,

ainsi que comme en II-2b)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇSnn,t ´R
n
n,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
6 nep|||A|||2`|||B|||2q |||Sn,t ´Rn,t|||2 .

L’ensemble de ces résultats implique que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇSnn,t ´R
n
n,t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
6
pC3 ` C4qd ep|||A|||2`|||B|||2q

n2
,

ce qui est le résultat cherché avec C 1AB “ pC
3 ` C4qd ep|||A|||2`|||B|||2q.

Partie III : Semi-groupes d’opérateurs

1) a) On doit vérifier les hypothèses de semi-groupe.
i) Ce point est une conséquence directe des questions I-5c) ou I-3c).
ii) U0 “ I par la définition de l’exponentielle d’une matrice
iii) Pour x P Rd, la fonction définie en I-5a) par φxptq “ exp´tA x est continue (et même dérivable).
Pour montrer que le semi-groupe U est borné, il suffit d’invoquer le résultat I-5b).

b) On rappelle que la fonction définie en I-5a) par φxptq “ exp´tA x “ Utx pour t > 0 est dérivable,
de dérivée φ1xptq “ ´Aφxptq. En partiulier elle est dérivable à droite en 0 et

lim
t
ą
ÝÑ0

Utx´ x

t
“ φ1xp0q “ ´Aφxp0q “ ´Ax.

2) a) Soit x P DpAq et s P R`. Alors pour tout t ą 0,

UtUsx´ Usx
t

“
Ut`sx´ Usx

t
“

UsUtx´ Usx
t

“ Us
Utx´ x

t
ÝÝÝÑ
tÝÑ0

´UsAx

par continuité de l’opérateur Us. On en déduit que Usx P DpAq.

b) D’après la question précédente, Usx P DpAq donc

´AUsx “ lim
tÝÑ
tą0

0

UtUsx´ Usx
t

“ ´UsAx

d’où le résultat.

3) a) On vérifie que U0 “ IdH et de manière immédiate que

Ut ˝ Usu “
´

e´pt`sqn
2
un

¯

nPN
“ Us ˝ Utu.

Pour montrer la continuité, on doit verifier que pour u “ punqnPN P H et t0 fixés, on a

}Utu´ Ut0u}H “
ÿ

nPN

pe´tn
2
´ e´t0n

2
q2u2

n ÝÝÝÑtÑ
t>0

t0
0.
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Soit donc pour tout t > 0, ϕptq “
ř

nPNpe
´tn2

´ e´t0n
2
q2u2

n. Cette série de fonction converge norma-
lement puisque pe´tn2

´ e´t0n
2
q2u2

n 6 u2
n et elle est à termes continus. Donc la somme est également

continue et en particulier limtÝÑt0 ϕptq “ ϕpt0q “ 0. U est donc un semi-groupe.

b) Direct.

c) Pour u P H, on constate que pour tout n P N,

lim
tÝÑ
tą0

0

pUtuqn ´ un
t

“ ´n2un.

Donc si la limite limtÝÑ
tą0

0
Utu´u
t existe dans H alors Au est défini pour tout n P N par pAuqn “ n2un.

On obtient alors que DpAq Ă F
def
“

 

un P H |
ř

n4u2
n ă 8

(

. Réciproquement soit u P F , posons
v “ pn2unqnPN et regardons pour tout t ą 0,

fptq “

›

›

›

›

Utu´ u
t

` v

›

›

›

›

H
“

ÿ

nPN

˜

e´tn
2
´ 1

t
` n2

¸2

u2
n “

ÿ

nPN

θptn2qn4u2
n.

On prolonge la fonction f sur R` par fp0q “ 0. On a θptn2q uniformement borné en t > 0 et n P N,
donc la série de fonctions définie par f est normalement convergente, avec termes continus sur R`,
donc continue, en particulier en 0. On obtient donc que limtÝÑ

tą0
0

›

›

Utu´u
t ` v

›

›

H “ 0. En conclusion

DpAq “ F et Au est défini pour tout n P N par pAuqn “ n2un.

4) a) Le résultat est direct en utilisant le changement de variable x ÞÝÑ x ` t de Jacobien égal
à 1.

b) Soient a, b P R tels que le support K de la fonction φ vérifie K Ă ra, bs et soit t0 P R`. On
constate par le théorème de convergence dominée de Lebesgue que pour K0 “ rt0 ´ 1, t0 ` 1s XR`

lim
tÝÑ
tPK0

t0

ż

|Utφpxq ´ Ut0φpxq|
2 dx “ 0,

puisque la fonction intégrée est majorée uniformément en t P K0 par la fonction égale à 4 max |φ|2 sur
ra´ t0 ´ 1, b` t0 ` 1s. La fonction de l’énoncé est donc bien continue.

c) On vérifie que U0 “ IdH et Ut ˝ Usfpxq “ fpx ` t ` sq “ Us ˝ Utfpxq pour presque tous x P R
et tous s, t P R`. Le dernier point iii) est plus délicat et on suit l’indication de l’énoncé. Soit donc
f P L2 et ε ą 0. Soit φ une fonction continue nulle en dehors d’un intervalle ra, bs telle que }f ´ φ} 6 ε.
D’après la question précédente, il existe η ą 0 tel que pour tout t P rt0 ´ η, t0 ` ηs XR` on ait

}Utφ´ Ut0φ}H 6 ε.

On a ainsi obtenu pour tout t P rt0 ´ η, t0 ` ηs XR`,

}Utf ´ Ut0f}H 6 }Utf ´ Utφ}H ` }Utφ´ Ut0φ}H ` }Ut0φ´ Ut0f}H
6 }f ´ φ}H ` }Utφ´ Ut0φ}H ` }φ´ f}H
6 3ε.

La fonction t ÞÝÑ Utf est donc bien continue sur R`.

d) On étudie la limite de

θptq “

ż

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpx` tq ´ fpxq

t
´ f 1pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dx
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Le théorème des accroissements finis implique que pour tout t ą 0 et x P R, il existe xt P rx, x` ts tel
que fpx`tq´fpxq

t “ f 1pxtq. Donc θptq “
ş

|f 1pxtq ´ f
1pxq|2 dx. En utilisant comme en III-4b) le théorème

de convergence dominée de Lebesgue pour la fonction f 1 continue à support compact et le fait que
xt ÝÑ

tÑ0
x, on obtient que lim

tÝÑ
tą0

0
θptq “ 0, ce qui assure que f P DpAq et Af “ ´f 1. (Remarquons

qu’au lieu du théorème des accroissements finis, on aurait pu utiliser une formulation intégrale de
fpx` tq ´ fpxq en début de question).

5) a) Considérons pour t > 0 fixé le changement de variable θtpxq “ ψpψ´1pxq ´ tq. On remarque
que θtpxq “ x ´ t pour x 6 0, θtpxq “ x

2 ´ t lorsque x P r0, 2ts et θtpxq “ x ´ 2t lorsque x > 2t. On
constate alors que

ż

pVtfpxqq2 dx “

ż

s´8,0s
|fpx´ tq|2 dx`

ż

r0,2ts

ˇ

ˇ

ˇ
fp
x

2
´ tq

ˇ

ˇ

ˇ

2
dx`

ż

r2t,8r
|fpx´ 2tq|2 dx

“

ż

s´8,´ts
|fpyq|2 dy ` 2

ż

r´t,0s
|fpyq|2 dy `

ż

r0,8r
|fpyq|2 dy.

Comme f P L2pRq on obtient que Vtf P L2pRq.

b) La preuve suit exactement le même schéma que celle de l’exemple précédent. Soit donc f P L2pRq.
On a d’abord V0f “ f . Soient s, t > 0, on a alors pour presque tout x P R,

Vt ˝ Vsfpxq “ fpψpψ´1pψpψ´1pxq ´ tqq ´ sqq “ fpψppψ´1pxq ´ tq ´ sqq “ Vt`sfpxq.

Pour le dernier point iii), on remarque que comme en III-4b), on a pour t0 fixé et φ continue à support
compact limtÝÑt0 Vtφ “ Vt0φ dans L2pRq par le théorème de convergence dominée de Lebesgue. Puis
pour f P L2pRq on approche f par une telle fonction φ dans L2pRq. On remarque ensuite que pour
tout t > 0,

}Vtf ´ Vtφ} 6 3 }f ´ φ}

ce qui donne finalement exactement comme en III-4b) que pour tout ε ą 0 il existe η ą 0 tel que pour
tout t P rt0 ´ η, t0 ` ηs XR`,

}Vtf ´ Vt0f}H 6 3ε.

La fonction t ÞÝÑ Vtf est donc bien continue sur R`.

c) Pour x fixé, il s’agit simplement d’exprimer la dérivée en t “ 0 de la fonction αx : t ÞÝÑ Vtfpxq “
fpψpψ´1pxq ´ tqq. Cette fonction est presque partout dérivable. Or pour tout t > 0, lorsque c’est bien
défini, on a

α1xptq “ ´ψ
1pψ´1pxq ´ tqf 1pψpψ´1pxq ´ tqq

et donc
lim
tÝÑ
tą0

0

Vtfpxq ´ fpxq
t

“ ´ψ1pψ´1pxqqf 1pψ ˝ ψ´1pxqq.

Or pour tout x P R˚, ψ ˝ ψ´1pxq “ x, ψ1pψ´1pxqq “ 2 “ ψ1pxq si x ą 0 et ψ1pψ´1pxqq “ 1 “ ψ1pxq si
x 6 0. On obtient donc

lim
tÝÑ
tą0

0

Vtfpxq ´ fpxq
t

“ ´ψ1pxqf 1pxq,

ce qui est le résultat cherché.

6) a) On remarque que pour h > 0 et f P LppRq, on a pour presque tout x P R,

UhVhfpxq “

$

&

%

fpxq si x 6 0

fpx´h2 q si x P r0, 2hs
fpx´ hq si x > 2h
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En particulier UhVhfhpxq “ χr´h,hs par calcul direct. Le cas général s’en déduit par récurrence.

b) Un calcul direct montre que

}fh} “
?
h et }pUhVhq

nfh} “
?
n` 1

?
h.

On en déduit le résultat.

c) Si la suite pUt{nVt{nqn convergeait, alors elle serait bornée dans Î pL2pRq, L2pRqq, or d’après la
question précédente

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇpUt{nVt{nqn
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ >
?
n` 1 ÝÝÝÑ

nÑ8
8

donc la suite ne converge pas.

Partie IV : Borne inférieure dans la formule de Trotter-Kato

1) Soit u P DA X DB. Alors
ř

nPN }Anun}
2
2 ă 8 et

ř

nPN }Bnun}
2
2. Par linéarité et par l’inéga-

lité triangulaire on a pour tout n P N, }pAn `Bnqun}22 6 2 }Anun}
2
2 ` 2 }Bnun}

2
2. Donc la série

ř

nPN }pAn `Bnqun}
2
2 converge et u P DA`B.

Pour la densité, on vérifie de manière immédiate que l’ensemble des suites presque nulles (c’est à dire
à termes nuls à partir d’un certain rang) forment un ensemble dense de H et sont par ailleurs dans
DA XDB.

2) a) Vérifions les trois points de la définition. Pour s, t P R` et u P H, on a bien Ut ˝ Usu “
Utppexp´sAn unqq “

`

exp´pt`sqAn un “ Ut`su
˘

, par la propriété fonctionnelle de l’exponentielle montrée
en III-1a). La propriété U0u “ u pour tout u P H est immédiate. Enfin pour la troisième propriété on
doit montrer que

lim
tÝÑ
t>0

t0

ÿ

›

›exp´tAn un ´ exp´t0An un
›

›

2

2
“ 0

pour t0 > 0 fixé et u P H. La preuve se fait exactement comme en III-3 a) par convergence normale
de la série autorisant l’interversion de limite. La famille U est donc un semi-groupe.

b) On suit le même schéma de preuve qu’en III 3 c) : Pour u P H, on constate que pour tout n P N,

lim
tÝÑ
tą0

0

pUtuqn ´ un
t

“ ´Anun.

Donc si la limite limtÝÑ
tą0

0
Utu´u
t existe dans H alors Au est défini pour tout n P N par pAuqn “ Anun.

On obtient alors que DpAq Ă F
def
“

!

un P H |
ř

}Anun}
2
2 ă 8

)

. Réciproquement soit u P F , et on
pose v “ pAnunqnPN pour étudier, pour tout t ą 0,

fptq “

›

›

›

›

Utu´ u
t

` v

›

›

›

›

2

H
“

ÿ

nPN

›

›

›

›

exp´tAn ´I

t
un `Anun

›

›

›

›

2

2

def
“

ÿ

nPN

fnptq.

On remarque que pour chaque n P N, la fonction fn prolongée en 0 par fnp0q “ 0 est continue sur
r0, 1s grace à III 1b) par exemple. Posons alors fp0q “ 0. Montrons alors que la série définissant f est
normalement convergente sur s0, 1s. On écrit que pour tous t Ps0, 1s et n P N,

›

›

›

›

exp´tAn ´I

t
un

›

›

›

›

2

“

›

›

›

›

ˆ
ż 1

0
exp´tsAn ds

˙

Anun

›

›

›

›

2

6

ˆ
ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇexp´tsAn
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
ds

˙

}Anun}2

6 }Anun}2 ,

(4.2)
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où on a utilisé I5b) et la positivité de tsAn pour tout s P r0, 1s. En utilisant l’inégalité triangulaire, on
en déduit que pour tout t P r0, 1s

0 6 fnptq 6 4 }Anun}
2
2

et la série des fn est donc normalement convergente puisque punq P F . On en déduit ainsi que f est
continue et que limtÝÑ

tą0
0

›

›

Utu´u
t ` v

›

›

H “ 0. En conclusion DpAq “ F et Au est défini pour tout n P N

par pAuqn “ Anun.

3) a) Soit u “ punq “ ppxn, ynqq P DpAq. On a

〈Au, u〉 “
ÿ

n

Anun ¨ un “ λpI ` npJ ` Iqqun ¨ un “ λ }u}22 ` 2λ
ÿ

nx2
n > }u}22

car λ “ p2{a2q1{2α > 1.

b) On a pour tout n P N,

Bn “ npcos θnJ ` sin θnK ` Iq “

ˆ

cos θn ` 1 sin θn
sin θn ´ cos θn ` 1

˙

.

Cette matrice est symétrique, son polynôme caractéristique est X2´ 2nX. On obtient donc la décom-
position voulue, et par ailleurs pour tout u P DpBq,

〈Bu, u〉 “
ÿ

n

Bnun ¨ un “

ˆ

2n 0
0 0

˙

P´1
n un ¨ P

´1
n un > 0.

puisque P tn “ P´1
n . Le calcul exact de la matrice de passage donne par ailleurs

Pn “

ˆ

cospθn{2q ´ sinpθn{2q
sinpθn{2q cospθn{2q

˙

et Pn “
ˆ

cospθn{2q sinpθn{2q
´ sinpθn{2q cospθn{2q

˙

.

4) a) On fait le calcul pour n P N et u “ punq “ ppxn, ynqq P H.

}Bα
nun}

2
2 “ B2α

n un ¨ un

“ D2α
n P´1

n un ¨ P
´1
n un

“ p2nq2αpcospθn{2qxn ` sinpθn{2qynq
2

6 2p2nq2α cos2pθn{2qx
2
n ` 2p2nq2α sin2pθn{2qy

2
n

6 2p2nq2αx2
n ` p2nq

2αεny
2
n

“ 2p2nq2αx2
n ` 2y2

n

où on a utilisé que εn “ 1´cos θn “ 2 sin2pθn{2q et que p2nq2αεn “ 2. Par ailleursA2α
n “ λ2α

ˆ

p1` 2nq2α 0
0 1

˙

donc

}Aαnun}
2
2 “ A2α

n un ¨ un “ λ2αp1` 2nq2αx2
n ` λ

2αy2
n

“ 2a´2p1` 2nq2αx2
n ` 2a´2y2

n.

On en déduit que

}Bα
nun}

2
2 6 2p2nq2αx2

n ` 2y2
n 6 2p2n` 1q2αx2

n ` 2y2
n 6 a2 }Aαnun}

2
2 .

b) En particulier, on obtient que si u P DpAq alors
ř

nPN }A
α
nun}

2
2 ă 8 donc

ř

nPN }B
α
nun}

2
2 converge

également, puis que que }Bαu} 6 a }Aαu} et que u P DpBαq.
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5) On écrit pour tout n P N que

An `Bn “ pλ` nλqI ` nλJ ` npI ` cospθnqJ ` sinpθnqKq

“ pλ` nλ` nqI ` npλ` cospθnqqJ ` n sinpθnqK.

En remarquant que n2pλ` cospθnqq
2 ` n2 sin2pθnq “ b2n, que les deux nombres λ` cospθnq et n sinpθnq

sont strictement positifs (λ ą 1), on obtient l’existence de φn Ps0, π{2r dans l’enoncé et l’écriture

An `Bn “ anI ` bn

ˆ

cospφnqJ ` sinpφnqK

˙

“ anI ` bnMn

avec Mn “ cospφnqJ ` sinpφnqK. Cette matrice Mn est symétrique et a pour valeurs propres 1 et ´1
d’après I 4 b). An `Bn a donc pour valeurs propres an ` bn et an ´ bn et est diagonalisable dans une
base orthonormée de vecteurs propres car symétrique. Cela donne la seconde écriture avec la matrice
orthogonale Qn.

6) Posons
Cpnq “

´

e´tA{ne´tB{n
¯n
´ e´tpA`Bq

def
“

´

C
pnq
k

¯

kPN
.

Pour toute suite pupnqk qkPN de H telle que upnqk “ 0 dès que k ‰ n et
›

›

›
u
pnq
n

›

›

›

2
“ 1, on a alors

›

›upnq
›

› “ 1

et
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
Cpnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
>

›

›

›
Cpnqupnq

›

›

›
“

›

›

›
Cpnqn upnqn

›

›

›

2
.

En prenant le supremum sur les suites de type upnq ce qui revient à prendre le supremum sur les
vecteurs upnqn de norme 1, on obtient

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
Cpnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
>

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
Cpnqn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
.

On peut appliquer alors la question I-2b) pour la dimension d “ 2, en remarquant que le résultat de
cette question est vrai également dans le cas de matrices générales (et pas seulement symétriques) et
on obtient que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
Cpnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
>

1

2

ˇ

ˇ

ˇ
Tr

´

Cpnqn

¯ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ
Tr

´

exp´tAn{n exp´tBn{n
¯n
´ Tr

´

exp´tpAn`Bnq
¯ˇ

ˇ

ˇ
,

puisque les matrices sont symétriques.

7) a) On a déjà remarqué que An `Bn “ anI ` bnMn avec Mn “ cospφnqJ ` sinpφnqK. D’après
la question I-4c) on peut alors écrire

Tr
´

exp´tpAn`Bnq
¯

“ Tr
´

exp´tanI exp´tbnMn

¯

“ exp´tan Tr
´

exp´tbnMn

¯

“ 2etan coshptbnq,

où on a aussi utilisé que les matrices I etMn commutent, la linéarité de la trace et le fait que expsI “ esI
pour tout réel s. (Une seconde méthode consiste à utiliser la diagonalisation de An ` Bn obtenue en
question 5, qui donne directement le résultat).

b) On écrit que

tbn “ tn
a

λ2 ` 2λ cospθnq ` 1 “ tn
`

pλ` 1q2 ` 2λpcospθnq ´ 1q
˘1{2

“ tnpλ` 1q

ˆ

1´
2λ

pλ` 1q2
εn

˙1{2

“ tnpλ` 1q ´
tλ

λ` 1
nεn `Opnε2

nq

en rappelant que εn tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini.
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c) On écrit que

coshptbnq “
1

2
etbnp1` e´2tbnq

“
1

2
etnpλ`1qe´

tλ
λ`1

nεn`Opnε2nqp1` e´2tbnq

“
1

2
etnpλ`1q

ˆ

1´
tλ

λ` 1
nεn `Oppnεnq2q

˙

en rappelant que nεn tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. On en déduit le résultat puisque ´tan “
´tpλ` n` nλq.

8) a) En utilisant le fait que pour trois matrices A, B, C on a TrpABCq “ TrpBCAq on obtient
d’abord

Tr
´´

exp´tAn{n exp´tBn{n
¯n¯

“ Tr
´´

exp´tAn{2n exp´tBn{n exp´tAn{2n
¯n¯

.

Posons Mn “ cospθnqJ ` sinpθnqK. On remarque que ´ t
2nAn “ ´t 1

2npλ ` nqI ´ tλ2J et ´tBn{n “
´tI ´ tMn et donc

Tr
´´

exp´tAn{2n exp´tBn{n exp´tAn{2n
¯n¯

“ e´tanTr
´´

exp´tJ{2 exp´tMn exp´tJ{2
¯n¯

.

On utilise ensuite les calculs de la question I-4 a) et I-4 c), qui donnent

exp´tMn “ coshptqI ´ sinhptqMn exp´
t
2
J “

ˆ

e´t{2 0

0 et{2

˙

.

La multiplication des matrices donne alors

exp´tJ{2 exp´tMn exp´tJ{2 “ cnI ´ dnJ ´ enK

ce qui implique le résultat avec les coefficients donnés dans l’énoncé.

b) Les formules trigonométriques classiques et hyperboliques donnent directement l’égalité c2
n´d

2
n´

e2
n “ 1. On utilise ensuite de nouveau les formules trigonométriques hyperboliques et cospθnq “ 1´ εn
et on obtient

coshpknq “ coshptpλ` 1qq ´ sinhptλq sinhptqεn.

Le développement limité de arccosh en a “ coshptpλ` 1qq ą 1 est donné par

arccoshpa` xq “ arccoshpaq
1

?
a2 ´ 1

x`Opx2q

ce qui donne pour x “ ´ sinhptλq sinhptqεn, avec arccoshpaq “ tpλ` 1q et a2 ´ 1 “ sinh2ptpλ` 1qq

kn “ tpλ` 1q ´
sinhptλq sinhptq

sinhptpλ` 1qq
εn `Opε2

nq

d’ou le résultat.

c) On remarque que

exp´tJ{2 exp´tMn exp´tJ{2 “ coshpknqI ´ sinhpknq pcospΘnqJ ` sinpΘnqKq .

En utilisant la question I-4), on peut donc écrire que

exp´tJ{2 exp´tMn exp´tJ{2 “ exp´knpcospΘnqJ`sinpΘnqKq
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d’où
´

exp´tJ{2 exp´tMn exp´tJ{2
¯n
“ exp´nknpcospΘnqJ`sinpΘnqKq

ce qui donne, en utilisant de nouveau la question I-4c),

Tr
´´

exp´tAn{n exp´tBn{n
¯n¯

“ 2 exp´tan coshpnknq.

d) En réutilisant un développement de coshpnknq et en remarquant que nkn tend vers l’infini avec
n, on obtient le résultat (on a de nouveau utilisé que ´tan “ ´tpλ` n` nλq).

9) Le résultat découle des trois dernières questions.
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