
Agrégation externe de mathématiques

Chapitre 4

Épreuve écrite d’analyse et probabilités

Le sujet est disponible à l’URL http://www.devenirenseignant.gouv.fr/cid137747/sujets-rapports-
des-jurys-agregation-2019.html ou sur le site agreg.org.

4.1 Commentaires sur l’épreuve écrite d’analyse et probabilités

La motivation du sujet d’Analyse et Probabilités 2019 provient de l’article [3] de Zakhar Kabluchko.
La démarche suivie permet d’aborder un large éventail de thèmes au programme : probabilités, distribu-
tions, analyse réelle à une et plusieurs variables, analyse complexe... Les parties précédant la Partie V
ont pour but d’établir les différents résultats, souvent fort classiques, nécessaires à la démonstration
de l’énoncé principal. Après avoir abordé sous un angle relativement élémentaire les distributions en
dimension 1 puis 2, on revisite en parties III et IV le problème de Dirichlet sur le disque et la
formule de Poisson-Jensen (voir par exemple [1] où ces questions sont détaillées à destination d’un
public de master). La Partie V traite le problème de la répartition des points critiques de polynômes
aléatoires dans un cas particulier et s’appuie en particulier sur l’article [4]. Ici encore on revisite des
résultats classiques tels que le critère de Weyl ou encore le théorème de Rouché (voir par exemple
[2, p. 12]). La Partie VI constitue l’aboutissement du sujet, avec la démonstration du résultat de
[3] : la mesure empirique des points critiques de polynômes aux racines aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées converge en probabilité vers la mesure commune aux racines.
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1) Remarques générales

‚ Les derniers rapports du jury avaient cherché à préciser et clarifier les attentes sur le chapitre
« distributions » du programme. Compte tenu de cet effort, on pouvait pronostiquer une incursion
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des sujets dans cette partie du programme. Il était tout à fait possible de traiter une grande partie
des questions correspondantes en n’en ayant que des notions très élémentaires.
‚ Certains candidats ont perdu beaucoup de temps dans les deux premières parties, davantage
englués dans les aspects calculatoires que bloqués par les concepts, et n’ont pas cherché à aller
plus loin, alors que les parties III, IV et V comportaient des questions tout à fait abordables.
‚ Les théorèmes centraux du chapitre « intégration » (convergence dominée, dérivation sous le
signe intégral) sont mal maîtrisés. Le rôle et l’importance d’une hypothèse de domination uni-
forme semble mal comprise. On trouve aussi beaucoup d’imprécisions sur la définition même de
l’intégrabilité pour des fonctions dont le signe peut varier.
‚ Les récurrences étaient souvent très mal rédigées, avec une grande confusion quant à la forma-
lisation des hypothèses d’hérédité.
‚ Il est très appréciable que les candidats se montrent intellectuellement honnêtes et ne cherchent
pas à abuser les correcteurs. Un recul critique sur les résultats obtenus, y compris lorsque la
démarche n’est pas aboutie, est souvent valorisé.
‚ Les copies bien présentées et ayant une bonne qualité de rédaction, sans bluff, ont été valorisées.
De façon générale, peu de candidats ont fait ne serait-ce qu’un minimum d’effort de rédaction.
Mêmes les premières questions étaient mal rédigées, avec des abréviations, des « il est trivial
que » péremptoires. L’identification fonction f / image fpxq est systématique sur la plupart des
copies. Un nombre non négligeable de candidats écrivent des formules sans mettre les parenthèses
nécessaires pour en préciser le sens. Le jury recommande fortement de numéroter correctement
et très visiblement ces questions, à plus forte raison quand les questions sont abordées dans le
désordre, ce que les les candidats sont tout à fait libres de décider. Les candidats doivent bien être
conscients que les correcteurs ne sont pas disposés à parcourir les copies comme un jeu de piste.
Enfin, on est en droit d’attendre qu’un mathématicien professionnel orthographie correctement
les noms « célèbres » comme Cauchy-Schwarz.

2) Partie I

‚ La Partie I a été beaucoup abordée, mais de manière surprenante la question sur l’inégalité
de Markov — un « classique » des chapitres « intégration » ou « probabilités »— a fait fuir une
part très substantielle des candidats.
‚ Certains candidats ont passé un temps vraiment déraisonnable sur la question I-1) où il suffisait
d’appliquer l’ínégalité de Cauchy-Schwarz.
‚ Peu de candidats ont traité la question sur l’inégalité de Markov. Une partie des points a été
accordée aux personnes démontrant l’inégalité uniquement dans le cas discret ou dans le cas à
densité. Certains candidats ne font pas la différence entre « positive » et « positive presque sûre-
ment ». On a vu de très grosses confusions, notamment beaucoup de candidats qui confondaient
les réels et les éléments de Ω.
‚ Beaucoup de confusion entre la convexité et la concavité. Certaines (parties de) courbes de la
fonction logarithme étaient fort étranges. Les courbes soignées et comportant quelques éléments
utiles (comme le tracé des demi-tangentes aux courbes en les points de non dérivabilité) ont été
valorisées.
‚ Des erreurs de logique inquiétantes ont été relevées (la négation de « tous les xk sont ą 1 »
devenant « tous les xk sont 6 1 »...).

3) Partie II

‚ La Partie II a été abordée par plus de 1500 candidats, avec de bons résultats sur le 1)d). En
revanche la partie sur les fonctions harmoniques semble étonnamment faible.
‚ Les intégrations par parties sont souvent peu ou pas justifiées. L’intégrabilité de x ÞÑ |x|ϕ2pxq
n’est également quasiment jamais justifiée.
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‚ Montrer que f est dans E ne consiste pas à montrer qu’elle admet un point de non-dérivabilité.

‚ Concernant les deux calculs de décomposition dans les questions II-1-c) (i) et (iv), on pouvait
attendre des candidats qu’ils vérifient que les solutions qu’ils proposent conviennent (et signalent
un problème dans le cas contraire).

‚ Certains candidats ont passé un temps vraiment déraisonnable sur la question II-1)c)(ii).

‚ Le comportement singulier en 0 de la fonction logarithme réclamait davantage qu’évoquer la
continuité (ou même le caractère C8) sur R˚` pour déduire l’intégrabilité locale sur R`.

‚ Questions II-2)b)(i) et II-2)c)(iii) (convergence des intégrales) : un certain nombre de candidats
écrivent que Ωε tend vers R2 lorsque ε tend vers 0 (et donc l’intégrale sur Ωε tend vers celle sur
R2), ce qui montre la méconnaissance profonde de ce qu’est une limite.

‚ La question II-2)c)(i) a souvent été mal traitée (la difficulté en p0, 0q étant escamotée) ; la (ii)
a en revanche été plutôt correctement traitée. les questions (iv) et (v) n’ont eu que peu de succès.

‚ Question II-2)d)(i) : le théorème des zéros isolés et les hypothèses associées n’étaient pas
toujours bien maîtrisés.

‚ Les copies indiquant clairement que les calculs devaient être compris au sens des distributions,
et faisant en sorte d’expliciter un minimum ce que cela signifiait, ont été valorisées.

4) Partie III

‚ Bien que les candidats aient souvent tenté quelque chose, les résultats sont assez faibles en
Partie III. La III.2)a) est moins traitée et il y a une forte chute des effectifs après III.2)c)

‚ Question III-1)a) : un nombre non négligeable de candidats ne maîtrisent pas du tout les
théorèmes de dérivation sous le signe somme.

‚ La question III-1)b)(i) a généralement été bien traitée, et a été fortement appréciée par les
candidats qui l’ont abordée.

‚ Question III-1)b)(ii) : la démonstration de l’uniforme continuité sur R a rarement été traitée de
manière satisfaisante, avec des propriétés étranges sur l’uniforme continuité. Cependant, certains
candidats ont passé du temps sur cette partie de la question en essayant de la montrer précisément
(à l’aide d’inégalités des accroissements finis par exemple).

‚ Question III-2)a) : certains candidats oublient que g est à valeurs complexes... et manipulent
ainsi des inégalités entre complexes.

‚ Question III-2)b) : les questions (i), (iii) et (iv) ne posaient pas de grande difficulté et ont
été généralement bien traitées (sauf confusions entre réels et complexes). La question (ii) a été
en revanche très peu réussie, les candidats se contentant généralement de démontrer la positivité
stricte du Laplacien de ψε sans parvenir à en faire quelque chose.

‚ Question III-2)c) : le cas gpz0q a souvent été oublié...

‚ Question III-2)d) : peu réussie, elle était pourtant classique !

‚ La question III-3)a) ne posait pas de difficulté particulière et a été souvent réussie.

‚ Question III-3)b) : le théorème d’holomorphie sous l’intégrale était rarement maîtrisé.

‚ Les questions III-4) et 5) ont été relativement réussies lorsqu’elles ont été abordées. Très peu
de candidats sont allés au-delà dans cette partie.

5) Partie IV

‚ Moins de 200 candidats ont abordé la Partie IV. La question 1)a) a été relativement bien
réussie, les autres questions ont été très peu abordées et rarement réussies.

6) Partie V
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‚ On retrouve plus de 300 candidats en Partie V, où les meilleurs ont fait des choses, au moins
avant la question V1.d). Très peu sont allés au-delà. Les questions 3)a) et 3)b) ont été parfois
abordées, avec un succès relatif.

7) Partie VI

‚ Moins de 50 candidats ont abordé la Partie VI.

‚ Peu de questions abordées (A.1)a) et b) principalement), en « grapillage ».

4.2 Corrigé de l’épreuve écrite d’analyse et probabilités

I - Des inégalités utiles pour la suite

1) Il s’agit d’appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur Rm (variantes : Mm,1pRq ; M1,mpRq...)
muni de son produit scalaire canonique. Pour tout pw1, ..., wmq P R

m,
˜

m
ÿ

j“1

wj

¸2

“ xp1, ..., 1q|pw1, ..., wmqy
2 6 ||p1, ..., 1q||2 ˆ ||pw1, ..., wmq||

2 “ m
m
ÿ

j“1

w2
j .

On pouvait également se servir de la convexité de la fonction x ÞÑ x2 qui implique que
˜

1

m

m
ÿ

j“1

wj

¸2

6
1

m

m
ÿ

j“1

w2
j

ce qui donne bien
´

řm
j“1wj

¯2
6 m

řm
j“1w

2
j

Certains candidats, enfin, on utilisé (souvent en la rejustifant) l’inégalité classique 2|ab| 6 a2` b2

en procédant soit par récurrence, soit directement, par exemple en écrivant
˜

m
ÿ

j“1

wj

¸2

“

m
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

wiwj 6
1

2

m
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

pw2
i ` w

2
j q “

1

2

˜

m
m
ÿ

i“1

w2
i `m

m
ÿ

j“1

w2
j

¸

“ m
m
ÿ

i“1

w2
i .

2) Inégalité de Markov.

Soit Z une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé pΩ,A,Pq. Si Z est presque
sûrement positive ou nulle, alors Z admet une espérance et pour tout réel strictement positif a,

Z “ Z
`

1tZăau ` 1tZ>au
˘

>
p.s.

Z1tZ>au > a 1tZ>au

On en déduit par croissance de l’espérance que EpZq > aEp1tZ>auq “ aPpZ > aq et donc que

PpZ > aq 6
EpZq

a

(ceci étant valable également dans le cas où EpZq “ `8).

3)a)En rouge, la courbe représentative de ln` et en bleu celle de ln´.
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b)Pour tout n P N˚ et tout px1, ..., xnq P pR
˚
`q

n,

‚ Si
řn
k“1 xk 6 1 alors

ln`

˜

n
ÿ

k“1

xk

¸

“ 0 6
n
ÿ

k“1

ln` pxkq ` lnn

puisque ln` est positive sur R˚` et lnn > 0.

‚ Sinon, ln` p
řn
k“1 xkq ´ lnn “ ln

`

1
n

řn
k“1 xk

˘

et il suffit alors de remarquer que

1

n

n
ÿ

k“1

xk 6 max
kPrr1,nss

xk

pour obtenir, par croissance de la fonction ln, que

ln

˜

1

n

n
ÿ

k“1

xk

¸

6 ln

ˆ

max
kPrr1,nss

xk

˙

6 ln`

ˆ

max
kPrr1,nss

xk

˙

6
n
ÿ

k“1

ln` pxkq

(on rajoute des quantités positives ou nulles).

L’égalité de droite se vérifie sans problème vu que x > 1 implique 1
x 6 1 et ln

`

1
x

˘

“ ´ lnx.

Finalement, on obtient ln` p
řn
k“1 xkq 6

řn
k“1 ln` pxkq ` lnn “

řn
k“1 ln´

´

1
xk

¯

` lnn.

II - Solutions élémentaires du Laplacien en dimensions 1 et 2

1) Solutions élémentaires du Laplacien en dimension 1

a) Soit ϕ une fonction de classe C8 à support compact dans R et à valeurs réelles. Par intégration
par parties et puisque, ϕ étant à support compact, l’intégrale est bien définie et les termes de bord
(crochet) s’annulent,

ż

R
|x|ϕ2pxqdx “ ´

ż

R´

xϕ2pxqdx`

ż

R`

xϕ2pxqdx “

ż

R´

ϕ1pxqdx´

ż

R`

ϕ1pxqdx “ 2ϕp0q.

b)On a alors, pour tout réel a et toute fonction ϕ de classe C8 à support compact dansR et à valeurs
réelles,

ş

R |x´a|ϕ
2pxqdx “

ş

R |x|ϕ
2px`aqdx “ 2ψp0q “ 2ϕpaq par changement de variable affine
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et en utilisant la fonction ψ : x ÞÑ ϕpx ` aq, qui est bien de classe C8 à support compact dans
R et à valeurs réelles, ainsi que le résultat précédent. Ainsi, on peut écrire d2

dx2
|x´a|

2 “ δa. (Les
candidats plus à l’aise pouvaient aussi traiter cette question directement en termes de distributions,
en appliquant une translation.)

c) (i) La fonction f est bien continue sur R, admet 0 comme unique point de non-dérivabilité et est
bien affine sur s ´ 8, 0r et s0,`8r donc f est dans E (avec n “ 1 et a1 “ 0).

On cherche pa, b, cq P R3 tels que f “ af0 ` bid` c1R. On doit avoir pour tout x 6 0, ´2x` 1 “
´ax ` bx ` c et pour tout x > 0, 1 ` 3x “ ax ` bx ` c d’où (identification polynomiale, un
polynôme ayant une infinité de racines étant nécessairement nul) :

$

&

%

a´ b “ 2
a` b “ 3
c “ 1

ùñ

$

&

%

a “ 5{2
b “ 1{2
c “ 1.

Comme, réciproquement, pour ces valeurs trouvées de a, b, c, on a bien f “ af0 ` bid` c1R, ceci
prouve que f est dans Vectpf0, id,1Rq, avec f “ 5

2f0 `
1
2 id` c1R.

(ii) ‹ On montre l’existence par récurrence :

‚ Si n “ 1, il existe des réels a, b, c, d tels que si x 6 a1, fpxq “ ax`b et si x > a1, fpxq “ cx`d avec
(continuité en a1) aa1`b “ ca1`d et (non dérivabilité en a1) a ‰ c. D’où si f “ α1fa1`βid`γ1R

nécessairement (même type de résolution que ci-dessus),

$

’

’

&

’

’

%

α1 ´ β “ ´a
α1 ` β “ c
α1a1 ` γ “ b
α1a1 ´ γ “ ´d

ce qui donne f “ c´a
2 fa1 `

c`a
2 id ` b`d

2 1R avec c´a
2 ‰ 0. Cette décomposition convenant effecti-

vement, ceci prouve l’existence de la décomposition pour n “ 1.

‚ Supposons la propriété vérifiée pour un certain n P N˚. Soit alors f une fonction de E admettant
n` 1 points de non dérivabilité a1 ă ... ă an`1. Notons g la fonction égale à f sur s ´8, an`1s et
affine sur ran,`8r. Alors g est dans E et admet pour points de non dérivabilité a1 ă ... ă an donc
par hypothèse de récurrence, elle est décomposable sous la forme g “

řn
i“1 αifai`βid`γ1R avec

pα1, ..., αn, β, γq P pR
˚qnˆR2. De plus, f´g est continue sur R, nulle donc affine sur s´8, an`1s

et affine (en tant que différence de deux fonctions affines) sur ran`1,`8r et non dérivable en an`1

(sinon f serait dérivable en an`1) donc f´g est dans E avec un unique point de non-dérivabilité :
an`1. On en déduit à l’aide de la propriété vérifiée au rang n “ 1 que f ´ g est décomposable sous
la forme αn`1fan`1 ` µid` ν1R, pαn`1, µ, νq P R

˚ ˆR2.

Il s’ensuit que f “ g ` αn`1fan`1 ` µid ` ν1R “
řn`1
i“1 αifai ` pβ ` µqid ` pγ ` νq1R avec

pα1, ..., αn, αn`1, β ` µ, γ ` νq P pR
˚qn`1 ˆR2, ce qui est bien la forme voulue.

‹ On justifie ensuite l’unicité : pour n P N˚ donné, la famille pfa1 , ..., fan , id,1Rq est libre. En
effet, si pλ1, ..., λn`2q P R

n`1 sont tels que
řn
i“1 λifai ` λn`1id` λn`21R “ 0 alors, comme pour

i P rr1, nss, la fonction de gauche est non dérivable en ai si λi ‰ 0, alors que la fonction nulle l’est,
nécessairement λi “ 0. Il s’ensuit que λn`1id` λn`21R “ 0 et donc (en évaluant cette égalité en
deux points différents) λn`1 “ λn`2 “ 0 . Ceci implique l’unicité de la décomposition.

(iii) D’après ce qui précède (cas n “ 1, qui sert ensuite dans l’hérédité), pour tout i P rr1, nss, αi
est égal à la moitié de la différence entre la pente de f à droite de ai et la pente à gauche de ai.

(iv) Figure :
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D’après ce qui précède, f est de la forme f “ 3
4f´2 `

1
4f4 ` βid` γ1R.

Puis, par exemple en prenant un équivalent en `8 : 1 “ 3
4 `

1
4 ` β donc β “ 0 ;

L’expression en 0 donne alors 3 “ 3
2 ` 1` γ d’où γ “ 1

2 .

(v) Pour toute fonction ϕ de classe C8 à support compact dans R et à valeurs réelles, pour toute
fonction f P E, si f “

řn
i“1 αifai ` βid ` γ1R est sa décomposition telle que trouvée plus haut,

alors par linéarité de l’intégrale (toutes les intégrales étant bien définies puisque ϕ est à support
compact),

ż

R
ϕ2pxqfpxqdx “

n
ÿ

i“1

αi

ż

R
ϕ2pxqfaipxqdx`

ż

R
ϕ2pxqpβid` γ1Rqpxqdx.

Par simple intégration par parties on trouve que
ż

R
ϕ2pxqpβid` γ1Rqpxqdx “ 0.

Donc, avec ce qui précède, on obtient
ż

R
ϕ2pxqfpxqdx “

n
ÿ

i“1

2αiϕpaiq

Ceci se réécrit en termes de distributions : d2f
dx2

“ 2
řn
i“1 αiδai . Les αi sont aisés à trouver, puisque

pour tout i, αi est égal à la moitié de la différence entre la pente à droite de ai et la pente à
gauche de ai. (Les candidats les plus à l’aise avec la théorie des distributions pouvaient également
utiliser la linarité de la dérivation au sens des distributions ainsi que le fait que cette dérivation
prolonge la dérivation au sens des fonctions.)

2) Fonctions harmoniques et solutions élémentaires du Laplacien dans le plan

a) Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert O de C. On note f “ P ` iQ où P et Q désignent
respectivement les parties réelle et imaginaire de f . La fonction f étant holomorphe, elle est de
classe C8 sur O et vérifie Bf

Bz̄ “ 0, autrement dit BP
Bx “

BQ
By et BP

By “ ´
BQ
Bx (relations de Cauchy-

Riemann). En redérivant alors partiellement (les parties réelle et imaginaire étant en particulier
C2 sur O, le théorème de Schwarz s’applique) on obtient : B

2P
Bx2

“
B2Q
BxBy “

B2Q
ByBx “ ´B

2P
By2

d’où
∆P “ 0 et de même, ∆Q “ 0 : ainsi, les parties réelle et imaginaire de f sont harmoniques sur O.

b) (i) ‚ La fonction px, yq ÞÑ
a

x2 ` y2∆ϕpx, yq est continue et à support compact donc intégrable
sur R2 ;

‚
ş

px,yqPR2 :
?
x2`y2>ε

a

x2 ` y2∆ϕpx, yqdxdy “
ş

R2 1Ωεpx, yq
a

x2 ` y2∆ϕpx, yqdxdy ;

‚ pour tout px, yq P R2,
ˇ

ˇ

ˇ
1Ωεpx, yq

a

x2 ` y2∆ϕpx, yq
ˇ

ˇ

ˇ
6

ˇ

ˇ

ˇ

a

x2 ` y2∆ϕpx, yq
ˇ

ˇ

ˇ
avec pour tout

px, yq ‰ p0, 0q, limεÑ0 1Ωεpx, yq “ 1 ;
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d’où, avec le théorème de convergence dominée :

ż

R2

a

x2 ` y2∆ϕpx, yqdxdy “ lim
εÑ0

ż

Ωε

a

x2 ` y2∆ϕpx, yqdxdy

On utilise le résultat rappelé et admis dans l’énoncé : pour tout ε ą 0, les fonctions v : px, yq ÞÑ
a

x2 ` y2 et ϕ sont bien de classe C8 sur Ωε “

!

px, yq P R2 :
a

x2 ` y2 > ε
)

et ϕ est à support
compact, donc on a :

ż

Ωε

a

x2 ` y2∆ϕpx, yqdxdy “

ż

Ωε

ϕpx, yq∆vpx, yqdxdy

´ε

ż 2π

0
~nθ ¨

´

v~∇ϕ´ ϕ~∇v
¯

pε cos θ, ε sin θqdθ.

Or pour tout px, yq P R2ztp0, 0qu, B
Bx

a

x2 ` y2 “ x?
x2`y2

puis B2

Bx2

a

x2 ` y2 “
y2

px2`y2q3{2
d’où

∆vpx, yq “ 1?
x2`y2

ce qui donne, après passage en coordonnées polaires :

ż

Ωε

ϕpx, yq∆vpx, yqdxdy “

ż 2π

0

ˆ
ż `8

ε
ϕpr cos θ, r sin θqdr

˙

dθ

qui a pour limite
ş2π
0

´

ş

R`
ϕpr cos θ, r sin θqdr

¯

dθ lorsque ε tend vers 0. D’autre part, pour tout
θ P r0, 2πs, on

~nθ ¨
´

v~∇ϕ´ ϕ~∇v
¯

pε cos θ, ε sin θq “ ε
´

cos θ Bϕ
Bx pε cos θ, ε sin θq ` sin θ Bϕ

By pε cos θ, ε sin θq
¯

´ϕpε cos θ, ε sin θq
`

cos2 θ ` sin2 θ
˘

looooooooomooooooooon

1

.

Comme ϕ est de classe C8, donc en particulier de classe C1 et C0, et à support compact, elle est
bornée, ainsi que ses dérivées partielles premières, sur R2. Il existe donc un réel C P R` tel que
ˇ

ˇ

ˇ

ş2π
0 ~nθ ¨

´

v~∇ϕ´ ϕ~∇v
¯

pε cos θ, ε sin θqdθ
ˇ

ˇ

ˇ
6 2πp2Cε` Cq. On en conclut que

lim
εÑ0

ε

ż 2π

0
~nθ ¨

´

v~∇ϕ´ ϕ~∇v
¯

pε cos θ, ε sin θqdθ “ 0.

Ainsi, on a bien montré que
ş

R2

a

x2 ` y2∆ϕpx, yqdxdy “
ş2π
0

´

ş

R`
ϕpr cos θ, r sin θqdr

¯

dθ.

(ii) La réponse est « non », car sinon on aurait obtenuégalité entre
ş

R2

a

x2 ` y2∆ϕpx, yqdxdy et
2ϕp0, 0q. En effet, il existe des fonctions ϕ C8 à support compact positives non identiquement
nulles et nulles en 0 et ces fonctions vérifient

ş2π
0

´

ş

R`
ϕpr cos θ, r sin θqdr

¯

dθ ‰ 2ϕp0, 0q.

c) (i) La fonction r ÞÑ r ln r est localement intégrable sur R` (étant continue sur R˚` et prolongeable
par continuité en 0) donc (passage en polaires) px, yq ÞÑ lnp

a

x2 ` y2q est localement intégrable
sur R2.

(ii) Soit on calcule « à la main » ∆ lnp
a

x2 ` y2q sur R2ztp0, 0qu, soit on remarque que lnp|z|q
est la partie réelle d’une détermination quelconque de ln z, dont il suffit de choisir la coupure de
manière à ce que ln z soit holomorphe sur un voisinage ouvert du point px, yq considéré, ce qui
implique par la question a) que ∆ lnp

a

x2 ` y2q “ 0 et ce pour tout px, yq P R2ztp0, 0qu.

(iii) Par conséquent, pour toute fonction ϕ de classe C8 à support compact dans R2 et à valeurs
réelles, la fonction px, yq ÞÑ lnp

a

x2 ` y2q∆ϕpx, yq étant nulle en dehors d’un compact de R2 et
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localement intégrable puisque px, yq ÞÑ lnp
a

x2 ` y2q l’est, donc intégrable sur R2, on peut bien
écrire, toujours par théorème de convergence dominée :

ż

R2

lnp
a

x2 ` y2q∆ϕpx, yqdxdy “ lim
εÑ0

ż

px,yqPR2 :
?
x2`y2>ε

lnp
a

x2 ` y2q∆ϕpx, yqdxdy

(iv) On utilise le résultat rappelé et admis par l’énoncé. Les fonctions v : px, yq ÞÑ lnp
a

x2 ` y2q

et ϕ sont bien de classe C8 sur Ωε “

!

px, yq P R2 :
a

x2 ` y2 > ε
)

et ϕ est à support compact,
donc on a :

Iε “

ż

ε

lnp
a

x2 ` y2q∆ϕpx, yqdxdy

“

ż

Ωε

ϕpx, yq∆vpx, yqdxdy ´ ε

ż 2π

0
~nθ ¨

´

v~∇ϕ´ ϕ~∇v
¯

pε cos θ, ε sin θqdθ.

Or :

‚ v : px, yq ÞÑ lnp
a

x2 ` y2q est harmonique sur Ωε Ă R2ztp0, 0qu (question (ii)) donc
ż

Ωε

ϕpx, yq∆vpx, yqdxdy “ 0.

‚ vpε cos θ, ε sin θq “ ln ε ; Bv
Bxpε cos θ, ε sin θq “ ε cos θ

pε cos θq2`pε sin θq2
“ cos θ

ε et, de même, Bv
By pε cos θ, ε sin θq “

sin θ
ε .

On obtient donc

Iε “ ´ε ln ε

ż 2π

0

ˆ

cos θ
Bϕ

Bx
pε cos θ, ε sin θq ` sin θ

Bϕ

By
pε cos θ, ε sin θq

˙

dθ

`

ż 2π

0
ϕpε cos θ, ε sin θqdθ.

Et comme ϕ est C8 sur R2, donc en particulier C1 sur la boule de rayon 1, il existe M P

R` tel que si x2 ` y2 6 1 alors
ˇ

ˇ

Bϕ
Bx px, yq

ˇ

ˇ 6 M et
ˇ

ˇ

Bϕ
By px, yq

ˇ

ˇ 6 M . Alors, pour ε 6 1, on a
ˇ

ˇ

ş2π
0

´

cos θ Bϕ
Bx pε cos θ, ε sin θq ` sin θ Bϕ

By pε cos θ, ε sin θq
¯

dθ
ˇ

ˇ 6 4πM par inégalités triangulaires.En

conclusion, on trouve bien
ˇ

ˇ

ˇ
Iε´

ş2π
0 ϕpε cos θ, ε sin θqdθ

ˇ

ˇ

ˇ
6 Cε| ln ε| avec C “ 4πM indépendant de

ε Ps0, 1s.

(v) Comme ϕ est continue en particulier en p0, 0q, limεÑ0 ϕpε cos θ, ε sin θq “ ϕp0, 0q ; ceci implique
(limite sous intégrale, par exemple par convergence dominée, ϕ étant bornée sur tout compact...)
que

lim
εÑ0

ż 2π

0
ϕpε cos θ, ε sin θqdθ “

ż 2π

0
ϕp0, 0qdθ “ 2πϕp0, 0q

Comme de plus, limεÑ0 ε ln ε “ 0, on obtient alors :
ş

R2 lnp
a

x2 ` y2q∆ϕpx, yqdxdy “ 2πϕp0, 0q.

Ceci correspond bien, d’après ce qui a été vu précédemment, à l’écriture (au sens des distributions
et en identifiant z “ x` iy P C et px, yq P R2) : 1

2π∆ plnp|z|qq “ δ0.

d) (i) Si f possédait un nombre infini de zéros dans DR, comme DR est compact, on pourrait extraire
de cet ensemble de zéros une suite convergente dans DR. Donc les zéros de f ne seraient pas isolés
et donc f serait identiquement nulle sur C, C étant connexe, ce qui contredit l’hypothèse. Ainsi,
f possède un nombre fini de zéros dans DR.

c© www.devenirenseignant.gouv.fr page 39

www.devenirenseignant.gouv.fr


Agrégation externe de mathématiques

(ii) L’ensemble BR est un ouvert non vide et simplement connexe de C sur lequel g ne s’annule
pas (puisqu’elle ne s’annule pas sur DR). Donc il existe une fonction holomorphe h telle que
g “ eh ; autrement dit, il existe une détermination holomorphe de ln g sur BR. Comme z ÞÑ hpzq
est holomorphe sur BR, d’après II-2)a), sa partie réelle est harmonique. Or cette partie réelle est
égale à lnp|gpzq|q.

(iii) On a, pour tout z P K, lnp|fpzq|q “ lnp|gpzq|q `
řn
k“1 αk lnp|z ´ zk|q. Avec ce qui précède,

linéarité du Laplacien et petite translation à partir de b)(iv) donnant ∆ lnp|z ´ zk|q “ 2πδzk ,
sachant que le résultat précédent valait pour toute fonction test (C8 à support compact) et que
les zk désignaient les zéros de f sur une boule fermée contenant ledit compact, on obtient

1

2π
∆ lnp|fpzq|q “

ÿ

ξPC : fpξq“0

δξ.

III - Problème de Dirichlet sur le disque et formule intégrale de Poisson

1) Noyau de Poisson

a) Pour tout n P Z, fn : t ÞÑ
`

r
R

˘|n|
eint est de classe C8 sur R et, pour tout k P N, pour tout

t P R, f pkqptq “ pinqk
`

r
R

˘|n|
eint. On a donc |f pkqptq| “ nk

`

r
R

˘|n| où la série
ř`8
n“´8 n

k
`

r
R

˘|n| est
convergente puisque

ˇ

ˇ

r
R

ˇ

ˇ ă 1. Le théorème de dérivation sous le signe somme implique alors que
t ÞÑ PRpr, tq est k fois dérivable sur R pour tout k P N et donc que t ÞÑ PRpr, tq est de classe C8

sur R.

b)Soit r P r0, Rr et t P R.
(i) On découpe puis regroupe :

PRpr, tq “ 1`
´1
ÿ

n“´8

´ r

R

¯|n|
eint `

`8
ÿ

n“1

´ r

R

¯|n|
eint “

`8
ÿ

n“1

´ r

R

¯|n|
pe´int ` eintq

(changement d’indice) d’où PRpr, tq “ 1` 2
ř`8
n“1

`

r
R

˘n
cospntq. On a alors

PRpr, tq “ 1` 2Re

˜

`8
ÿ

n“1

ˆ

reit

R

˙n
¸

“ 1` 2Re

˜

reit

R

1

1´ reit

R

¸

(série géométrique, sachant que
ˇ

ˇ

r
Re

it
ˇ

ˇ ă 1). En mettant tout sur le même dénominateur, on arrive

à PRpr, tq “ Re
´

R`reit

R´reit

¯

. Enfin,

Re

ˆ

R` reit

R´ reit

˙

“ Re

ˆ

pR` reitqpR´ re´itq

R2 ´ 2rR cosptq ` r2

˙

“
R2 ´ r2

R2 ´ 2rR cosptq ` r2
,

d’où la dernière égalité.

(ii) La fonction t ÞÑ PRpr, tq est clairement continue et 2π-périodique sur R, donc uniformément
continue sur R. En effet elle est uniformément continue sur r0, 4πs par le théorème de Heine,
donc @ε ą 0, Dη ą 0 tel que @px, yq P r0, 4πs, si |x ´ y| ă η alors |fpxq ´ fpyq| ă ε. Quitte à
diminuer η, on peut supposer η ă 2π. Alors pour tout px, yq P R2, si |x´ y| ă η et si, pour fixer
les idées, x 6 y, alors avec n “

X

x
2π

\

, 0 6 x´ 2nπ 6 y ´ 2nπ 6 4π et |px´ 2nπq ´ py ´ 2nπq| ă η
donc |fpxq ´ fpyq| “ |fpx ´ 2nπq ´ fpy ´ 2nπq| ă ε. La parité est triviale et la positivité est
donnée par la positivité de R2´ r2 et celle de t ÞÑ R2´ 2rR cosptq` r2 sur R (trinôme du second
degré à coefficient dominant strictement positif et à racines complexes non réelles ; on pouvait
aussi remarque que c’est le carré d’un module).
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2)a)La fonction |g| est continue sur D1 qui est un compact de C donc |g| est bornée et atteint ses
bornes sur D1 ; en particulier, elle y admet un maximum, donc il existe un z0 P D1 tel que pour
tout z P D1, |gpzq| 6 |gpz0q|.

b) (i) |gpz0q| ą 0 donc gpz0q ‰ 0 et h est bien définie sur D1. De plus, par construction, pour tout
z P D1, on a

|gpzq| “ |hpzq| “
a

pRephpzqqq2 ` pImphpzqqq2 > |Rephpzqq| > Rephpzqq

Et d’autre part, on a |gpzq| 6 |gpz0q| “ |hpz0q| avec hpz0q “
|gpz0q|
gpz0q

gpz0q “ |gpz0q| P R donc
|hpz0q| “ Rephpz0qq. Ainsi, on a bien pour tout z P D1, Rephpzqq 6 |gpzq| 6 Rephpz0qq.

(ii) La fonction g est harmonique sur B1 donc h aussi et par conséquent ses parties réelle et
imaginaire également. Donc ∆ϕ “ 0 sur B1 et ∆ψε “ 4ε ą 0 sur B1. La fonction ψε étant de
classe C2 sur B1, si elle atteignait un maximum local sur B1, ce serait en un point critique et sa
Hessienne en ce point aurait des valeurs propres négatives ou nulles. Ceci contredit le fait que
∆ψε ą 0 puisque ∆ψε est la trace de la Hessienne. Donc ψε ne peut atteindre de maximum local
sur B1. Comme elle est continue sur D1 qui est compact, elle atteint donc son maximum sur C1.
Par conséquent, pour tout px, yq P B1,

ϕpx, yq ` εpx2 ` y2q 6 max
px,yqPC1

ϕεpx, yq “ max
px,yqPC1

ϕpx, yq ` ε.

Il suffit alors de passer à la limite εÑ 0 pour conclure que pour tout px, yq P B1,

ϕpx, yq 6 max
px,yqPC1

ϕpx, yq.

(iii) Soit px0, y0q un point de C1 tel que max
px,yqPC1

ϕpx, yq “ ϕpx0, y0q et z̃0 “ x0` iy0. On a alors bien,

d’après ce qui précède (le fait que c’est encore vrai sur le cercle est immédiat), @z P D1, Rephpzqq 6
Rephpz̃0qq.

(iv) Comme on a également pour tout z P D1, Rephpzqq 6 Rephpz0qq, on obtient :

Rephpz0qq “ Rephpz̃0qq “ |gpz0q|.

De plus, |gpz̃0q| “ |hpz̃0q| > Rephpz̃0qq “ |gpz0q| donc comme |gpz0q| “ max
D
|g| on obtient :

|gpz̃0q| “ |gpz0q| “ max
D1

|g|.

c) Avec ce qui précède, on a déjà que si |gpz0q| ą 0, alors max
zPD1

|gpzq| “ max
zPC1

|gpzq| puisque z̃0 P C1. Et

si |gpz0q| “ 0 alors g est identiquement nulle sur D1 donc on a encore max
zPD1

|gpzq| “ 0 “ max
zPC1

|gpzq|.

d)On suppose qu’il existe deux solutions g1 et g2 au problème de Dirichlet sur le disque, c’est-à-
dire : g1 et g2 continues sur D1 et à valeurs complexes, harmoniques sur B1 et égales à f sur C1.
Alors g “ g1´ g2 est continue sur D1, harmonique sur B1 et égale à 0 sur C1. Donc d’après ce qui
précède, max

zPD1

|gpzq| “ max
zPC1

|gpzq| “ 0. Ceci implique g1 “ g2 sur D1, d’où l’unicité de la fonction g

solution au problème de Dirichlet sur le disque si une telle solution existe.

3)a)Pour tout z P B1, en utilisant III -1)b), on a

gpzq “
1

2π

ż 2π

0
P1pr, θ ´ tqfpe

itqdt “
1

2π

ż 2π

0
Re

˜

1` reipθ´tq

1´ reipθ´tq

¸

pφ1ptq ` iφ2ptqqdt
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d’où gpzq “ g1pzq ` ig2pzq avec pour tout k P t1, 2u, gkpzq “ 1
2π

ş2π
0 Re

´

1`reipθ´tq

1´reipθ´tq

¯

φkptqdt. Par

conséquent, φk étant à valeurs réelles, en multipliant dénominateur et numérateur par eit et avec
z “ reiθ, on obtient bien : pour tout k P t1, 2u, gkpzq “ Re

´

1
2π

ş2π
0

eit`z
eit´z

φkptqdt
¯

.

b)Pour tout t P r0, 2πs, la fonction z ÞÑ eit`z
eit´z

φkptq est holomorphe sur B1 puisque eit R B1. De plus,
soit ρ Ps0, 1r. Pour tout z P Dρ, pour tout t P r0, 2πs,

ˇ

ˇ

eit ` z

eit ´ z
φkptq

ˇ

ˇ 6
1` r

1´ r
|φkptq| 6

1` ρ

1´ ρ
|φkptq|

avec t ÞÑ 1`ρ
1´ρ |φkptq| intégrable sur r0, 2πs donc par théorème d’holomorphie des intégrales à

paramètres, z ÞÑ 1
2π

ş2π
0

eit`z
eit´z

φkptqdt est holomorphe sur Dρ. Comme ceci est vrai pour tout ρ P
s0, 1r, on en conclut que z ÞÑ 1

2π

ş2π
0

eit`z
eit´z

φkptqdt est holomorphe sur B1. Par conséquent, d’après
II -2)a), g1 et g2 sont harmoniques sur B1 en tant que parties réelles de fonctions holomorphes
et donc g est également harmonique sur B1.

4)a)Pour tout k P Z et tout z P B1, Ψpfkqpzq “
1

2π

ş2π
0

ř`8
n“´8 r

|n|einpθ´tqeiktdt. Par convergence
normale de la série on en déduit

Ψpfkqpzq “
`8
ÿ

n“´8

r|n|einθ
ˆ

1

2π

ż 2π

0
eipk´nqtdt

˙

avec 1
2π

ş2π
0 eipk´nqtdt “ 0 si n ‰ k et 1 si n “ k. Finalement, il vient bien Ψpfkqpzq “ r|k|eikθ.

b)D’après 3)b), Ψpfkq est harmonique sur B1. De plus, par construction, Ψpfkq “ fk sur C1 et pour
tout z P B1, Ψpfkqpzq “ zk si k P N et Ψpfkqpzq “ z̄´k si k P Z˚´. Donc pour tout z P D1, on
Ψpfkqpzq “ zk si k P N et Ψpfkqpzq “ z̄´k si k P Z˚´, ce qui prouve la continuité de Ψpfkq sur D1.
Ainsi, Ψpfkq est solution du problème problème de Dirichlet sur le disque pour la fonction fk.

5) Soit p “
ř

|k|6n ckfk un polynôme trigonométrique. Par linéarité de l’intégrale, on a

Ψ

¨

˝

ÿ

|k|6n

ckfk

˛

‚“
ÿ

|k|6n

ckΨpfkq

et donc Ψ
´

ř

|k|6n ckfk

¯

est continue sur D1 comme somme de fonctions continues sur D1, har-
monique sur B1 comme somme de fonctions harmoniques sur B1, et égale à p sur C1 car les Ψpfkq
sont égales aux fk sur C1 ; c’est donc la solution du problème problème de Dirichlet sur le disque
pour la fonction p.

6)a)On a
1

2π

ż 2π

0
P1pr, tqdt “

1

2π

ż 2π

0

`8
ÿ

n“´8

r|n|eintdt “
`8
ÿ

n“´8

r|n|
1

2π

ż 2π

0
eintdt

toujours par convergence normale de la série. Comme
ş2π
0 eintdt “ 0 si n ‰ 0, on obtient

1
2π

ş2π
0 P1pr, tqdt “ 1.

b)Si f est continue sur C1, elle est bornée sur C1 donc sup
zPC1

|fpzq| ă `8 et pour tout z P D1,

|Ψpfqpzq| 6
1

2π

ż 2π

0
|P1pr, θ ´ tqfpe

itq
ˇ

ˇdt “
1

2π

ż 2π

0
P1pr, θ ´ tq|fpe

itq|dt
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car P1pr, θ ´ tq est positive pour tout t P R (et les fonctions sont bien intégrables). On a donc

ˇ

ˇΨpfqpzq
ˇ

ˇ 6 sup
zPC

ˇ

ˇfpzq
ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0
P1pr, θ ´ tqdt

avec
1

2π

ż 2π

0
P1pr, θ ´ tqdt “

1

2π

ż θ

θ´2π
P1pr, tqdt “

1

2π

ż 2π

0
P1pr, tqdt “ 1

par changement de variable affine puis 2π-périodicité de t ÞÑ P1pr, θ ´ tq. On en conclut que
sup
zPD1

|Ψpfqpzq| 6 sup
zPC1

|fpzq|.

7) Par le théorème de Fejér, toute fonction continue est limite uniforme d’une suite de polynômes
trigonométriques. Donc pour toute fonction f continue sur C1, il existe une suite ppnqnPN de
polynômes trigonométriques convergeant uniformément vers f sur C1. Alors comme pour tout
z P D1,

ˇ

ˇΨpfqpzq ´Ψppnqpzq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇΨpf ´ pnqpzq
ˇ

ˇ, on a d’après ce qui précède :

sup
zPD1

|Ψpfqpzq ´Ψppnqpzq| 6 sup
zPC1

|fpzq ´ pnpzq|

qui tend vers 0 quand nÑ 8. Ainsi, Ψpfq est limite uniforme des Ψppnq. Or d’après la question
précédente, pour tout n P N, Ψppnq est continue sur D1, donc Ψpfq est également continue sur
D1. D’après 2), Ψpfq étant harmonique sur B1, et égale par définition à f sur C1, Ψpfq est bien
solution du problème de Dirichlet sur le disque unité pour f .

8) D’après ce qui précède, et en particulier l’unicité de la solution, si ũ est une fonction continue surD1

et si ũ est harmonique sur B1, alors pour tout z “ reiθ dans B1, ũpzq “ 1
2π

ş2π
0 P1pr, θ´ tqũpe

itqdt.
Donc si u est une fonction continue sur DR et si u est harmonique sur BR, comme ũ : z ÞÑ u pRzq
vérifie les hypothèses précédentes sur D1, on a pour tout z “ reiθ de BR,

upzq “ ũ
´ z

R

¯

“
1

2π

ż 2π

0
P1

´ r

R
, θ ´ t

¯

ũpeitqdt “
1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tqupRe

itqdt.

IV - Formule de Poisson-Jensen

1)a)Si pa, ωq P C2 sont tels que |a| ă R et |ω| “ R alors |R2 ´ āω| ‰ 0 et comme R2 “ ωω̄,

R|ω ´ a|

|R2 ´ āω|
“
|ω̄| |ω ´ a|

R|ω̄ ´ ā|
“ 1

b) Soit |a| ă R. Alors R2

|a| ą R donc en notant ε “ 1
2

´

R2

|a| ´R
¯

, on a, pour tout z P BR`ε, |z| ă
1
2

´

R2

|a| `R
¯

ă R2

|a| et finalement |R2 ´ āz| ‰ 0. Comme BR`ε est un ouvert simplement connexe
de C et z ÞÑ R2 ´ āz est holomorphe sur BR`ε, il existe une fonction holomorphe h telle que
R2 ´ āz “ ehpzq ou encore hpzq “ lnpR2 ´ āzq sur BR`ε.
Ainsi, pour tout z P BR`ε, lnp|R2 ´ āz|q “ Rephpzqq donc avec II-2)a), u : z ÞÑ lnp|R2 ´ āz|q
est harmonique sur BR`ε. En particulier, u est continue sur DR et harmonique sur BR donc on en
déduit avec III-8) que pour tout z “ reiθ tel que |z| ă R,

upzq “ lnp|R2 ´ āz|q “
1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tq lnp|R2 ´ āReit|qdt.

Avec a), on obtient alors lnp|R2 ´ āz|q “ 1
2π

ş2π
0 PRpr, θ ´ tq ln

`

R|Reit ´ a|
˘

dt et finalement

1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tq ln |Reit ´ a|dt “ lnp|R2 ´ āz|q ´ lnR.
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c) Soit donc z P BR fixé et a P CR donné. Quitte à changer de repère, on peut prendre a “ R et
on pose z “ reiθ P BR comme précédemment. Pour tout x P r0, 1r, ax “ xR est dans BR donc la
formule précédente s’applique :

1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tq ln |Reit ´ xR|dt “ lnp|R2 ´ xRz|q ´ lnR.

‚ Le terme de droite admet pour limite lnp|R2 ´Rz|q ´ lnR lorsque x tend vers 1 car |z| ă R et
x ÞÑ lnp|R2 ´ xRz|q ´ lnR est continue sur r0, 1s.

‚ Pour tout t P r0, 2πs, lnp|Reit ´ xR|q “ lnR` lnp|eit ´ x|q. Soit h : px, tq ÞÑ lnp|eit ´ x|q. On a
toujours |eit ´ x| > | sin t| (faire un dessin...) donc si |eit ´ x| ă 1, | lnp|eit ´ x|q| 6 | lnp| sin t|q| et
sinon, | ln |eit ´ x|| 6 ln 2. Il s’ensuit que pour tous t P r0, 2πs et x P r0, 1r, hpx, tq 6 | ln | sin t|| `
ln 2 “ kptq. La fonction k ne dépend pas de x et on vérifie sans problème que t ÞÑ PRpr, θ´tqkptqdt
est intégrable sur r0, 1s puisque t ÞÑ ln t l’est. Le théorème de convergence dominée s’applique alors
(la fonction t ÞÑ PRpr, θ´tq étant positive et bornée sur r0, 1s) : limxÑ1

1
2π

ş2π
0 PRpr, θ´tq lnp|Reit´

xR|qdt existe et vaut 1
2π

ş2π
0 PRpr, θ ´ tq lnp|Reit ´R|qdt, ce qui achève de prouver le résultat.

2) La fonction g ne s’annule pas sur DR et elle admet un nombre fini de zéros sur DR`1 (cf II-
2)d)(i)), donc il existe ε Ps0, 1r tel que g ne s’annule pas sur BR`ε. Comme BR`ε est un ouvert
simplement connexe, on peut alors trouver une fonction h holomorphe sur BR`ε telle que g “ eh

et donc lnp|g|q “ Rephq est harmonique sur BR et continue sur DR. Avec III-8) on en déduit que
pour tout z “ reiθ de BR, ln |gpzq| “ 1

2π

ş2π
0 PRpr, θ ´ tq ln|gpReitq| dt.

3) Ainsi, si z “ reiθ P BR, n’est ni un zéro ni un pôle de f , et avec les notations introduites :

lnp|fpzq|q “ ln |gpzq| `
m
ÿ

i“1

lnp|z ´ ai|q ´
n
ÿ

j“1

lnp|z ´ bj |q

“
1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tq ln|gpReitq| dt

`

m
ÿ

i“1

lnp|z ´ ai|q ´
n
ÿ

j“1

lnp|z ´ bj |q,

avec

1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tq lnp|gpReitq|qdt “

1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tq ln|fpReitq| dt

´

m
ÿ

i“1

1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tq lnp|Reit ´ ai|qdt

`

m
ÿ

i“1

1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tq lnp|Reit ´ ai|qdt.

Avec ce qui précède, on obtient

1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tq lnp|gpReitq|qdt “ 1

2π

ş2π
0 PRpr, θ ´ tq ln|fpReitq| dt

´

m
ÿ

i“1

ln
|R2 ´ āiz|

R
`

m
ÿ

i“1

ln
|R2 ´ b̄iz|

R

et donc, en regroupant :

ln|fpzq| “ 1

2π

ż 2π

0
PRpr, θ ´ tq ln|fpReitq| dt´

m
ÿ

i“1

ln

∣∣∣∣∣ R2 ´ aiz

Rpz ´ aiq

∣∣∣∣∣`
n
ÿ

j“1

ln

∣∣∣∣∣ R2 ´ bjz

Rpz ´ bjq

∣∣∣∣∣ .
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V - Points critiques de polynômes aléatoires aux racines identiquement distribuées - Cas où
les racines sont distribuées non uniformément sur le cercle unité de R2

1) Critère de Weyl sur le segment r0, 1s

a) ‚ Le sens réciproque est immédiat : si pour toute fonction f : r0, 1s ÝÑ C continue par morceaux
sur r0, 1s,

lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

j“1

fpujq “

ż 1

0
f

alors ceci est valable en particulier pour les fonctions indicatrices de segments ra, bs Ă r0, 1s, donc
pour tout segment ra, bs Ă r0, 1s, limnÑ`8

1
n

řn
j“1 1ra,bspujq “

ş1
0 1ra,bs “ b´ a.

‚ Pour le sens direct, supposons pujqjPN˚ équidistribuée dans r0, 1s. Alors pour tout segment
ra, bs Ă r0, 1s, on limnÑ`8

1
n

řn
j“1 1ra,bspujq “

ş1
0 1ra,bs “ b ´ a. Soit f : r0, 1s ÝÑ R une

fonction en escaliers ; comme elle peut s’écrire comme une combinaison linéaire d’indicatrices
de segments inclus dans r0, 1s (sachant qu’on a le droit à a “ b), on obtient par linéarité que
limnÑ`8

1
n

řn
j“1 fpujq “

ş1
0 f .

‚ Soit f : r0, 1s ÝÑ R continue par morceaux sur r0, 1s. Alors f est limite uniforme de fonctions
en escaliers sur ce segment, donc il existe une suite pgnqnPN˚ de fonctions en escaliers telle que
pour tout ε ą 0, il existe M P N˚ tel que si m > M , }f ´ gn} 6 ε (où } ¨ } désigne la norme
infinie). Soit alors m >M . Comme gm est en escalier, limnÑ`8

1
n

řn
j“1 gmpujq “

ş1
0 gm et il existe

N >M tel que si n > N ,
ˇ

ˇ

ş1
0 gm ´

1
n

řn
j“1 gmpujq

ˇ

ˇ 6 ε. Pour tout n > N , on a

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0
f ´

1

n

n
ÿ

j“1

fpujq
ˇ

ˇ

ˇ
6

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0
f ´

ż 1

0
gm

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0
gm ´

1

n

n
ÿ

j“1

gmpujq
ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

1

n

n
ÿ

j“1

gmpujq ´
1

n

n
ÿ

j“1

fpujq
ˇ

ˇ

ˇ
6 3ε

par majorations classiques. Ceci prouve, puisque cela est vrai pour tout ε ą 0, que

lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

j“1

fpujq “

ż 1

0
f.

‚ Enfin, si f : r0, 1s ÝÑ C est continue par morceaux sur r0, 1s, on peut l’écrire sous la forme
u ` iv où u et v sont continues par morceaux sur r0, 1s et à valeurs réelles et on conclut par
linéarité.

Ainsi, une suite pujqjPN˚ est équidistribuée dans r0, 1s si et seulement si pour toute fonction
f : r0, 1s ÝÑ C continue par morceaux sur r0, 1s, limnÑ`8

1
n

řn
j“1 fpujq “

ş1
0 f .

b)Si pujqjPN˚ est équidistribuée dans r0, 1s, alors comme pour tout k P N˚, la fonction fk : t ÞÑ e2iπkt

est continue sur r0, 1s à valeurs complexes, d’après ce qui précède, limnÑ`8
1
n

řn
j“1 fkpujq “

ş1
0 fk.

Or
ş1
0 fkptqdt “

ş1
0 e

2iπktdt “ 0 par calcul élémentaire. Donc limnÑ`8
1
n

řn
j“1 e

2iπkuj “ 0.

c) (i) ‚ Soit f une fonction continue sur r0, 1s à valeurs réelles et vérifiant fp0q “ fp1q. On peut la
considérer comme la restriction à r0, 1s d’une fonction continue et périodique de période 1 sur R,
donc d’après le théorème de Weierstrass trigonométrique, f est la limite uniforme de polynômes
trigonométriques. Or par linéarité, comme pour tout k P N˚, limnÑ`8

1
n

řn
j“1 e

2iπkuj “ 0 “
ş1
0 fk

et que pour k “ 0 et f0 : t ÞÑ 1 on a encore limnÑ`8
1
n

řn
j“1 e

2iπ0uj “ 1 “
ş1
0 f0 et qu’en passant

aux complexes conjugués (les uj sont réels) la propriété reste vraie pour les k P Z´, alors pour
tout polynôme trigonométrique p on obtient encore limnÑ`8

1
n

řn
j“1 ppujq “

ş1
0 pptqdt. On conclut

par limite uniforme comme précédemment.
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‚ Si f une fonction continue sur r0, 1s à valeurs réelles avec fp0q ‰ fp1q, alors pour tout ε ą 0
il existe des fonctions g et h continues sur r0, 1s, vérifiant gp0q “ gp1q et hp0q “ hp1q, telles que
g 6 f 6 h et

ş1
0ph´ gq 6 ε. Alors il existe un rang N tel que pour tout n > N ,

´2ε 6
ż 1

0
g ´

ż 1

0
h´ ε 6

ż 1

0
g ´

1

n

n
ÿ

j“1

hpujq 6
ż 1

0
f ´

1

n

n
ÿ

j“1

fpujq

6
ż 1

0
h´

1

n

n
ÿ

j“1

gpujq 6
ż 1

0
h´

ż 1

0
g ` ε 6 2ε,

ce qui permet de conclure que l’on a encore limnÑ`8
1
n

řn
j“1 fpujq “

ş1
0 f .

‚ Enfin, si f est continue sur r0, 1s à valeurs complexes ce qui précède montre que le résultat est
valable pour sa partie réelle et sa partie imaginaire, donc on a bien encore

lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

j“1

fpujq “

ż 1

0
f.

(ii) Soit ra, bs Ă r0, 1s et soit f “ 1ra,bs. Si a ă b, pour tout ε ą 0 tel que ε ă b ´ a, on peut
prendre par exemple h nulle sur

“

0,max
`

a´ ε
2 , 0

˘‰

, affine sur
“

max
`

a´ ε
2 , 0

˘

, a
‰

, égale à f sur
ra, bs, affine sur

“

b,min
`

b` ε
2 , 1

˘‰

et nulle sur
“

min
`

b` ε
2 , 1

˘

, 1
‰

et g nulle sur r0, as, affine sur
“

a, a` ε
2

‰

, égale à f sur
“

a` ε
2 , b´

ε
2

‰

, affine sur
“

b´ ε
2 , b

‰

et nulle sur rb, 1s. Les fonctions g et h
sont alors bien continues sur r0, 1s, vérifient g 6 f 6 h sur r0, 1s et

ş1
0ph´gq 6 ε. Et si a “ b, il suffit

de prendre g nulle sur r0, 1s et h nulle sur
“

0,max
`

a´ ε
2 , 0

˘‰

, affine sur
“

max
`

a´ ε
2 , 0

˘

, a
‰

, égale
à 1 en a, affine sur

“

a,min
`

a` ε
2 , 1

˘‰

et nulle sur
“

min
`

a` ε
2 , 1

˘

, 1
‰

. On conclut alors comme en
1)a) que limnÑ`8

1
n

řn
j“1 fpujq “ b´ a.

d) Si α P RzQ alors la suite pujqjPN˚ définie par : pour tout j P N˚, uj “ jα ´ tjαu est bien une
suite de réels dans r0, 1s et vérifie pour tout k P N˚, e2iπkα ‰ 1 donc

ˇ

ˇ

1

n

n
ÿ

j“1

e2iπkuj
ˇ

ˇ “
1

n

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

e2iπkjα
ˇ

ˇ “
1

n

ˇ

ˇ

ˇ
e2iπkα

ˆ

1´ e2iπknα

1´ e2iπkα

˙

ˇ

ˇ

ˇ
6

1

n

2

|1´ e2iπkα|
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0

donc pujqjPN˚ est équidistribuée dans r0, 1s d’après le critère précédent.

2)a)Si ν est uniforme sur r0, 1s alors pour tout k P N˚, EpZkq “
ş1
0 e

2ikπtdt “ 1
2ikπ

`

e2ikπ ´ e0
˘

“ 0.

b) (i) Pour tout k P N˚, puisque les variables aléatoires Θj sont indépendantes et identiquement
distribuées, il en est de même (lemme des coalitions) pour les variables e2iπkΘj ; de plus, par la
question précédente, ces variables admettent pour espérance 0. La loi forte des grands nombres
rappelée en début d’énoncé entraîne que 1

n

řn
j“1 e

2iπkΘj tend presque sûrement vers 0 lorsque n
tend vers `8.

(ii) Ceci signifie que pour tout k P N˚, il existe un sous-ensemble Ω1k de Ω vérifiant PpΩ1kq “ 1 tel
que pour tout P Ω1k,

1
n

řn
j“1 e

2iπkΘjpωq tend vers 0 lorsque n tend vers `8. Soit Ω1 “
Ş

kPN˚ Ω1k.
Le complémentaire Ω1 de Ω1 est de probabilité nulle puisque

PpΩ1q “ P

˜

ď

kPN˚

Ω1k

¸

6
ÿ

kPN˚

PpΩ1kq “ 0

Donc PpΩ1q “ 1 et d’après ce qui précède, pour tout ω P Ω1, pour tout k P N˚, 1
n

řn
j“1 e

2iπkΘjpωq

tend vers 0 lorsque n tend vers `8.
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D’après le critère de Weyl, ceci implique que pour tout ω P Ω1, la suite pΘjpωqqjPN˚ est équidis-
tribuée dans r0, 1s et donc que pour tout ω P Ω1, pour tout pa, bq P r0, 1s2 tel que a 6 b,

lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

j“1

1ra,bspΘjpωqq “ b´ a.

(iii) Pour pa, bq P r0, 1s2, a 6 b fixés, pour tout j P N˚, pour tout ω P Ω, 1ra,bspΘjqpωq “ 1 si Θjpωq
est dans ra, bs et 1ra,bspΘjqpωq “ 0 sinon : 1ra,bspΘjq est donc une variable de Bernoulli, dont
le paramètre est égal à la probabilité que Θj soit dans ra, bs, c’est-à-dire, d’après les hypothèses
de l’énoncé, νpra, bsq. Autrement dit (le paramètre d’une Bernoulli étant égal à l’espérance)
Ep1ra,bspΘjqq “ νpra, bsq.

Comme les variables 1ra,bspΘjq sont indépendantes (coalitions) et identiquement distribuées, a
loi forte des grands nombres implique que 1

n

řn
j“1 1ra,bspΘjq tend presque sûrement vers νpra, bsq

lorsque n tend vers `8. Il existe donc un sous-ensemble Ω2 de Ω vérifiant PpΩ2q “ 1 tel que pour
tout ω P Ω2, limnÑ`8

1
n

řn
j“1 1ra,bspΘjqpωq “ νpra, bsq.

On remarque alors que Ω1XΩ2 ‰ H (sinon, on aurait PpΩ1YΩ2q “ PpΩ1q`PpΩ2q “ 2...) et que
pour ω P Ω1 X Ω2, on a simultanément

lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

j“1

1ra,bspΘjpωqq “ b´ a

et

lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

j“1

1ra,bspΘjqpωq “ νpra, bsq

d’où νpra, bsq “ b´ a. Ceci achève de prouver que ν est uniforme sur r0, 1s.

3)a)Pour tout k P N, |ak| “
ˇ

ˇEpZk`1q
ˇ

ˇ 6 Ep|Zk`1|q (propriété de l’espérance) et comme |Zk`1| “ 1

(variable constante), on a bien |ak| 6 1. On en déduit que, pour tout z P B1, la série
ř`8
k“0 āk|z|

k

converge et par conséquent, la fonction f : z ÞÑ ´
ř`8
k“0 ākz

k est bien définie sur la boule unité
ouverte B1. Et même mieux, f est holomorphe sur B1 puisque ce qui précède prouve que le rayon de
convergence de la série entière définissant f est supérieur ou égal à 1 et qu’une fonction somme de
série entière est holomorphe sur son disque (ouvert) de convergence. Or, f est non identiquement
nulle car on a supposé µ non uniforme et donc les ak ne sont pas tous nuls. Ceci implique (voir les
justifications en II-2)d)(i)) que pour tout r Ps0, 1r, f admet un nombre fini Nr de zéros dans Dr.

b) (i) Soit n P N˚. Déjà, pour tout z P B1, pour tout ω P Ω, pour tout j P rr1, nss, Zjpωq est de
module 1 donc Zjpωq ‰ z et donc Vnpzq est bien défini et

Vnpzq “
P 1npzq

nPnpzq
“

n
ř

j“1

ś

k‰j
pz ´ Zkq

n
n
ś

k“1
pz ´ Zkq

“
1

n

n
ÿ

j“1

1

z ´ Zj
.

Il s’ensuit que

Vnpzq “
1

n

n
ÿ

j“1

1

z ´ e2iπΘj
“

1

n

n
ÿ

j“1

e´2iπΘj

ze´2iπΘj ´ 1
“ ´

1

n

n
ÿ

j“1

e´2iπΘj
`8
ÿ

k“0

pze´2iπΘj qk

(somme de série géométrique convergente, pour tout ω P Ω) et en arrangeant un peu (somme finie
de séries convergentes) : Vnpzq “ ´

ř`8
k“0

´

1
n

řn
j“1 Z̄

k`1
j

¯

zk.
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(ii) D’après la loi forte des grands nombres, pour tout k P N, 1
n

řn
j“1 Z̄

k`1
j tend presque sûrement

vers ak lorsque n tend vers `8. Il existe donc un sous-ensemble Ω1k de Ω tel que PpΩ1kq “ 1
et pour tout ω P Ω1k, limnÑ`8

1
n

řn
j“1 Z̄

k`1
j pωq “ ak et en définissant comme précédemment

Ω1 “
Ş

kPN˚ Ω1k on a PpΩ1q “ 1 et pour tout ω P Ω1, pour tout k P N,

lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

j“1

Z̄k`1
j pωq “ ak

Soit alors ω P Ω1. Pour tout K compact de B1, il existe r Ps0, 1r tel que K Ă Br. Ainsi, pour tout
z P K, |Vnpzqpωq ´ fpzq| 6

ř`8
k“0

ˇ

ˇ

1
n

řn
j“1 Z̄

k`1
j pωq ´ āk

ˇ

ˇrk (série convergente puisque |r| ă 1 et
pour tout k P N,

ˇ

ˇ

1
n

řn
j“1 Z̄

k`1
j pωq ´ āk

ˇ

ˇ 6 1
n

řn
j“1 1` 1 “ 2).

Soit alors ε ą 0. Il existe k0 P N tel que
ř`8
k“k0`1 r

k ă ε
4 (reste de série convergente) d’où

ř`8
k“k0`1

ˇ

ˇ

1
n

řn
j“1 Z̄

k`1
j pωq´āk

ˇ

ˇrk ă ε
2 . Et pour tout k P rr0, k0ss, comme limnÑ`8

1
n

řn
j“1 Z̄

k`1
j pωq “

āk, il existe un Nk tel que pour tout n > Nk,

ˇ

ˇ

1

n

n
ÿ

j“1

Z̄k`1
j pωq ´ ak

ˇ

ˇ ă
ε

2
p1´ rq.

En choisissant N “ maxpN0, ..., Nk0q, on a alors pour tout n > N , pour tout z P K,

|Vnpzqpωq ´ fpzq| ă
ε

2
p1´ rq

k0
ÿ

k“0

rk `
ε

2
ă
ε

2
`
ε

2
“ ε.

Ce qui précède prouve que Vnpzqpωq tend vers fpzq uniformément sur tout compact de B1 lorsque
n tend vers `8.

c) (i) La fonction f ne s’annule pas sur Cr et est continue sur Cr (car holomorphe) donc, Cr étant
un compact, |f | y admet un minimum strictement positif m. Et comme ω P Ω1, Vnpzqpωq tend
vers fpzq uniformément sur Cr. Il existe donc un N P N˚ tel que pour tout n > N et tout z P Cr,
|Vnpzqpωq ´ fpzq| ă m 6 |fpzq|.

Ou encore : pour tout n > N et tout z P Cr,
ˇ

ˇ

Vnpzqpωq
fpzq ´ 1

ˇ

ˇ ă 1. Ceci implique que Vnpzqpωq
fpzq R R´

car si Vnpzqpωqfpzq P R´, alors on aurait
ˇ

ˇ

Vnpzqpωq
fpzq ´ 1

ˇ

ˇ “ 1´ Vnpzqpωq
fpzq > 1.

Ainsi, l’image de Cr par ψ : z ÞÑ Vnpzqpωq
fpzq est incluse dans CzR´. Soit ln une détermination du

logarithme complexe sur CzR´ ; z ÞÑ lnψpzq est alors une primitive de ψ1

ψ sur Cr et donc
ż

Cr

ψ1

ψ
“ 0 “

ż

Cr

ˆ

V 1npzqpωq

Vnpzqpωq
´
f 1pzq

fpzq

˙

dλpzq

(ii) Si h est une fonction holomorphe au voisinage d’un point a P C et possède un zéro d’ordre
m P N˚ en a alors h est de la forme z ÞÑ pz ´ aqmgpzq où g est holomorphe et ne s’annule pas au
voisinage de a (les zéros de h étant isolés). On a alors h1pzq “ mpz ´ aqm´1gpzq ` pz ´ aqmg1pzq

d’où h1pzq
hpzq “

m
z´a `

g1pzq
gpzq “

m
z´a ` ϕpzq où ϕ “

g1

g est bien holomorphe au voisinage de a.

(iii) La fonction f est holomorphe sur Br : en notant a1, ..., ap ses zéros dans Br et m1, ...,mp leurs
multiplicités respectives, fpzq est de la forme (avec la convention que le produit est égal à 1 i.e.
fpzq “ gpzq si f n’admet pas de zéro dans Br)

śp
k“1pz ´ akq

mkgpzq où g est holomorphe et ne
s’annule pas sur un voisinage de Dr (car f ne s’annule pas sur Cr). Alors f 1pzq

fpzq “
řp
k“1

mk
z´ak

`
g1pzq
gpzq

(cf. la question précédente) d’où en utilisant le théorème de Cauchy : 1
2πi

ş

Cr
f 1pzq
fpzq “

řp
k“1mk`0

(puisque g1

g n’a pas de pôles dans Dr).

c© www.devenirenseignant.gouv.fr page 48

www.devenirenseignant.gouv.fr


Agrégation externe de mathématiques

Ainsi, 1
2πi

ş

Cr
f 1pzq
fpzq est bien égale au nombre Nr de zéros (comptés avec leur multiplicité) de f

situés dans la boule ouverte Br.
Or, d’après ce qui précède, pour tout n > N , on a

ş

Cr
V 1npzqpωq
Vnpzqpωq

dλpzq “
ş

Cr
f 1pzq
fpzq dλpzq. Avec le même

raisonnement (et puisque z ÞÑ Vnpzqpωq vérifie les mêmes propriétés que f sur Dr), pour tout
n > N , z ÞÑ Vnpzqpωq admet exactement Nr zéros (comptés avec leur multiplicité) dans Br.

d)Soit alors K un compact inclus dans B1. Il existe un r Ps0, 1r tel que K Ă Br (sinon, on pourrait
contruire une suite d’éléments de K convergeant sur C1 ce qui contredirait le fait que K est inclus
dans B1) et f ne s’annule pas sur Cr (car f possède un nombre fini de zéros dans tout disque
fermé inclus dans B1 : si pour tout r1 P rr, 1r, f s’annulait sur Cr1 on aurait une infinité de zéros
par exemple dans le disque D 1`r

2
; quitte à prendre r un peu plus grand, on peut donc le choisir

tel que f ne s’annule pas sur Cr).
On reprend les notations et les résultats de la question précédente. Comme z ÞÑ Pnpzqpωq ne
s’annule que sur le cercle unité, z ÞÑ P 1npzqpωq a exactement le même nombre de zéros que z ÞÑ
Vnpzqpωq dans Br donc z ÞÑ P 1npzqpωq a un nombre constant Nr de zéros dans Br pour tout n > N ,
et donc au plus Nr zéros dans K pour tout n > N . Par conséquent, ζpP 1nqpωqpKq tend vers 0
lorsque n tend vers `8. Ceci étant vrai pour tout ω P Ω1, ceci prouve que ζpP 1nqpKq tend presque
sûrement vers 0 pour tout compact K inclus dans B1.

VI - Points critiques de polynômes aléatoires aux racines identiquement distribuées - Cas
général

A. Un théorème de convergence dominée (et une première convergence en probabilité)
Dans toute la suite, on fixe ε un réel strictement positif.

1)a) (i) Soit M ą 0. On a, pour tout n > Np,
ż

X
|fnp., xq|

1`δdνpxq “

ż

X
|fnp., xq|

1`δ1|fnp.,xq|ăMdνpxq `

ż

X
|fnp., xq|

1`δ1|fnp.,xq|>Mdνpxq

>
ż

X
|fnp., xq|

1`δ1|fnp.,xq|>Mdνpxq

> M δ

ż

X
|fnp., xq|1|fnp.,xq|>Mdνpxq

> M δ
ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1|fnp.,xq|>Mdνpxq

ˇ

ˇ

ˇ
.

Par conséquent, on a l’inclusion
„
ż

X
|fnp., xq|

1`δdνpxq > Cp



Ą

„

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1|fnp.,xq|>Mdνpxq

ˇ

ˇ

ˇ
>

Cp
M δ



.

On en déduit

P

ˆ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1|fnp.,xq|>Mdνpxq

ˇ

ˇ >
Cp
M δ

˙

6 P

ˆ
ż

X
|fnp., xq|

1`δdνpxq > Cp

˙

ă
1

p
.

Ainsi, on a bien, pour tout M ą 0, pour tout n > Np,

P

ˆ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1|fnp.,xq|>Mdνpxq

ˇ

ˇ >
Cp
M δ

˙

ă
1

p
.

(ii) Soit alors Mp ą 0 tel que Cp
Mδ
p
“ ε (un tel nombre existe puisque δ ą 0). On a, pour cet Mp,

pour tout n > Np,
„

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1|fnp.,xq|>Mp

dνpxq
ˇ

ˇ > ε



Ă

„

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1|fnp.,xq|>Mp

dνpxq
ˇ

ˇ >
Cp
M δ
p



c© www.devenirenseignant.gouv.fr page 49

www.devenirenseignant.gouv.fr


Agrégation externe de mathématiques

et donc, pour tout n > Np, P
`ˇ

ˇ

ş

X fnp., xq1|fnp.,xq|>Mp
dνpxq

ˇ

ˇ > ε
˘

ă 1
p .

b) (i) Par hypothèse,

ν

ˆ"

x P X : lim
nÑ`8

Pp|fnp., xq| > εq “ 0

*˙

“ 1

donc avec X 1 “ tx P X : limnÑ`8Pp|fnp., xq| > εq “ 0u, comme
ż

X
Pp|fnp., xq| > εqdνpxq “

ż

X 1
Pp|fnp., xq| > εqdνpxq `

ż

XzX 1
Pp|fnp., xq| > εqdνpxq

“

ż

X 1
Pp|fnp., xq| > εqdνpxq

on obtient par théorème de convergence dominée (une probabilité étant majorée par 1) que

lim
nÑ`8

ż

X
Pp|fnp., xq| > εqdνpxq “ 0.

(ii) Le théorème de Fubini permet d’écrire

E

ˆ
ż

X
1|fnp.,xq|>εdνpxq

˙

“

ż

X
E
`

1|fnp.,xq|>ε
˘

dνpxq “

ż

X
Pp|fnp., xq| > εqdνpxq

donc on a bien : limnÑ`8E
`ş

X 1|fnp.,xq|>εdνpxq
˘

“ 0.

(iii) Avec l’inégalité de Markov (la variable
ş

X 1|fnp.,xq|>εdνpxq étant bien positive et admettant
une espérance), on obtient

P

ˆ
ż

X
1|fnp.,xq|>εdνpxq >

ε

M

˙

6M

E

ˆ
ż

X
1|fnp.,xq|>εdνpxq

˙

ε
.

Avec ce qui précède, on en conclut limnÑ`8P
`ş

X 1|fnp.,xq|>εdνpxq >
ε
M

˘

“ 0.

(iv) On a par inégalités triangulaires et quitte à choisir M ą ε
2 :

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1|fnp.,xq|ăMdνpxq

ˇ

ˇ

ˇ
6

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1 ε

2
6|fnp.,xq ăM |dνpxq

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1|fnp.,xq|ă ε

2
dνpxq

ˇ

ˇ

ˇ
,

puisque ν est une mesure de probabilité, avec
ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1 ε

2
6|fnp.,xq ăM |dνpxq

ˇ

ˇ

ˇ
6M

ż

X
1 ε

2
6|fnp.,xq ăM |dνpxq 6M

ż

X
1 ε

2
6|fnp.,xq|dνpxq.

On a donc

P

ˆ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1 ε

2
6|fnp.,xq ăM |dνpxq

ˇ

ˇ >
ε

2

˙

6 P

ˆ
ż

X
1|fnp.,xq|> ε

2
dνpxq >

ε

2M

˙

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

D’autre part, on a P
´

ˇ

ˇ

ş

X fnp., xq1|fnp.,xq|ă ε
2
dνpxq

ˇ

ˇ > ε
2

¯

“ 0. Comme par inégalités triangulaires,
on a

P

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1|fnp.,xq|ăMdνpxq

ˇ

ˇ

ˇ
> ε

˙

6 P

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1 ε

2
6|fnp.,xq ăM |dνpxq

ˇ

ˇ

ˇ
>
ε

2

˙

`P

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fnp., xq1|fnp.,xq|ă ε

2
dνpxq

ˇ

ˇ

ˇ
>
ε

2

˙

,
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on en déduit que, pour M ą ε
2 , limnÑ`8P

`ˇ

ˇ

ş

X fnp., xq1|fnp.,xq|ăMdνpxq
ˇ

ˇ > ε
˘

“ 0. Par ailleurs,
si M 6 ε

2 , on a directement pour tout n P N, P
`
ˇ

ˇ

ş

X fnp., xq1|fnp.,xq|ăMdνpxq
ˇ

ˇ > ε
˘

“ 0. Par
conséquent, pour tout M ą 0, on a bien limnÑ`8P

`
ˇ

ˇ

ş

X fnp., xq1|fnp.,xq|ăMdνpxq
ˇ

ˇ > ε
˘

“ 0.

c) Ainsi, d’après ce qui précède : pour ε ą 0 fixé, pour tout p P N˚, il existe un Mp ą 0 et un
Np P N tels que pour tout n > Np, P

`ˇ

ˇ

ş

X fnp., xq1|fnp.,xq|>Mp
dνpxq

ˇ

ˇ > ε
˘

ă 1
p . De plus, pour cet

Mp, limnÑ`8P
`ˇ

ˇ

ş

X fnp., xq1|fnp.,xq|ăMp
dνpxq

ˇ

ˇ > ε
˘

“ 0, donc il existe Ñp > Np tel que pour tout
n > Ñp, P

`
ˇ

ˇ

ş

X fnp., xq1|fnp.,xq|ăMp
dνpxq

ˇ

ˇ > ε
˘

ă 1
p . Par inégalité triangulaire, on obtient alors,

pour tout n > Ñp, P
`ˇ

ˇ

ş

X fnp., xqdνpxq
ˇ

ˇ > 2ε
˘

ă 2
p . Ceci prouve (quitte à changer 2ε en ε) que

limnÑ`8P
`
ˇ

ˇ

ş

X fnp., xqdνpxq
ˇ

ˇ > ε
˘

“ 0 et donc que
`ş

X fnp., xqdνpxq
˘

nPN
converge en probabilité

vers 0.

2) Dans le cas où ν est une mesure positive finie quelconque, il suffit d’appliquer ce qui précède à
ν̃ “ ν

νpXq et le résultat s’ensuit.

B. Application (et seconde convergence en probabilité)

Soit R P R˚`.

1) Soit n P N˚ et ω P Ω fixé. On note x1,n, ..., xkn,n les zéros de Pnpωq situés dans DR et y1,n, ..., y`n,n
les zéros de P 1npωq situés dans DR (on a donc kn P r0, nss et `n P rr0, n´ 1ss).

a) D’après IV-3), on a bien, pour tout z “ ρeiθ P BRz tx1,n, ..., xkn,n, y1,n, ..., y`n,nu,

lnp|Lnpzq|q “ Inpz,Rq `
`n
ÿ

i“1

ln
`ˇ

ˇ

Rpz ´ yi,nq

R2 ´ ȳi,nz

`ˇ

ˇ´

kn
ÿ

j“1

ln
`ˇ

ˇ

Rpz ´ xj,nq

R2 ´ x̄j,nz

ˇ

ˇ

˘

où on a noté : Inpz,Rq “ 1
2π

ş2π
0 PRpρ, θ ´ tq lnp|LnpRe

itq|qdt.

b)En se servant deux fois de I-1), on obtient :

1

n2
ln2p|Lnpzq|q 6

3

n2
Inpz,Rq

2 `
3`n
n2

`n
ÿ

i“1

ln2
`ˇ

ˇ

Rpz ´ yi,nq

R2 ´ ȳi,nz

ˇ

ˇ

˘

`
3kn
n2

kn
ÿ

j“1

ln2
`ˇ

ˇ

Rpz ´ xj,nq

R2 ´ x̄j,nz

ˇ

ˇ

˘

.

2) Soit n P N˚ et r Ps0, Rr.

a) Par continuité de pρ, τq ÞÑ PRpρ, τq sur r0, rs ˆ r0, 2πs (compact), il existe bien une constante
Mpr,Rq ą 1 telle que pour tout z “ ρeiθ P Br et tout t P r0, 2πs, 1

Mpr,Rq ă PRpρ, θ´ tq ăMpr,Rq.

b)On utilise alors I-3) pour obtenir : ln`p|LnpRe
itq|q 6

řn
k“1 ln´p|Re

it ´ Zk|q ` lnn.

c) On remarque déjà que si z R tρeiθ { ρ P rR ´ 1, R ` 1s et θ P r0, 2πsu, pour tout t P r0, 2πs,
ln´p|Re

it ´ z|q “ 0. Ensuite, pour z “ ρeiθ,
ş2π
0 ln´p|Re

it ´ z|qdt “
ş2π
0 ln´p|Re

it ´ ρ|qdt donc

sup
zPC

ż 2π

0
ln´p|Re

it ´ z|qdt “ sup
ρPrR´1,R`1s

ż 2π

0
max

`

´ lnp|Reit ´ ρ|q, 0
˘

dt.

Il suffit maintenant d’étudier ρ ÞÑ ´ lnp|Reit ´ ρ|q et de remarquer que cette fonction atteint son
maximum en ρ “ R cos t. Par conséquent (on a bien lnp| sin t|q intégrable sur r0, 2πs...), pour tout
ρ P rR´ 1, R` 1s, on a

ż 2π

0
max

`

´ lnpq|Reit ´ ρ|q, 0
˘

dt 6
ż 2π

0
max p´2 lnpR| sin t|q, 0q dt,
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donc en posant

CpRq “

ż 2π

0
max p´2 lnpR| sin t|q, 0q dt` 1

on a bien : sup
zPC

ş2π
0 ln´p|Re

it ´ z|qdt ă CpRq.

d)On en déduit que pour tout n P N˚ et pour tout z “ ρeiθ P Br,

Inpz,Rq 6
Mpr,Rq

2π

ż 2π

0
ln`p|LnpRe

itq|qdt 6
Mpr,Rq

2π

˜

n
ÿ

k“1

ż 2π

0
ln´p|Re

it ´ Zk|qdt` 2π lnn

¸

.

Il s’ensuit que

Inpz,Rq 6
Mpr,Rq

2π

ż 2π

0
ln`p|LnpRe

itq|qdt 6
n

2π
Mpr,RqCpRq `Mpr,Rq lnn.

Ainsi, 1
nInpz,Rq 6Mpr,RqCpRq`Mpr,Rq lnn

n et comme x ÞÑ lnx
x est bornée sur r1,`8r, il existe

une constante K telle que 1
nInpz,Rq 6Mpr,RqCpRq `KMpr,Rq, et ce, pour tout z P Br. On en

déduit l’existence d’une constante B1pr,Rq “Mpr,RqCpRq `KMpr,Rq telle que

sup
zPBr

1

n
Inpz,Rq 6 B1pr,Rq

3)a)En appliquant le théorème de Fubini, on obtient
ż

C

ˆ
ż

C

1|y´z|ă1

|y ´ z|
dµpyq

˙

dλpzq “

ż

C

ˆ
ż

C

1|y´z|ă1

|y ´ z|
dλpzq

˙

dµpyq “ 2π

car pour tout z P C,
ż

C

1|y´z|ă1

|y ´ z|
dλpzq “

ż

B1

1

|z|
dλpzq “

ż 2π

0

ż 1

0

1

r
rdrdθ “ 2π

et µ est une mesure de probabilité.

b)On a
ż

C

dµpyq

|y ´ z|
“

ż

C

1|y´z|ă1

|y ´ z|
dµpyq `

ż

C

1|y´z|>1

|y ´ z|
dµpyq 6

ż

C

1|y´z|ă1

|y ´ z|
dµpyq ` 1

et
λ

ˆ

z P C :

ż

C

1|y´z|ă1

|y ´ z|
dµpyq “ `8

˙

“ 0

d’après la question précédente, d’où a fortiori λpAq “ 0.

4) On suppose 0 R A.

a) On remarque que h : z ÞÑ ln´p|
z
R |q ´ ln´p|z|q est bornée (facile), et nulle en dehors de la boule

centrée en z “ 0 de rayon maxp1, Rq donc EphpZ1qq est finie. De plus, par hypothèse 0 R A donc
ş

C
dµpyq
|y| ă `8 et, comme ´ lnp|z|q “

0
o
´

1
|z|

¯

, on en déduit que E pln´p|Z1|qq “ ´
ş

D1
lnp|z|qdµpzq

est finie. Ceci prouve que ´E
`

ln´
`
ˇ

ˇ

Z1
R

ˇ

ˇ

˘˘

est également finie.

De plus, par définition, 1
n

řkn
j“1 ln

`ˇ

ˇ

xj,n
R

ˇ

ˇ

˘

“ ´ 1
n

řkn
j“1 ln´

`ˇ

ˇ

Zj
R

ˇ

ˇ

˘

; par la loi forte des grands
nombres, les variables ln´

`ˇ

ˇ

Z1
R

ˇ

ˇ

˘

étant indépendantes (coalitions), identiquement distribuées et
admettant toutes pour espérance E

`

ln´
`
ˇ

ˇ

Z1
R

ˇ

ˇ

˘˘

, on en déduit que

1

n

kn
ÿ

j“1

ln
`ˇ

ˇ

xj,n
R

ˇ

ˇ

˘

“ ´
1

n

kn
ÿ

j“1

ln´
`ˇ

ˇ

Zj
R

ˇ

ˇ

˘
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tend presque sûrement vers ´E
`

ln´
`ˇ

ˇ

Z1
R

ˇ

ˇ

˘˘

lorsque n tend vers `8.

b)On écrit la formule de Poisson-Jensen en z “ 0 et on divise par n P N˚ pour obtenir

1

n
Inp0, Rq “

1

n
ln
`
ˇ

ˇLnp0q
ˇ

ˇ

˘

´
1

n

`n
ÿ

i“1

ln
`
ˇ

ˇ

yi,n
R

ˇ

ˇ

˘

`
1

n

kn
ÿ

j“1

ln
`
ˇ

ˇ

xj,n
R

ˇ

ˇ

˘

.

On a 1
n

ř`n
i“1 ln

`
ˇ

ˇ

yi,n
R

ˇ

ˇ

˘

6 0 par définition des yi,n donc 1
nInp0, Rq >

1
n ln

`
ˇ

ˇLnp0q
ˇ

ˇ

˘

` 1
n

řkn
j“1 ln

`
ˇ

ˇ

xj,n
R

ˇ

ˇ

˘

.

De plus, on a admis que (z “ 0 n’étant pas dans A) 1
n lnp|Lnp0q|q convergeait en probabilité vers 0.

Donc en posant DpRq “ E
`

ln´
`ˇ

ˇ

Z1
R

ˇ

ˇ

˘˘

` 1, on a bien DpRq > 0 et

lim
nÑ`8

P

ˆ

1

n
Inp0, Rq 6 ´DpRq

˙

“ 0.

c) Dans le cas général, soit a R A (il en existe un...) : on se ramène au cas précédent en posant
Yk “ Zk ´ a.

5)a)Pour tout n P N˚ et tout z P Br, on a

Inpz,Rq “
1

2π

ż 2π

0
PRpρ, θ ´ tq lnp|LnpRe

itq|qdt

“
1

2π

ż 2π

0
PRpρ, θ ´ tq ln`p|LnpRe

itq|qdt´
1

2π

ż 2π

0
PRpρ, θ ´ tq ln´p|LnpRe

itq|qdt.

En utilisant VI B-2)a) et ln` et ln´ fonctions positives, il vient

2π

n
Inpz,Rq >

1

Mpr,Rq

ż 2π

0

1

n
ln`p|LnpRe

itq|qdt´Mpr,Rq

ż 2π

0

1

n
ln´p|LnpRe

itq|qdt.

Puis, en utilisant

Inp0, Rq “
1

2π

ż 2π

0
lnp|LnpRe

itq|qdt “
1

2π

ż 2π

0
ln`p|LnpRe

itq|qdt´
1

2π

ż 2π

0
ln´p|LnpRe

itq|qdt

on obtient

´Mpr,Rq

ż 2π

0

1

n
ln´p|LnpRe

itq|qdt “Mpr,Rq
2π

n

ˆ

Inp0, Rq ´
1

2π

ż 2π

0
ln`p|LnpRe

itq|qdt

˙

.

On en déduit

2π

n
Inpz,Rq >

2πMpr,Rq

n
Inp0, Rq ´

ˆ

Mpr,Rq ´
1

Mpr,Rq

˙
ż 2π

0

1

n
ln`p|LnpRe

itq|qdt.

b)Avec VI-B.2)d), on obtient
ż 2π

0

1

n
ln`p|LnpRe

itq|qdt 6 CpRq `
2π

n
lnn 6 CpRq `

2π

e
.

Ainsi, pour tout z P Br, on a

2π

n
Inpz,Rq >

2πMpr,Rq

n
Inp0, Rq ´

ˆ

Mpr,Rq ´
1

Mpr,Rq

˙ˆ

CpRq `
2π

e

˙

.
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Par conséquent, il vient

P

ˆ

1

n
Inpz,Rq 6 ´B2pr,Rq

˙

6 P

ˆ

1

n
Inp0, Rq 6 ´DpRq

˙

en posant

B2pr,Rq “Mpr,Rq

„

DpRq `

ˆ

Mpr,Rq ´
1

Mpr,Rq

˙ˆ

CpRq `
2π

e

˙

ą 0.

Comme ceci est valable pour tout z P Br, et comme limnÑ`8P
`

1
nInp0, Rq 6 ´DpRq

˘

“ 0, on a
alors bien

lim
nÑ`8

P

ˆ

inf
zPBr

1

n
Inpz,Rq 6 ´B2pr,Rq

˙

“ 0.

6) D’après ce qui précède, pour tout z P Br,

lim
nÑ`8

P

ˆ

3

n2

ż

Br
Inpz,Rq

2dλpzq ą 6πr max
`

B1pr,Rq
2, B2pr,Rq

2
˘

˙

“ 0

donc pour tout ε ą 0, il existe Cε “ 6πr max
`

B1pr,Rq
2, B2pr,Rq

2
˘

et un certain rang Nε à partir
duquel

P

ˆ

3

n2

ż

Br
Inpz,Rq

2dλpzq ą Cε

˙

ă ε.

Ceci signifie que 3
n2

ş

Br Inpz,Rq
2dλpzq est bornée en probabilité.

7)a)Comme 0 ă r ă R, py, zq ÞÑ ln2p|R2 ´ ȳz|q est majorée sur D2
r par une constante strictement

positive K en tant que fonction continue sur un compact et de plus, ln2 est localement intégrable
sur R`, on peut donc écrire, pour tout y P Br :

ż

Br
ln2

`ˇ

ˇ

Rpz ´ yq

R2 ´ ȳz

ˇ

ˇ

˘

dλpzq 6 2

ż

Br
ln2p|Rpz ´ yq|qdλpzq ` 4πrK

(puisque pA ´ Bq2 “ A2 ` B2 ´ 2AB et 2|AB| 6 A2 ` B2) et on peut décomposer, pour tout
ε ą 0,

ş

Br ln2p|Rpz ´ yq|qdλpzq en
ż

BrXBpy,εq
ln2 |Rpz ´ yq|dλpzq `

ż

BrzBpy,εq
ln2 |Rpz ´ yq|dλpzq

avec la seconde intégrale bornée par 2πrmaxpln2pRεq, ln2p2rRqq et la première intégrale infé-
rieure ou égale à

ş

Bpy,εq ln2 |Rpz´ yq|dλpzq “
ş

Bε ln2p|Rz|qdλpzq, constante indépendante de y. En
regroupant les morceaux, on en déduit l’existence d’une constante C1pr,Rq telle que

sup
yPBr

ż

Br
ln2

`ˇ

ˇ

Rpz ´ yq

R2 ´ ȳz

ˇ

ˇ

˘

dλpzq ă C1pr,Rq

b)On a, avec VI-B.1)b),

1

n2
ln2

`ˇ

ˇLnpzq
ˇ

ˇ

˘ 3

n2
Inpz,Rq

2 6
3`n
n2

`n
ÿ

i“1

ln2
`ˇ

ˇ

Rpz ´ yi,nq

R2 ´ ȳi,nz

ˇ

ˇ

˘

`
3kn
n2

kn
ÿ

j“1

ln2
`ˇ

ˇ

Rpz ´ xj,nq

R2 ´ x̄j,nz

ˇ

ˇ

˘

.

Il s’ensuit que

1

n2
ln2p|Lnpzq|q ´

3

n2
Inpz,Rq

2 6
3

n

`n
ÿ

i“1

ln2
`ˇ

ˇ

Rpz ´ yi,nq

R2 ´ ȳi,nz

ˇ

ˇ

˘

`
3

n

kn
ÿ

j“1

ln2
`ˇ

ˇ

Rpz ´ xj,nq

R2 ´ x̄j,nz

ˇ

ˇ

˘
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puisque kn et `n sont le nombre de racines respectivement de Pn et P 1n dans Br et ne dépassent
donc pas n. Ainsi,

ż

Br

ˆ

1

n2
ln2p|Lnpzq|q ´

3

n2
Inpz,Rq

2

˙

dλpzq

6
3

n

`n
ÿ

i“1

ż

Br
ln2

`ˇ

ˇ

Rpz ´ yi,nq

R2 ´ ȳi,nz

ˇ

ˇ

˘

dλpzq `
3

n

kn
ÿ

j“1

ż

Br
ln2

`ˇ

ˇ

Rpz ´ xj,nq

R2 ´ x̄j,nz

ˇ

ˇ

˘

dλpzq.

Avec ce qui précède, on en conclut que
ż

Br

ˆ

1

n2
ln2p|Lnpzq|q ´

3

n2
Inpz,Rq

2

˙

dλpzq 6 C2pr,Rq

en posant C2pr,Rq “ 6C1pr,Rq.

c) Comme 3
n2

ş

Br Inpz,Rq
2dλpzq est bornée en probabilité, on en déduit que 1

n2

ş

Br ln2p|Lnpzq|qdλpzq
est également bornée en probabilité : en effet, pour tout ε ą 0, il existe Cε et un certain rang Nε

tels que pour tout n > Nε,

P

ˆ

3

n2

ż

Br
Inpz,Rq

2dλpzq ą Cε

˙

ă ε

et on a, de plus,
ş

Br
1
n2 ln2p|Lnpzq|qdλpzq 6 C2pr,Rq`

3
n2

ş

Br Inpz,Rq
2dλpzq doncP

´

ş

Br
1
n2 ln2p|Lnpzq|qdλpzq ą Cε ` C2pr,Rq

¯

6

P
´

3
n2

ş

Br Inpz,Rq
2dλpzq ą Cε

¯

ă ε.

Ainsi, pour tout ε ą 0, il existe C̃ε “ Cε ` C2pr,Rq et un certain rang Nε tels que pour tout
n > Nε, P

´

ş

Br
1
n2 ln2p|Lnpzq|qdλpzq ą C̃ε

¯

ă ε. Et donc, 1
n2

ş

Br ln2p|Lnpzq|qdλpzq est bornée en
probabilité.

8) Si Ψ est une fonction continue et à support compact sur C et à valeurs réelles, on a, en prenant
pour pX,A, νq l’ensemble C muni de la mesure de Lebesgue et de la tribu borélienne usuelle, un
espace mesuré où ν “ λ est bien une mesure (positive) finie, pΩ,B,Pq l’espace probabilisé associé
au problème, et la suite de fonctions pfnqnPN définies sur ΩˆC et à valeurs dans R (muni de sa
tribu borélienne usuelle) par : fnp., zq “

`

1
n lnp|Lnpzq|q

˘

Ψpzq. Les propriétés suivantes sont alors
satisfaites :
‚ pour tout n P N, fn est B ˆA - mesurable.
‚ il existe δ “ 1 ą 0 pour lequel

ş

C |fnp., zq|
1`δdλpxq est bornée en probabilité (cette propriété

découle directement du 7)c) puisque Ψ est bornée sur C, étant continue à support compact, et
en choisissant r de manière à ce que le support de Ψ soit inclus dans Br)
‚ pour presque tout z P C, pfnp., zqqnPN converge en probabilité vers 0 (la multiplication par Ψpzq,
variable aléatoire constante, ne changeant rien à la convergence en probabilité vers 0).
Les hypothèses de la partie VI-A sont donc vérifiées : on peut conclure que la suite

ˆ

1

n

ż

C
plnp|Lnpzq|qqΨpzqdλpzq

˙

nPN˚

converge en probabilité vers 0.

C. Démonstration du résultat

1) Du II. 2)d)(iii) et de la définition de Lnpzq, on déduit immédiatement que pour toute fonction
de classe C8 à support compact dans C, et à valeurs dans R,

1

2πn

ż

C
plnp|Lnpzq|qq∆ϕpzqdλpzq “

1

n

ÿ

zPC : P 1npzq“0

ϕpzq ´
1

n

ÿ

zPC : Pnpzq“0

ϕpzq.
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2) Pour tout n P N˚, les zéros de Pn étant µ-identiquement distribués, on a par théorème de transfert
que pour tout k P rr1, N ss, EpϕpZkqq “

ş

C ϕ dµ et on conclut par la loi forte des grands nombres,
sachant que 1

n

ř

zPC : Pnpzq“0 ϕpzq “
1
n

řn
k“1 ϕpZkq :

1

n

ÿ

zPC : Pnpzq“0

ϕpzq

tend presque sûrement vers
ş

C ϕ dµ lorsque n tend vers `8.

3) Le terme de gauche de l’égalité du VI-C.1) converge en probabilité vers 0 d’après VI-B.8) (avec
Ψpzq “ 1

2π∆ϕpzq) donc avec le résultat de la question précédente, on a bien que 1
n

ř

zPC : P 1npzq“0 ϕpzq

converge en probabilité vers
ş

C ϕ dµ, ce qui est le résultat recherché.
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