Agrégation externe de mathématiques

Chapitre 4

Epreuve écrite d’analyse et probabilités

Le sujet est disponible a’'URL http://www.devenirenseignant.gouv.fr/cid137747/sujets-rapports-
des-jurys-agregation-2019.html ou sur le site agreg.org.

4.1 Commentaires sur I’épreuve écrite d’analyse et probabilités

La motivation du sujet d’Analyse et Probabilités 2019 provient de 'article 3] de Zakhar KABLUCHKO.
La démarche suivie permet d’aborder un large éventail de thémes au programme : probabilités, distribu-
tions, analyse réelle a une et plusieurs variables, analyse complexe... Les parties précédant la Partie V
ont pour but d’établir les différents résultats, souvent fort classiques, nécessaires a la démonstration
de I'énoncé principal. Aprés avoir abordé sous un angle relativement élémentaire les distributions en
dimension 1 puis 2, on revisite en parties III et IV le probléme de DIRICHLET sur le disque et la
formule de POISSON-JENSEN (voir par exemple |1] ot ces questions sont détaillées a destination d'un
public de master). La Partie V traite le probléme de la répartition des points critiques de polynoémes
aléatoires dans un cas particulier et s’appuie en particulier sur Uarticle |1]. Ici encore on revisite des
résultats classiques tels que le critére de WEYL ou encore le théoréme de ROUCHE (voir par exemple
[2, p. 12]). La Partie VI constitue I'aboutissement du sujet, avec la démonstration du résultat de
[3] : la mesure empirique des points critiques de polynémes aux racines aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées converge en probabilité vers la mesure commune aux racines.
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1) Remarques générales

e Les derniers rapports du jury avaient cherché & préciser et clarifier les attentes sur le chapitre
« distributions » du programme. Compte tenu de cet effort, on pouvait pronostiquer une incursion
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2)

3)

des sujets dans cette partie du programme. Il était tout a fait possible de traiter une grande partie
des questions correspondantes en n’en ayant que des notions trés élémentaires.

e Certains candidats ont perdu beaucoup de temps dans les deux premiéres parties, davantage
englués dans les aspects calculatoires que bloqués par les concepts, et n’ont pas cherché a aller
plus loin, alors que les parties III, IV et V comportaient des questions tout a fait abordables.

e Les théorémes centraux du chapitre « intégration » (convergence dominée, dérivation sous le
signe intégral) sont mal maitrisés. Le role et 'importance d’une hypothése de domination uni-
forme semble mal comprise. On trouve aussi beaucoup d’imprécisions sur la définition méme de
I'intégrabilité pour des fonctions dont le signe peut varier.

e Les récurrences étaient souvent trés mal rédigées, avec une grande confusion quant a la forma-
lisation des hypothéses d’hérédité.
o Il est trés appréciable que les candidats se montrent intellectuellement honnétes et ne cherchent

pas a abuser les correcteurs. Un recul critique sur les résultats obtenus, y compris lorsque la
émarche n’est pas aboutie, est souvent valorisé.
d he n’est boutie, est t val

e Les copies bien présentées et ayant une bonne qualité de rédaction, sans bluff, ont été valorisées.
De facon générale, peu de candidats ont fait ne serait-ce qu’un minimum d’effort de rédaction.
Mémes les premiéres questions étaient mal rédigées, avec des abréviations, des « il est trivial
que » péremptoires. L'identification fonction f / image f(z) est systématique sur la plupart des
copies. Un nombre non négligeable de candidats écrivent des formules sans mettre les parenthéses
nécessaires pour en préciser le sens. Le jury recommande fortement de numéroter correctement
et trés visiblement ces questions, & plus forte raison quand les questions sont abordées dans le
désordre, ce que les les candidats sont tout a fait libres de décider. Les candidats doivent bien étre
conscients que les correcteurs ne sont pas disposés & parcourir les copies comme un jeu de piste.
Enfin, on est en droit d’attendre qu’un mathématicien professionnel orthographie correctement
les noms « célébres » comme CAUCHY-SCHWARZ.

Partie 1

e La Partie I a été beaucoup abordée, mais de maniére surprenante la question sur l'inégalité
de MARKOV — un « classique » des chapitres « intégration » ou « probabilités »— a fait fuir une
part trés substantielle des candidats.

e Certains candidats ont passé un temps vraiment déraisonnable sur la question I-1) ou il suffisait
d’appliquer I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

e Peu de candidats ont traité la question sur l'inégalité de MARKOV. Une partie des points a été
accordée aux personnes démontrant 'inégalité uniquement dans le cas discret ou dans le cas a
densité. Certains candidats ne font pas la différence entre « positive » et « positive presque stre-
ment ». On a vu de trés grosses confusions, notamment beaucoup de candidats qui confondaient
les réels et les éléments de €.

e Beaucoup de confusion entre la convexité et la concavité. Certaines (parties de) courbes de la
fonction logarithme étaient fort étranges. Les courbes soignées et comportant quelques éléments
utiles (comme le tracé des demi-tangentes aux courbes en les points de non dérivabilité) ont été
valorisées.

e Des erreurs de logique inquiétantes ont été relevées (la négation de « tous les xj sont > 1 »
devenant « tous les xzx sont < 1 »...).
Partie II

e La Partie II a été abordée par plus de 1500 candidats, avec de bons résultats sur le 1)d). En
revanche la partie sur les fonctions harmoniques semble étonnamment faible.

e Les intégrations par parties sont souvent peu ou pas justifiées. L'intégrabilité de z — |z|¢"(z)
n’est également quasiment jamais justifiée.
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5)

6)

e Montrer que f est dans E ne consiste pas & montrer qu’elle admet un point de non-dérivabilité.

e Concernant les deux calculs de décomposition dans les questions II-1-c) (i) et (iv), on pouvait
attendre des candidats qu’ils vérifient que les solutions qu’ils proposent conviennent (et signalent
un probléme dans le cas contraire).

e Certains candidats ont passé un temps vraiment déraisonnable sur la question II-1)c)(ii).

e Le comportement singulier en 0 de la fonction logarithme réclamait davantage qu’évoquer la
continuité (ou méme le caractére C*) sur R¥ pour déduire I'intégrabilité locale sur R .

e Questions IT-2)b) (i) et IT-2)c)(iii) (convergence des intégrales) : un certain nombre de candidats
écrivent que €. tend vers R? lorsque € tend vers 0 (et donc I'intégrale sur . tend vers celle sur
R?), ce qui montre la méconnaissance profonde de ce qu’est une limite.

e La question II-2)c)(i) a souvent été mal traitée (la difficulté en (0,0) étant escamotée) ; la (ii)
a en revanche été plutot correctement traitée. les questions (iv) et (v) n’ont eu que peu de succeés.

e Question II-2)d)(i) : le théoréme des zéros isolés et les hypothéses associées n’étaient pas
toujours bien maitrisés.

e Les copies indiquant clairement que les calculs devaient étre compris au sens des distributions,
et faisant en sorte d’expliciter un minimum ce que cela signifiait, ont été valorisées.

Partie 111

e Bien que les candidats aient souvent tenté quelque chose, les résultats sont assez faibles en
Partie III. La III.2)a) est moins traitée et il y a une forte chute des effectifs apres IT1.2)c)

e Question ITI-1)a) : un nombre non négligeable de candidats ne maitrisent pas du tout les
théorémes de dérivation sous le signe somme.

e La question ITI-1)b)(i) a généralement été bien traitée, et a été fortement appréciée par les
candidats qui 'ont abordée.

e Question ITI-1)b)(ii) : la démonstration de I'uniforme continuité sur R a rarement été traitée de
maniére satisfaisante, avec des propriétés étranges sur 'uniforme continuité. Cependant, certains
candidats ont passé du temps sur cette partie de la question en essayant de la montrer précisément
(a 'aide d’inégalités des accroissements finis par exemple).

e Question ITI-2)a) : certains candidats oublient que g est a valeurs complexes... et manipulent
ainsi des inégalités entre complexes.

e Question ITI-2)b) : les questions (i), (iii) et (iv) ne posaient pas de grande difficulté et ont
été généralement bien traitées (sauf confusions entre réels et complexes). La question (ii) a été
en revanche trés peu réussie, les candidats se contentant généralement de démontrer la positivité
stricte du Laplacien de . sans parvenir & en faire quelque chose.

e Question ITI-2)c) : le cas g(zp) a souvent été oublié...

e Question ITI-2)d) : peu réussie, elle était pourtant classique!

e La question ITI-3)a) ne posait pas de difficulté particuliére et a été souvent réussie.

e Question ITI-3)b) : le théoréme d’holomorphie sous 'intégrale était rarement maitrisé.

e Les questions ITI-4) et 5) ont été relativement réussies lorsqu’elles ont été abordées. Trés peu
de candidats sont allés au-dela dans cette partie.

Partie IV

e Moins de 200 candidats ont abordé la Partie IV. La question 1)a) a été relativement bien

réussie, les autres questions ont été trés peu abordées et rarement réussies.

Partie V
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7)

e On retrouve plus de 300 candidats en Partie V, ou les meilleurs ont fait des choses, au moins
avant la question V1.d). Trés peu sont allés au-dela. Les questions 3)a) et 3)b) ont été parfois
abordées, avec un succés relatif.

Partie VI
e Moins de 50 candidats ont abordé la Partie VI.

e Peu de questions abordées (A.1)a) et b) principalement), en « grapillage ».

4.2 Corrigé de I’épreuve écrite d’analyse et probabilités

I - Des inégalités utiles pour la suite

1)

2)

Il s’agit d’appliquer l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ sur R (variantes : My, 1(R); Mi,(R)...)
muni de son produit scalaire canonique. Pour tout (wy, ..., w,,) € R™,

m 2 m
(Z wj) = (s D010 € L DI )] = 03
Jj=1 j=1

On pouvait également se servir de la convexité de la fonction = — 22 qui implique que
1 « 1 «

=N ws il w?
(i Ew) <if

2
ce qui donne bien (ZT:1 wj> <myiL w3

Certains candidats, enfin, on utilisé (souvent en la rejustifant) I'inégalité classique 2|ab| < a? + b?
en procédant soit par récurrence, soit directement, par exemple en écrivant

m 2 m m 1 m m m
(Zw]) =22wiwj\522w +w <m2w§+m2w§)=m2w?.
i=1 j=1 i=1

j=1 i=1j=1 i=1j5=1

Inégalité de MARKOV.

Soit Z une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, A, P). Si Z est presque
stirement positive ou nulle, alors Z admet une espérance et pour tout réel strictement positif a,

Z =7 liz<a + 1{Z>a}) Z]-{Z>a} aliz>aq)

On en déduit par croissance de 'espérance que E(Z) > aE(1{;>4) = aP(Z > a) et donc que

E(Z)

P(Z >a) <

(ceci étant valable également dans le cas ou E(Z) = +00).

3)a) En rouge, la courbe représentative de Iny et en bleu celle de In_.
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b) Pour tout n € N* et tout (z1,...,2,) € (R%)",

e Si Y,z <1 alors

puisque Ing est positive sur R% et Inn > 0.

e Sinon, Iny (3}, ) —Inn =1In (1 3 | z;) et il suffit alors de remarquer que

pour obtenir, par croissance de la fonction In, que
1 n
In| — rzp | <KIn| max x| <ln max T Iny (z
n kz—ll RIS (ke[[l n]| k) S (ke 1,n] k) Z * k
(on rajoute des quantités positives ou nulles).

L’égalité de droite se vérifie sans probléme vu que x > 1 implique % < letln (%) = —Inzx.

Finalement, on obtient Iny (35 @x) < Dp_Iny (zg) +Inn=>,_In_ (ﬁ) + Inn.

II - Solutions élémentaires du Laplacien en dimensions 1 et 2

1) Solutions élémentaires du Laplacien en dimension 1

a) Soit ¢ une fonction de classe C* a support compact dans R et a valeurs réelles. Par intégration
par parties et puisque, ¢ étant a support compact, I'intégrale est bien définie et les termes de bord
(crochet) s’annulent,

JR || (z)dz = — f (@) fm 2" (z)dz = J o (z)dz — fm o (z)dz = 2(0).

b) On a alors, pour tout réel a et toute fonction ¢ de classe C* a support compact dans R et a valeurs
réelles, §; v —al¢”(x)dz = §g |z|¢" (z + a)dz = 2¢(0) = 2¢(a) par changement de variable affine
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et en utilisant la fonction ¥ : x — (z + a), qui est bien de classe C* & support compact dans

N , . , , .. L. 2 |p—
R et a valeurs réelles, ainsi que le résultat précédent. Ainsi, on peut écrire f?u;' = 0q. (Les
candidats plus & I’aise pouvaient aussi traiter cette question directement en termes de distributions,

en appliquant une translation.)

c) (i) La fonction f est bien continue sur R, admet 0 comme unique point de non-dérivabilité et est
bien affine sur | — o0, 0[ et ]0, 400 donc f est dans E (avec n =1 et a3 = 0).

On cherche (a, b, c) € R3 tels que f = afy + bid + c1r. On doit avoir pour tout x < 0, —2x + 1 =
—ax + bx + ¢ et pour tout z > 0, 1 + 3z = ax + bxr + ¢ d’ou (identification polynomiale, un
polynéme ayant une infinité de racines étant nécessairement nul) :

a—b = 2 a = 5/2
a+b = 3=<b = 1/2
c =1 c = 1

Comme, réciproquement, pour ces valeurs trouvées de a, b, c, on a bien f = afy + bid + clgr, ceci
prouve que f est dans Vect(fy,id,1Rr), avec f = gfo + %id + clR.
(ii) » On montre l'existence par récurrence :

e Sin =1, il existe des réels a, b, ¢, d tels que siz < ay, f(z) = ax+betsiz > ay, f(z) = cx+d avec
(continuité en a1) aa; +b = ca; +d et (non dérivabilité en a1) a # c. D’ousi f = aq fu, +fid+71Rr

a—p = —a
, . N , . . ap+pB = ¢
nécessairement (méme type de résolution que ci-dessus),
a1 +y = b
o —y = —d

ce qui donne f = S*f, + CJrTaid + %1}{ avec 5% # 0. Cette décomposition convenant effecti-
vement, ceci prouve l'existence de la décomposition pour n = 1.

e Supposons la propriété vérifiée pour un certain n € N*. Soit alors f une fonction de E admettant
n + 1 points de non dérivabilité a; < ... < a,+1. Notons g la fonction égale a f sur | — o0, an11] et
affine sur [a,, +o0[. Alors g est dans E et admet pour points de non dérivabilité a; < ... < a,, donc
par hypothése de récurrence, elle est décomposable sous la forme g = > | i fo, + Bid + 1R avec
(a1, ..., am, B,7y) € (R*)™ x R2. De plus, f— g est continue sur R, nulle donc affine sur | — o0, a1 1]
et affine (en tant que différence de deux fonctions affines) sur [a,+1, +00[ et non dérivable en a1
(sinon f serait dérivable en a,,+1) donc f — g est dans E avec un unique point de non-dérivabilité :
an+1. On en déduit a I’aide de la propriété vérifiée au rang n = 1 que f — g est décomposable sous
la forme ay41fa,,,, + pid + V1R, (1, p,v) € R* x R2

Il Sensuit que f = g + it fan,, + pid + vIg = Y0 aife, + (B + p)id + (v + v)1r avec

(a1, .oy Oy g1, B+ i,y + 1) € (R*)™! x R2, ce qui est bien la forme voulue.

* On justifie ensuite I'unicité : pour n € N* donné, la famille (fq,, ..., fa,,1d, 1r) est libre. En
effet, si (A1, ..., \ng2) € R™™! sont tels que Y1 A fa;, + Ant1id + A2l = 0 alors, comme pour
i € [[1,n], la fonction de gauche est non dérivable en a; si A; # 0, alors que la fonction nulle l'est,
nécessairement \; = 0. Il s’ensuit que A\,4+1id + A121r = 0 et donc (en évaluant cette égalité en
deux points différents) A,+1 = A2 = 0 . Ceci implique 1'unicité de la décomposition.

(iii) D’aprés ce qui précéde (cas n = 1, qui sert ensuite dans I’hérédité), pour tout i € [1,n], a4
est égal & la moitié de la différence entre la pente de f & droite de a; et la pente & gauche de a;.

(iv) Figure :

(© www.devenirenseignant.gouv.fr page 36


www.devenirenseignant.gouv.fr

Agrégation externe de mathématiques

2)

D’aprés ce qui précéde, f est de la forme f = %f_g + iﬂ; + Bid + y1gr.

Puis, par exemple en prenant un équivalent en +00 : 1 = % + i + [ donc B =0;

L’expression en 0 donne alors 3 = % +1+~ydoury= %

N

(v) Pour toute fonction ¢ de classe C* a support compact dans R et & valeurs réelles, pour toute
fonction f e E, si f = > | &ifa, + fid + v1Rr est sa décomposition telle que trouvée plus haut,
alors par linéarité de l'intégrale (toutes les intégrales étant bien définies puisque ¢ est a support
compact),

fR @ )i = Yo jR () fos (2)dz + fR (2)(Bid + 71Rr)(z)dz.

Par simple intégration par parties on trouve que

f ©"(z)(Bid + y1r)(x)dx = 0.
R

Donc, avec ce qui précéde, on obtient

n
| @@= Y, 2aipta)
R i=1
Ceci se réécrit en termes de distributions : 327’; = 23" | @b, Les a; sont aisés a trouver, puisque
pour tout 7, «; est égal & la moitié de la différence entre la pente & droite de a; et la pente &
gauche de a;. (Les candidats les plus a 'aise avec la théorie des distributions pouvaient également
utiliser la linarité de la dérivation au sens des distributions ainsi que le fait que cette dérivation

prolonge la dérivation au sens des fonctions.)

Fonctions harmoniques et solutions élémentaires du Laplacien dans le plan

a) Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert @ de C. On note f = P +i@Q ou P et @) désignent

respectivement les parties réelle et imaginaire de f. La fonction f étant holomorphe, elle est de

classe C* sur O et vérifie % = 0, autrement dit %—5 = % et %—}; = —% (relations de CAUCHY-

RIEMANN). En redérivant alors partiellement (les parties réelle et imaginaire étant en particulier
2 2

C? sur O, le théoréme de SCHWARZ s’applique) on obtient : %275 = gx(% = gy(% = _%27123 d’ou

AP =0 et de méme, AQ = 0 : ainsi, les parties réelle et imaginaire de f sont harmoniques sur O.

b) (i) e La fonction (x,y) — /22 + y2Ap(z,y) est continue et a support compact donc intégrable

sur R?;

* Spere - e VI YPA0(z,y)dedy = §po To. (2, 9)v/2% + y? Ap(w, y)dudy

1ne(w,y)\/WAs0(x,y)] < ’\/562 +y2Ag0(x,y)’ avec pour tout
(x,y) 7 (070>7 lim._,o 1Qs(x7y) =1;

e pour tout (z,y) € R?,
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d’ot, avec le théoréme de convergence dominée :

J Va2 + y2Ap(x,y)dzdy = hH(l)f V2 + y2Ap(x,y)dedy
R2 e=0 Jq,

On utilise le résultat rappelé et admis dans I’énoncé : pour tout € > 0, les fonctions v : (x,y) —
v/ 22 + y2 et o sont bien de classe C% sur Q. = {(x, y)eR? @ /a2 + 92 > 6} et ¢ est & support

compact, donc on a :

J Va2 +y?Ap(z,y)dedy = f o(z,y)Av(z,y)dzdy
Q.

€

2m
—8[ ny - (vﬁap - gpﬁv) (ecosf,esinf)de.
0

a2 2 -
Or pour tout (z,y) € R%\{(0,0)}, %\/:ﬂ +y? = \/x;tT;ﬂ puis F54/2% +y? = (ﬂfw d’ou

Av(z,y) = L ce qui donne, aprés passage en coordonnées polaires :

21 +00

f o(z,y)Av(z,y)dedy = f (f o(rcos b, rsin 9)d’r> dé
Qe 0 €

qui a pour limite SSW (SR+ (rcosd,rsin 9)dr) d@ lorsque ¢ tend vers 0. D’autre part, pour tout

6 € [0,27], on

ny - (vﬁg@ — goﬁv) (ecosf,esinf) = ¢ (cos 92—‘5(5 cos B, esinf) + sin 0%(5 cos §,esin 9))
—p(ecosf,esind) (cos® 0 + sin?0) .
—_—

1

Comme ¢ est de classe C*, donc en particulier de classe C! et C, et a support compact, elle est
bornée, ainsi que ses dérivées partielles premicéres, sur R2. Il existe donc un réel C' € Ry tel que

‘ Sg” ng - (vﬁcp = Lpﬁv) (ecosf,esin Q)dﬁ‘ < 27(2Ce + C). On en conclut que

2m
1ir% 5f ng - (vﬁgp - goﬁv) (ecosf,esinf)dd = 0.
g—> 0

Ainsi, on a bien montré que {5, /22 + y2Ap(z, y)dzdy = Sgw (SR+ ©(rcosf,rsin 0)dr> de.

(ii) La réponse est « non », car sinon on aurait obtenuégalité entre {5, v/22 + y2Ap(z, y)dzdy et
2¢(0,0). En effet, il existe des fonctions ¢ C*™ a support compact positives non identiquement

nulles et nulles en 0 et ces fonctions vérifient Sgw (SR+ p(rcos b, rsin H)dr) df # 2¢(0,0).

c) (i) La fonction r — rInr est localement intégrable sur R (étant continue sur R% et prolongeable

par continuité en 0) donc (passage en polaires) (z,y) — In(4/2? + y2) est localement intégrable
sur R2.

(ii) Soit on calcule « & la main » Aln(4/z2 + y2) sur R%\{(0,0)}, soit on remarque que In(|z|)
est la partie réelle d’'une détermination quelconque de In z, dont il suffit de choisir la coupure de
maniére a ce que Inz soit holomorphe sur un voisinage ouvert du point (x,y) considéré, ce qui

implique par la question a) que Aln(+/z2 + 32) = 0 et ce pour tout (z,%) € R?\{(0,0)}.

(iii) Par conséquent, pour toute fonction ¢ de classe C® & support compact dans R? et a valeurs
réelles, la fonction (z,y) — In(\/22 + y2)Ap(z,y) étant nulle en dehors d’un compact de R? et
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localement intégrable puisque (z,y) — In(y/22 + y2) I'est, donc intégrable sur R?, on peut bien
écrire, toujours par théoréme de convergence dominée :

J In(v2? + y?)Ap(z, y)dzdy = lim In(v/2? + y?)Ap(z, y)dzdy
R2 20 J(z,y)eR2 1 \/22+y2>e

(iv) On utilise le résultat rappelé et admis par 1’énoncé. Les fonctions v : (x,y) — In(y/22 + y?)
et ¢ sont bien de classe C® sur €, = {(:U, y) € R? : /22 +42 > 8} et ¢ est a support compact,
donc on a :

I. = Jln(vw2+y2)A¢(w,y)dwdy

€

— L (@, y)Av(z,y)dady — EJ

0

2m
ng - (vﬁg@ — @61}) (ecosf,esinf)do.

Or :
e v : (7,9) — In(y/22 + y2) est harmonique sur . = R?\{(0,0)} (question (ii)) donc

f o(z,y)Av(z,y)dzdy = 0.
Q.

ecosf _ Cos@
(e cos0)2+(esin 6)2

e v(ccosh,esinf) = Ine; 2 So(ecosf,esinf) =
sin 6
22

On obtient donc

et, de méme, a Y(ecosf,esinf) =

2m
I. = —glnaj (cos@a@(ecos&asinﬁ)—i—sin@agp(scosﬁ,ssinﬁ)) dé
) 0 ox ay
+J (e cosb,esinb)db.
0

Et comme ¢ est C® sur R?, donc en particulier C' sur la boule de rayon 1, il existe M €
R, tel que si 22 + 3% < 1 alors }a—“o )’ < M et ‘@ (z, )’ < M. Alors, pour ¢ < 1, on a

| SQW (cos 092 (¢ cos O, e sin ) + sin 0% 9o (5 cosf,esinf ) )) df| < 47M par inégalités triangulaires.En

conclusion, on trouve bien
e €]0,1].

SSW (e cosb, esin Q)dﬁ‘ < Cellne| avec C = 4w M indépendant de

(v) Comme ¢ est continue en particulier en (0, 0), lim._,o ¢( cos 0, sin ) = (0, 0) ; ceci implique
(limite sous intégrale, par exemple par convergence dominée, ¢ étant bornée sur tout compact...)

que
27 21

1ir% p(ecos b, esinf)dl = f ©(0,0)d0 = 27p(0,0)
e=%Jo 0

Comme de plus, lim._,gelne = 0, on obtient alors : (g, In(+/x? + y?)Ap(z, y)dzdy = 2m(0,0).
Ceci correspond bien, d’aprés ce qui a été vu précédemment, a I’écriture (au sens des distributions
et en identifiant z = z + iy € C et (z,y) € R?) : 3=A (In(|2])) = do.

d) (i) Si f possédait un nombre infini de zéros dans Dg, comme D est compact, on pourrait extraire
de cet ensemble de zéros une suite convergente dans Dg. Donc les zéros de f ne seraient pas isolés
et donc f serait identiquement nulle sur C, C étant connexe, ce qui contredit ’hypothése. Ainsi,
f posséde un nombre fini de zéros dans Dg.
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(ii) L’ensemble Br est un ouvert non vide et simplement connexe de C sur lequel ¢ ne s’annule
pas (puisqu’elle ne s’annule pas sur Dg). Donc il existe une fonction holomorphe h telle que
g = e autrement dit, il existe une détermination holomorphe de In g sur Br. Comme z — h(z)
est holomorphe sur Br, d’aprés I1-2)a), sa partie réelle est harmonique. Or cette partie réelle est

égale a In(|g(2)]).

(iii) On a, pour tout z € K, In(|f(2)]) = In(lg(2)]) + Dp_; e In(|z — z|). Avec ce qui précede,
linéarité du Laplacien et petite translation a partir de b)(iv) donnant Aln(|z — zx|) = 27d,,,
sachant que le résultat précédent valait pour toute fonction test (C® a support compact) et que
les z; désignaient les zéros de f sur une boule fermée contenant ledit compact, on obtient

1
Lan(fen= Y o
2m €eC : (£)=0

IIT - Probléme de DIRICHLET sur le disque et formule intégrale de PoIssoN
1) Noyau de PoissoN

a) Pour tout n € Z, fn ot (%)W e est de classe C® sur R et, pour tout k € N, pour tout
teR, fR(t) = )* (4% )'nl €™ On a donc |f¥)(t)| = n¥ (%)‘n| ot la série Y. 7% n¥ (%)'n| est
convergente pulsque ‘%} < 1. Le théoréme de dérivation sous le signe somme implique alors que
t — Pr(r,t) est k fois dérivable sur R pour tout k € N et donc que t — Pr(r,t) est de classe C*
sur R.

b) Soit r € [0, R[ et t € R..
(i) On découpe puis regroupe :

% A int - A int <« A —int int
Pr(r,t) =1+ n;w <R> e + ,;1 (E) ™ = 7;1 <E> (e + ™)
(changement d’indice) d’ott Pg(r,t) =1+23'% (%)" cos(nt). On a alors

0 /reit\" ret 1
Pr(r,t) =1+ 2Re ;<R> =1+ 2Re RW

(série géométrique, sachant que |%e“| < 1). En mettant tout sur le méme dénominateur, on arrive
A Pp(r,t) = Re (RW”). Enfin,

rett
Re R + rett — Re (R + ret)(R — re~) _ R2 — 2
R—reit) R?2 —2rRcos(t) +12)  R2—2rRcos(t) + r?’

d’otu la derniére égalité.

(ii) La fonction ¢t — Pg(r,t) est clairement continue et 27-périodique sur R, donc uniformément
continue sur R. En effet elle est uniformément continue sur [0,47] par le théoréme de HEINE,
donc Ve > 0, 3n > 0 tel que Y(x,y) € [0,4n], si |z —y| < n alors |f(z) — f(y)| < e. Quitte a
diminuer 7, on peut supposer n < 27. Alors pour tout (z,y) € R?, si |z — y| < n et si, pour fixer
les idées, z < y, alors avec n = |2 ], 0 < o — 2nm <y — 2nw < 4r et |(z — 2n7) — (y — 2nm)| <7
donc |f(z) — f(y)| = |f(z — 2nm) — f(y — 2n7)| < e. La parité est triviale et la positivité est
donnée par la positivité de R? —r? et celle de t — R? —2rRcos(t) + 72 sur R (trinéme du second
degré a coefficient dominant strictement positif et & racines complexes non réelles; on pouvait
aussi remarque que c’est le carré d’'un module).
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2)a)La fonction |g| est continue sur D; qui est un compact de C donc |g| est bornée et atteint ses
bornes sur Dy ; en particulier, elle y admet un maximum, donc il existe un zg € D7 tel que pour
tout z € D1, [g(2)| < [9(20)]-

b) (i) |g(z0)| > 0 donc g(z0) # 0 et h est bien définie sur D;. De plus, par construction, pour tout
z€ Dy, on a

l9(2)] = [h(2)| = v/ (Re(h(2)))? + (Im(A(2)))? > [Re(h(2))| = Re(h(2))

Et d’autre part, on a |g(z)| < |g(20)| = |h(20)] avec h(zp) = g(zgyg(zo) = |g(20)| € R donc
|

|h(20)| = Re(h(z0)). Ainsi, on a bien pour tout z € D;, Re(h(z)) < |g(z)| < Re(h(zp)).

—~

(ii) La fonction g est harmonique sur B; donc h aussi et par conséquent ses parties réelle et
imaginaire également. Donc Ap = 0 sur By et Ay, = 4e > 0 sur B;. La fonction 1. étant de
classe C? sur By, si elle atteignait un maximum local sur By, ce serait en un point critique et sa
Hessienne en ce point aurait des valeurs propres négatives ou nulles. Ceci contredit le fait que
A > 0 puisque A, est la trace de la Hessienne. Donc 1. ne peut atteindre de maximum local
sur By. Comme elle est continue sur D; qui est compact, elle atteint donc son maximum sur Cj.
Par conséquent, pour tout (z,y) € By,

o(z,y) + 5<$2 + y2) < max .(z,y) = max @(x,y) +e.
(Z‘,y)ECl (CC,y)GCl

11 suffit alors de passer a la limite € — 0 pour conclure que pour tout (z,y) € By,

e(r,y) < max ¢(z,y).
(CL‘,y)ECl

(iii) Soit (x,yo) un point de C; tel que (m?xc o(z,y) = p(xo,y0) et Zo = xo+1iyp. On a alors bien,
’ 1

d’aprés ce qui précede (le fait que c’est encore vrai sur le cercle est immédiat), Vz € D1, Re(h(z)) <
Re(h(%0))-

(iv) Comme on a également pour tout z € D1, Re(h(z)) < Re(h(zp)), on obtient :
Re(h(20)) = Re(h(20)) = [g(20)|-

De plus, |g(Z0)| = |h(Z0)| = Re(h(Z0)) = |g(z0)| donc comme |g(z0)| = mgx]g\ on obtient :

l9(Z0)| = 1g(20)| = max]g].
1

c) Avec ce qui préceéde, on a déja que si |g(z9)| > 0, alors m%x|g(z)| = mecmx|g(z)| puisque 2 € Cy. Et
z€Dq zelC1

si |g(z0)] = 0 alors g est identiquement nulle sur D; donc on a encore m%x\ g(z)| =0= m%x| g(2)|.
zeD1 zelq

d) On suppose qu'il existe deux solutions g; et go au probléme de DIRICHLET sur le disque, c’est-a-
dire : g1 et go continues sur D; et a valeurs complexes, harmoniques sur B; et égales & f sur Cj.
Alors g = g1 — go est continue sur D;, harmonique sur By et égale a 0 sur C;. Donc d’aprés ce qui
précede, ?é%)f‘g(zﬂ = rzré%i(]g(zﬂ = 0. Ceci implique g; = g2 sur Dy, d’ou I'unicité de la fonction g

solution au probléme de DIRICHLET sur le disque si une telle solution existe.

3)a)Pour tout z € By, en utilisant III -1)b), on a

1 (7 R (1 + ret0-1)
e

I it
g(z)_%fo Pl 6 =0 f(e)dt = 57 1— rei0-10)

) (p1(t) +igpa(t))dt
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d’ott g(z) = g1(z) + iga(2) avec pour tout k € {1,2}, gi(2) = o= gﬂ Re (%) ¢r(t)dt. Par
conséquent, ¢y, étant a valeurs réelles, en multipliant dénominateur et numérateur par e® et avec
z = re'?| on obtient bien : pour tout k € {1,2}, gr(z) = Re ( om e te (t)dt).

et —z

b) Pour tout t € [0, 2], la fonction z — Ezifiqﬁk(t) est holomorphe sur By puisque e’ ¢ By. De plus,

soit p €0, 1. Pour tout z € D, pour tout t € [0, 27],

1+p

’e’t—kz

or(t)] < ) < \¢k( )|

avec t — %g|q5k(t)| intégrable sur [0,27] donc par théoréme d’holomorphie des intégrales a

N 21 eit
paramétres, z +— % €tz

en_zqﬁk( )dt est holomorphe sur D,. Comme ceci est vrai pour tout p €

10, 1[, on en conclut que z — % 2m :z:Jrj ¢ (t)dt est holomorphe sur B;. Par conséquent, d’aprés
IT -2)a), g1 et go sont harmoniques sur By en tant que parties réelles de fonctions holomorphes

et donc g est également harmonique sur Bj.

4)a)Pour tout k € Z et tout z € By, W(fi)(2) = o (730 plrlen@Deiktqr. Par convergence
normale de la série on en déduit

+o0 ' Lo
V(fi)(z) = Z rlnlging <27Tf0 6Z(k_")tdt>

n=—0o

avec o= SSW ek=m)tdt — 0sin # k et 1 si n = k. Finalement, il vient bien W(f;)(z) = rlkle??,

b) D’aprés 3)b), ¥(fx) est harmonique sur By. De plus, par construction, W(fx) = fi sur C; et pour
tout z € By, U(fi)(z) = 2F si k e N et U(f)(z) = 2% si k € Z*. Donc pour tout z € Dy, on
U(f)(z) = 2" sike Net U(f)(2) = 27% si ke Z*, ce qui prouve la continuité de ¥(f;) sur D.
Ainsi, U(fx) est solution du probléme probléme de DIRICHLET sur le disque pour la fonction f.

5) Soit p = Z‘ k|<n Ckfie un polynome trigonométrique. Par linéarité de I'intégrale, on a

U afi|= ) a¥(fi)

[k|<n |k|<n

et donc ¥ <Z| k|<n Ck fk) est continue sur D; comme somme de fonctions continues sur Dy, har-
monique sur B; comme somme de fonctions harmoniques sur Bj, et égale a p sur C; car les U( fy)
sont égales aux fj, sur C; ; c’est donc la solution du probléme probléme de DIRICHLET sur le disque
pour la fonction p.

6)a)On a
1 27 1 27 +0 inl_int + ‘|1 Qﬂ‘t
— Py(r,t)dt riMe™dt = ri™— e dt
21 Jo 1(r t)dt " or _Z: _Z 7Tf0
n=—a n=—a
toujours par convergence normale de la série. Comme SSW emdt = 0 si n # 0, on obtient

oL 2Py (r,t)dt = 1.

b) Si f est continue sur Cy, elle est bornée sur C; donc sup|f(z)| < +o0 et pour tout z € Dy,
ZGCl

1

27
(s )()|\27J (60— 1)f ”\dt—f Pi(r, 0 — D] f(¢)]dt
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car Py(r,0 —t) est positive pour tout ¢ € R (et les fonctions sont bien intégrables). On a donc

27
[W(f)(2)| < sup|f(z \— Py(r,0 — t)dt

zeC
avec

1 27 1 0 1 27
- Pl (T 60— t)d Pl(T‘, t)dt = — J Pl(T, t)dt =
27T 0 27T 0—21 27T 0

par changement de variable affine puis 27-périodicité de t — P;(r,6 —t). On en conclut que

sup [W(£)(2)] < sup|f(2)].

zeDy zeCy

7) Par le théoréme de FEJER, toute fonction continue est limite uniforme d’une suite de polynémes
trigonométriques. Donc pour toute fonction f continue sur Ci, il existe une suite (p,)neny de
polynémes trigonométriques convergeant uniformément vers f sur C;. Alors comme pour tout
2 €Dy, [V(f)(2) — ¥(pa)(2)| = [¥(f — pn)(z)|, on a d’apres ce qui précede :

sup [W(f)(2) — ¥(pn)(2)] < iélcp\f(z) — pn(2)]

ZGDl

qui tend vers 0 quand n — 0. Ainsi, ¥(f) est limite uniforme des ¥(p,). Or d’apreés la question
précédente, pour tout n € N, U(p,) est continue sur Dj, donc ¥(f) est également continue sur
D;. D’aprés 2), ¥(f) étant harmonique sur By, et égale par définition a f sur Ci, W(f) est bien
solution du probléme de DIRICHLET sur le disque unité pour f.

8) D’aprés ce qui précéde, et en particulier I'unicité de la solution, si 4 est une fonction continue sur Dy
et si @ est harmonique sur By, alors pour tout z = re? dans By, @(z) = % (Q)ﬂ Py(r,0 —t)u(e)dt.
Donc si u est une fonction continue sur D et si u est harmonique sur Bg, comme @ : z — u (Rz)
vérifie les hypothéses précédentes sur Dy, on a pour tout z = re? de Bg,

1 2T . 1 2 )
u(z) = @ (%) - P, (1’ 0 — t) a(e®)dt = — . Pg(r,0 — t)u(Re™)dt.

2m R 2m
IV - Formule de POISSON-JENSEN
1)a)Si (a,w) € C? sont tels que |a] < R et |w| = R alors |R? — aw| # 0 et comme R? = w,

Rlw — al _ |o] |w — al
|R2 —aw|  Rlo—al

=1

b) Soit |a| < R. Alors % > R donc en notant & = % (% - R), on a, pour tout z € Brie, |2| <

i (I ol T R) ﬁ et finalement |R? — az| # 0. Comme Bgy. est un ouvert simplement connexe

de C et z — R? — az est holomorphe sur Bpr.., il existe une fonction holomorphe h telle que
R? — az = e"?) ou encore h(z) = In(R? — az) sur Br,..

Ainsi, pour tout z € Bgy., In(|R? — az|) = Re(h(z)) donc avec I1-2)a), u : z — In(|R? — az|)
est harmonique sur By .. En particulier, u est continue sur D et harmonique sur Br donc on en
déduit avec ITI-8) que pour tout z = re' tel que |z| < R,

1 2m )
u(z) = In(|R* — az|) = 2J Pr(r,0 —t)In(|R?* — aRe™|) dt
T Jo

Avec a), on obtient alors In(|R? — az|) = 5= g” Pr(r,0 — t)In (R|Re" — al) dt et finalement

1 21

2 ), Pgr(r,0 — t)In|Re — a|dt = In(|R? — Gz|) — In R.
T
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c¢) Soit donc z € Bp fixé et a € Cr donné. Quitte a changer de repére, on peut prendre a = R et
on pose z = re'¥ € Bg comme précédemment. Pour tout z € [0,1[, a; = xR est dans Bg donc la
formule précédente s’applique :

1 27

o ), Pg(r,0 — t)In|Re — zR|dt = In(|R? — zRz|) — In R.
T

e Le terme de droite admet pour limite In(|R? — Rz|) — In R lorsque x tend vers 1 car |z| < R et
x — In(|R? — zRz|) — In R est continue sur [0,1].

e Pour tout ¢ € [0,27], In(|Re” — zR|) = In R+ In(|e* — z|). Soit h : (x,t) — In(|e?! — z|). On a
toujours |e? — x| > |sint| (faire un dessin...) donc si |e? — 2| < 1, |In(|e” — z|)| < |In(|sint|)| et
sinon, |In|e® — z|| < In2. 1l s’ensuit que pour tous t € [0,27] et x € [0, 1], h(x,t) < |In|sint|| +
In2 = k(t). La fonction k ne dépend pas de = et on vérifie sans probléme que t — Pg(r,0—t)k(t)dt
est intégrable sur [0, 1] puisque ¢ — In ¢ l'est. Le théoréme de Convergence dominée s’applique alors
(la fonction t — Pr(r, 0 —t) étant positive et bornée sur [0,1]) : limy_1 5 S Pg(r,0—t) In(|Re’* —
zR|)dt existe et vaut 5- Sgw Pgr(r,0 —t)In(|Re® — R|)dt, ce qui achéve de prouver le résultat.

2) La fonction g ne s’annule pas sur Dg et elle admet un nombre fini de zéros sur Dy (cf II-
2)d)(i)), donc il existe € €]0, 1] tel que g ne s’annule pas sur Bry.. Comme Bri. est un ouvert
simplement connexe, on peut alors trouver une fonction h holomorphe sur Br.. telle que g = €”
et donc In(|g|) = Re(h) est harmonique sur Bg et continue sur Dg. Avec ITI-8) on en déduit que
pour tout z = e’ de Bg, In[g(z)| = 5 gw Pgr(r,0 —t) In|g(Re™)| dt.

3) Ainsi, siz = re'? € Bp, n'est ni un zéro ni un pole de f, et avec les notations introduites :
n

In|g(z |+Zln\z—az| Z (1z = bj])

In(|f(2)])

1 2w B
— | Pr(r,0—t)In|g(Re™)| dt

27r
n

—i—Eln(\z—a,] Z (Iz = bj1),
i=1

avec

1 21

o= | Pr(r,6 —t)In(lg(Re"))dt =

27
J Pr(r.0 — ) In| f(Re')| dt
27T 0

0

¥~

m 1 2m )

ZZJ Pg(r,0 —t)In(|Re™ — a;|)dt

i=1 T Jo

m 1 2m ;
+2277J Pg(r,0 —t)In(|Re" — a;|)dt.

0

I
—

)

Avec ce qui précéde, on obtient

1 (% .
— PR(r 0—t) ln(|g(ReZt)|)dt = % g” Pr(r,0 —t)In|f(Re™)|dt

27 -
= |R2 — ELiZ| 4 |R2 — bZZ‘
I N PP L Tt Ip T el
DL L

et donc, en regroupant :

1 2

it - R% —bjz
In|f(z)| = — ) Pr(r,0 —t) In|f(Re )|dt—21n — =
=1

z—b

+Zln

27 o]

Rz—aZ
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V - Points critiques de polyndmes aléatoires aux racines identiquement distribuées - Cas ot
les racines sont distribuées non uniformément sur le cercle unité de R?

1) Critére de WEYL sur le segment [0, 1]

a) e Le sens réciproque est immédiat : si pour toute fonction f : [0,1] — C continue par morceaux

sur [0, 1],
nLHEOO n Z f U] J f

alors ceci est valable en particulier pour les fonctions indicatrices de segments [a, b] < [0, 1], donc

pour tout segment [a,b] < [0, 1], limy, 4o %22:1 1[gp)(uj) = S(l) 1pap =b—a.

e Pour le sens direct, supposons (u;)jen+ équidistribuée dans [0,1]. Alors pour tout segment
: 1 .

[a,b] < [0,1], on hmn_,+oo%2?:1 1ap(uj) = §31ap = b—a. Soit f : [0,1] — R une

fonction en escaliers; comme elle peut s’écrire comme une combinaison linéaire d’indicatrices

de segments inclus dans [O 1] (sachant qu’on a le droit & @ = b), on obtient par linéarité que

. 1

limy, —, 4o n Z] 1 f uj SO

e Soit f : [0,1] — R continue par morceaux sur [0, 1]. Alors f est limite uniforme de fonctions

en escaliers sur ce segment, donc il existe une suite (g,)nen+ de fonctions en escaliers telle que

pour tout € > 0, il existe M € N* tel que si m > M, ||f — gn| < € (ou | - | désigne la norme

infinie). Soit alors m > M. Comme gm est en escalier, lim,,—, 1o % Z? 1 9m(uj) = So gm et il existe

N > M tel que sin > - %2?21 gm(uj)| < e. Pour tout n > N, on a

1 n 1 1 1 "
’Lf—ijgf(uj)‘ < (Lf—fggmhwogm—;;gm(uj)]
+’%ng(uj)_%2f(uj)’<3€
Jj=1 j=1

par majorations classiques. Ceci prouve, puisque cela est vrai pour tout € > 0, que

e Enfin, si f : [0,1] — C est continue par morceaux sur [0, 1], on peut I’écrire sous la forme
u + v ou w et v sont continues par morceaux sur [0,1] et a valeurs réelles et on conclut par
linéarité.

Ainsi, une suite (u;)jen+ est équidistribuée dans [0,1] si et seulement si pour toute fonction
f : [0,1] — C continue par morceaux sur [0, 1], limy, ;o0 g fuy) So

b)Si (u;)jen+ est équidistribuée dans [0, 1], alors comme pour tout k € N*, la fonction fj, : ¢ +—> ek

est continue sur [0, 1] & valeurs complexes, d’aprés ce qui précede, lim,,—, 4o %Z =1 fr(uy) So fr-

Or Sé fe(t)dt = Sé e?mktdt = 0 par calcul élémentaire. Donc lim,, o %Z?zl e2imku; — ()

c) (i) e Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs réelles et vérifiant f(0) = f(1). On peut la
considérer comme la restriction a [0, 1] d’une fonction continue et périodique de période 1 sur R,
donc d’aprés le théoréme de WEIERSTRASS trigonométrique, f est la limite uniforme de polynémes
trigonométriques. Or par linéarité, comme pour tout &k € N*, lim,,_, 1 o %Z?:I e2imku; — () = Sé fr
et que pour k =0et fy : £+— 1 on aencore lim,_, %Z;‘:l e2imlu; — 1 — Sé fo et qu’en passant
aux complexes conjugués (les u; sont réels) la propriété reste vraie pour les k € Z_, alors pour
tout polynéme trigonométrique p on obtient encore lim,,—, 4o % P =1 p(uj) So p(t)dt. On conclut
par limite uniforme comme précédemment.
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e Si f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs réelles avec f(0) # f(1), alors pour tout € > 0
il existe des fonctions g et h continues sur [0, 1], vérifiant g(0) = g(1) et h(0) = h(1), telles que
g< f<het SO (h—g) < e. Alors il existe un rang N tel que pour tout n > N,

Jj=1 j=1
1 12 1 |
< thg(uJ)g h—1 g+e<2e,
i=1 0
ce qui permet de conclure que I'on a encore lim,,, 14 %Z i1 f(uy) So

e Enfin, si f est continue sur [0, 1] & valeurs complexes ce qui précéde montre que le résultat est
valable pour sa partie réelle et sa partie imaginaire, donc on a bien encore

i, 2 ) = [

(ii) Soit [a,b] = [0,1] et soit f = 1[4 Sia < b, pour tout € > 0 tel que ¢ < b — a, on peut
prendre par exemple h nulle sur [O max (a -5, 0)], affine sur [max (a — %,O) ,a], égale & f sur
[a,b], affine sur [b, min (b + £, 1)] et nulle sur [min (b + £, 1) ,1] et ¢g nulle sur [0, a], affine sur
[a, a+ %], égale & f sur [a +5,b— ] affine sur [b -5, b] et nulle sur [b, 1]. Les fonctions g et h
sont alors bien continues sur [O 1], vérifient g < f < hsur [0,1] et SO (h—g) < e. Etsia = b, il suffit
de prendre g nulle sur [0, 1] et A nulle sur [0 max (a -5, )] affine sur [max (a 2,O) , ], égale
a 1 en a, affine sur [a, min (a + 5, 1)] et nulle sur [mln (a + 5, 1) ,1]. On conclut alors comme en

1)a) que lim, o0 + iy fluj) =b—a.

d) Si @ € R\Q alors la suite (u;);jen+ définie par : pour tout j € N*, u; = jo — |ja| est bien une
suite de réels dans [0, 1] et vérifie pour tout k € N*, e*™%® =« 1 donc

n 2imkna
l Mrku _ 217rk]a 227rko¢ l—e 1 2
| = | = smia ) | < — 0
n_ 1 — e2imka n |l — e?mka| notoo

donc (uj)jen+ est équidistribuée dans [0, 1] d’aprés le critére précédent.

2)a)Si v est uniforme sur [0,1] alors pour tout k € N*, E(Z*) = Sl ekt = 1 (e¥Fm — €0) = 0.

b) (i) Pour tout k € N*, puisque les variables aléatoires ©; sont indépendantes et identiquement
distribuées, il en est de méme (lemme des coalitions) pour les variables €*™®; ; de plus, par la
question précédente, ces variables admettent pour espérance 0. La loi forte des grands nombres
rappelée en début d’énoncé entraine que - Z Y 162””“@
tend vers +00.

i tend presque stirement vers 0 lorsque n

(i) Ceci signifie que pour tout k € N*, il existe un sous-ensemble ) de Q vérifiant P(€)) = 1 tel
que pour tout € ), %2}1:1 e2imkO;(w) tend vers 0 lorsque n tend vers +00. Soit O = Mkens -

Le complémentaire € de 2’ est de probabilité nulle puisque

(o —P(U%>< > P(@) =0

keN* keN*

1 n

Donc P(Q) = 1 et d’aprés ce qui précede, pour tout w € €', pour tout k € N*, 7 2ui1 e2imkO;(w)
tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
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D’aprés le critére de WEYL, ceci implique que pour tout w € €, la suite (0;(w));jen* est équidis-
tribuée dans [0, 1] et donc que pour tout w € €', pour tout (a,b) € [0,1]? tel que a < b,

ngT@ﬂZlab —b—a.

(iii) Pour (a,b) € [0,1]?, a < b fixés, pour tout j € N*, pour tout w € Q, 1(,4)(0;)(w) = 1si O(w)
est dans [a,b] et 1[4 (©;)(w) = 0 sinon : 1,4)(0;) est donc une variable de BERNOULLI, dont
le paramétre est égal a la probabilité que ©; soit dans [a,b], c’est-a-dire, d’aprés les hypothéses
de I'énoncé, v([a,b]). Autrement dit (le paramétre d’'une BERNOULLI étant égal a l'espérance)
E(l[a,b]<®j)) = V([avb])'

Comme les variables 1(,;)(0;) sont indépendantes (coalitions) et identiquement distribuées, a
loi forte des grands nombres implique que %22:1 1(4,5(©;) tend presque strement vers v([a, b])
lorsque n tend vers +o0. Il existe donc un sous-ensemble Q" de Q vérifiant P(Q”) = 1 tel que pour
tout w e Q7 limy,—, 40 %2?21 1[a,(05)(w) = v([a,b]).

On remarque alors que ' N Q" # & (sinon, on aurait P(Q' v Q") = P() + P(Q") = 2...) et que
pour w € ' N Q. on a simultanément

1 n
A, 2 2 B (©500)) b=

et

lim Z 1o, (© v([a,b])

n—+w n
d’ot v([a,b]) = b — a. Ceci achéve de prouver que v est uniforme sur [0, 1].

3)a)Pour tout k € N, |ay| = |[E(Z*")| < E(|Z"™|) (propriété de I'espérance) et comme |ZFF| =1

(variable constante), on a bien |agx| < 1. On en déduit que, pour tout z € By, la série ;%) ax|z|*
converge et par conséquent, la fonction f : z — — Z,Jgi% ar2" est bien définie sur la boule unité
ouverte B1. Kt méme mieux, f est holomorphe sur 3; puisque ce qui précéde prouve que le rayon de
convergence de la série entiére définissant f est supérieur ou égal a 1 et qu’'une fonction somme de
série entiére est holomorphe sur son disque (ouvert) de convergence. Or, f est non identiquement
nulle car on a supposé p non uniforme et donc les ay, ne sont pas tous nuls. Ceci implique (voir les

justifications en I1-2)d)(i)) que pour tout r €]0, 1[, f admet un nombre fini N, de zéros dans D,.

b) (i) Soit n € N*. Déja, pour tout z € By, pour tout w € €2, pour tout j € [1,n]], Z;(w) est de
module 1 donc Z;(w) # z et donc V;,(2) est bien défini et

n

V(Z) _ P?é(z) _ jglkl;lj(’z*Zk) li
n nP,(z) n ﬁ (z = Z4) n
k=1

o E ZJ

Il s’ensuit que

1 n 6—2i7r®j

1 &
“a =y e = 2_2’”62 )
n ” 6217r@ - n ze—2i7r€)j -1 -

j=1 7=1 ]—1

(somme de série géométrique convergente pour tout w € Q) et en arrangeant un peu (somme finie
Api . _ k+1
de séries convergentes) : V,,(z) = — Y% ( 21 Z )
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(ii) D’apreés la loi forte des grands nombres, pour tout k € N, %2?:1 Z ]]-“H tend presque stirement
vers ay lorsque n tend vers +oo. Il existe donc un sous-ensemble ), de Q tel que P(Q}) =1
et pour tout w € Q, lim, ;4 %Z;‘: L Z]]?H(w) = aj, et en définissant comme précédemment
Q= Npens U, on a P(Q) =1 et pour tout w € ', pour tout k € N,

lim Z Z’“r1 = ag

n—+o n,

Soit alors w € €. Pour tout K compact de By, il existe r €]0, 1] tel que K < B,.. Ainsi, pour tout
ze K, |[Va(2)(w) — f(2)] < 235 |2 I leH( ) — ak|r® (série convergente puisque [r| < 1 et
pour tout k € N, |%Zj=1ZfH( —ag| < n2]=11+1=2).

Soit alors € > 0. Il existe ky € N tel que Z;SCOH r* < £ (reste de série convergente) d’ou

S - 1 Sy Zf“(w)—@k‘rk < 5. Et pour tout k € [0, ko], comme lim,,, ;o %2?11 Z]’?H(w) -
ar, il existe un Ny tel que pour tout n > Ny,

1 n

=Nz <= 1 —

L DAl < g

En choisissant N = max(No, ..., Ng,), on a alors pour tout n > N, pour tout z € K,

Ce qui précede prouve que V,(2)(w) tend vers f(z) uniformément sur tout compact de By lorsque
n tend vers +o0.

c) (i) La fonction f ne s’annule pas sur C, et est continue sur C, (car holomorphe) donc, C, étant
un compact, |f| y admet un minimum strictement positif m. Et comme w € ', V,,(2)(w) tend
vers f(z) uniformément sur C,. Il existe donc un N € N* tel que pour tout n > N et tout z € C,,

Va(2)(w) = f(2)] <m < |f(2)].

Ou encore : pour tout n > N et tout z € C’r, Va(2)(w)

e - 1| < 1. Ceci implique que % ¢R_
) | =1 - @) 5,

f(z)
7‘/”}(5“) est incluse dans C\R_. Soit ln une détermination du

car si @) o R_, alors on aurait |
)

Ainsi, 'image de C, par ¢ : z +—

logarithme complexe sur C\R_; z — In(z) est alors une primitive de ¥ w sur C, et donc

[[2oon [ (B0 1oy,

Va(2)(w)  f(2)

(ii) Si h est une fonction holomorphe au voisinage d’un point a € C et posséde un zéro d’ordre
m € N* en a alors h est de la forme z — (z — a)™g(z) ot g est holomorphe et ne s’annule pas au
voibinage de a (les zéros de h étant isolés). On a alors ' (2) = m(z —a)™ 1g(2) + (z — a)™d'(2)

W(z) _ () _
d’out h(z) — g(z) = z—a
(iii) La fonction f est holomorphe sur B, : en notant ay, ..., a, ses zéros dans B, et mq, ..., m, leurs
multiplicités respectives, f(z) est de la forme (avec la convention que le produit est égal a 1 i.e.
f(z) = g(2) si f n’admet pas de zéro dans B,) [[7_;(z — ag)™ g(z) ou g est holomorphe et ne

') _ mi_ 9'(2)
) T k 1 z—ag 9(z)

fz
(cf. la question précédente) d’ou en utilisant le théoréme de CAUCHY : % S f (Z) =30 _mE+0

(z) ou p = %/ est bien holomorphe au voisinage de a.

s’annule pas sur un voisinage de D, (car f ne s’annule pas sur C;). Alors

(puisque %’ n’a pas de poles dans D,).
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d)

Ainsi, 7§ c J} /((,:)) est bien égale au nombre N, de zéros (comptés avec leur multiplicité) de f
situés dans la boule ouverte B,.

Or, d’aprés ce qui précéde, pour tout n > NN, on a Sc Vngzggwg d\(z Sc f (2). Avec le méme
raisonnement (et puisque z — V,(2)(w) vérifie les mémes proprletes que f sur D,), pour tout

n > N, z— V,(2)(w) admet exactement N, zéros (comptés avec leur multiplicité) dans B;.

Soit alors K un compact inclus dans B;. Il existe un r €]0, 1] tel que K < B, (sinon, on pourrait
contruire une suite d’éléments de K convergeant sur C; ce qui contredirait le fait que K est inclus
dans B;) et f ne s’annule pas sur C, (car f posséde un nombre fini de zéros dans tout disque
fermé inclus dans By : si pour tout 7’ € [r,1[, f s’annulait sur C,» on aurait une infinité de zéros
par exemple dans le disque D Lir quitte a prendre 7 un peu plus grand, on peut donc le choisir

tel que f ne s’annule pas sur C,.).

On reprend les notations et les résultats de la question précédente. Comme z — P, (z)(w) ne
s’annule que sur le cercle unité, z — P/ (z)(w) a exactement le méme nombre de zéros que z —
Vo (2)(w) dans B, donc z — P/ (z)(w) a un nombre constant N, de zéros dans B, pour tout n > N,
et donc au plus N, zéros dans K pour tout n > N. Par conséquent, ((P))(w)(K) tend vers 0
lorsque n tend vers +00. Ceci étant vrai pour tout w € ', ceci prouve que ((P),)(K) tend presque
stirement vers 0 pour tout compact K inclus dans Bj.

VI - Points critiques de polyndmes aléatoires aux racines identiquement distribuées - Cas

général

A. Un théoréme de convergence dominée (et une premiére convergence en probabilité)

Dans toute la suite, on fixe € un réel strictement positif.

1)a) (i

) Soit M > 0. On a, pour tout n > Np,

[ na a@) = | 1 o) + [ L (o)

> \fn )" oy udr(z)

. | 1ty (opardvia)

> ’ ACEIN ST )|>MdV<37)"
X

Par conséquent, on a l'inclusion

U (o) [Fdu() > p] > “fxfn(.,x)lfn(,,z)>Mdu(x)‘ > ]\C};]

On en déduit

( J Fa(sm) g oy sudr ()] = > <J | fu() M Hdu(2) > Cp> < ]1)

Ainsi, on a bien, pour tout M > 0, pour tout n > N,

C 1
P <| L Pl 2L, (o) ()| 2 Mz;) )

(ii) Soit alors M, > 0 tel que Sy

175 = € (un tel nombre existe puisque § > 0). On a, pour cet M),
p

pour tout n > N,

C
[ ooy o) > e| < |||y, o) > 1)
p
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et donc, pour tout n > (‘ SX Tn( )L 10 )|>Mpdy(37)’ > e) <

b) (i) Par hypotheése,
v <{m X ¢ lim P(|fal.2)] > <) = o}) _

donc avec X' ={z e X : lim,— 1o P(|f0n(.,2)] =€) = 0}, comme

S

| PUstaz 0w = | Pz @) + | Plala)| > (o)
X X/ X\X
- | POl v

on obtient par théoréme de convergence dominée (une probabilité étant majorée par 1) que

lim P(|fn(.,2)| = e)dv(z) = 0.

n—+ao0 X

(ii) Le théoréme de FUBINI permet d’écrire

E(Lymmmwm)=LE@MWmew5&wm@m>awm

donc on a bien : lim, ,, E (SX 1\fn(‘,z)|>5d7/(33)) =0.

(iii) Avec I'inégalité de MARKOV (la variable §y 17 ( ;)zedv(x) étant bien positive et admettant
une espérance), on obtient

c E (J 1|fn(.,cc)25dy($)>
P (f 1‘fn(.’z)‘>gdy(w) = ) < M X .
X

M €

Avec ce qui précéde, on en conclut lim, ., s, P (SX 1\fn(.,x)|>edl/(1’) > ﬁ) =0.

(iv) On a par inégalités triangulaires et quitte a choisir M > § :

an D)4 (< s () ffn L) < M]du(z )’

27

U n '7$)1\fn(.,x)\<§dl/(w> ,
X

puisque v est une mesure de probabilité, avec

‘J fn § fn(x) < M|dl/( < MJX 1%<|fn(.7$) < M|dl/(l’) < MJX lgg‘fn(.’xﬂdy(l’).

On a donc

9 9

< J Falom)legip(o) < M|dv(z)| > 2) <P <J ()25 dV(2) 2 2M> s

D’autre part, on a P (! s fnlss 1,‘)1|fn(_7w)|<%dl/(l‘)| > %) = 0. Comme par inégalités triangulaires,
on a

P (UX fn(.,:v)l\fn<.7x)\<Md”(“")’ > s> < P <UX Jalo @) legifu(n) < M\du(:v)’ > ;>
+P <] JX Fals )17, 125 A0 (@) > ;) ’
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on en déduit que, pour M > §, lim, ,, o P (} Sy fn(.,x)1|fn(.7x)|<Mdv(:U)‘ > 5) = 0. Par ailleurs,

si M < 5, on a directement pour tout n € N, P (|SX fn(.,:U)l‘fn(.@)‘<Md1/(l‘)| > 6) = 0. Par

conséquent, pour tout M > 0, on a bien lim,, 1 P (‘ SX fn(.,a:)1|fn(,’z)‘<Mdy(a:)’ > e) =0.

c) Ainsi, d’aprés ce qui précéde : pour € > 0 fixé, pour tout p € N*, il existe un M, > 0 et un
N, € N tels que pour tout n > N, P (‘ s fnlss )1|fn(_7x)|>Mpd1/(x)’ > f) < %. De plus, pour cet
M,, hfnn_,_;,_oo P (‘ $x fnlss )11, () <M, AV (T )| > s) = 0, donc il existe N, > N, tel que pour tout
n > Ny P (‘ Sy fn(.,x)1|fn(.’x)|<Mpd1/(x){ > s) < ;1). Par inégalité triangulaire, on obtient alors,
pour tout n > N, P (| S5 fu(2)dv(z)] = 26) < %. Ceci prouve (quitte a changer 2¢ en €) que
limy 400 P (| §5 (o, 2)dv(2)| = €) = 0 et done que (§y fu(., z)dr(z)), o converge en probabilité
vers 0.

2) Dans le cas ou v est une mesure positive finie quelconque, il suffit d’appliquer ce qui précéde a

U= ﬁ et le résultat s’ensuit.

B. Application (et seconde convergence en probabilité)
Soit R e RY.

1) Soit n e N* et w € § fixé. On note 1, ..., Tk, » les zéros de P, (w) situés dans Dg et Y1 ,n; .-, Yo, n
les zéros de P/ (w) situés dans Dg (on a donc ky, € [0,n] et £, € [0,n — 1]).

a) D’aprés IV-3), on a bien, pour tout z = pe®® € BR\{Z 1.1, s Thy, 11s Y1y 0 Yo 1}

In(|La(2)]) = zR+Zl Rl Zl ()

olt on a noté : I,(z, R) = 5 gﬂ Pr(p, 8 — t)In(|L,(Re™)|)dt.

b) En se servant deux fois de I-1), on obtient :

3, — i — Zjn)
2 2 2 ’Ln 2 e = Ljn)
s (La())) < 5 Zl = ) s Zl ).
2) Soit n € N* et r €]0, R|[.

a) Par continuité de (p,7) — Pgr(p,7) sur [0,r] x [0,27] (compact), il existe bien une constante
M(r, R) > 1 telle que pour tout z = pe? € B, et tout t € [0, 27], m < Pr(p,0—t) < M(r,R).

b) On utilise alors I-3) pour obtenir : Iny (| L, (Re®)|) < Yp_; In_(|Re® — Zy|) + Inn.
c) On remarque déja que si z ¢ {pe? / p e [R —1L,R+ 1] et 6 € |0, 27r]} pour tout t € [0, 27],

n_(|Re® — z|) = 0. Ensuite, pour z = pe?, So In_(|Re® — 2|)dt = So _(|Re® — p|)dt donc
27 ) 27 )
supj In_(|Re" — z|)dt =  sup max (— In(|Re” — p|),0) dt
zeC JO pe[R—1,R+1] JO

Il suffit maintenant d’étudier p — — In(|Re’* — p|) et de remarquer que cette fonction atteint son
maximum en p = Rcost. Par conséquent (on a bien In(|sin ¢|) intégrable sur [0, 27]...), pour tout
pe[R—1,R+1],ona

27 ) 2T
max (— In()|Re" — pl),0) dt < max (—2In(R|sint|),0) d¢
0 0
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donc en posant
21

C(R) = . max (—2In(R|sint|),0)dt + 1

on a bien : sup So In_(|Re® — 2])dt < C(R).

zeC

d) On en déduit que pour tout n € N* et pour tout z = pe’ € B,,

M 27 ) M n 27 )
(2 R) < (""’R)f I, (| La(Re)pat < 2B (50 f In_(|Re® — Z)dt + 2r1nn |
27T 0 27T el 0

Il s’ensuit que

21
(2, R) < Mg;R) f Iny (|Ln(Re')|)dt < %M(r, R)C(R) + M(r,R) Inn.
0

Ainsi, 11,(2, R) < M(r, R)C(R) + M(r, R)2 et comme z — % est bornée sur [1, +oo[, il existe
une constante K telle que 11,(z, R) < M(r, R)C(R) + KM (r, R), et ce, pour tout z € B,. On en
déduit Pexistence d'une constante Bi(r, R) = M (r, R)C(R) + KM(r, R) telle que

1
sup—1I,(z, R) < By(r, R)

zeBB, T
3)a)En appliquant le théoréme de FUBINI, on obtient

(], =) v - [ ([ 51000 ot -

car pour tout z € C,

1 . 27
J lv |<1d/\(z) = J Az) = f f —rdrdf = 2r
C |y - Z| B |Z 0

et v est une mesure de probabilité.

b) On a

du(y 12«1 1y —2>1 12«1
f W) =J p—— du(y)+f p— du(y)<f = dp(y) +1
cly—=2 Jo ly—+| c ly—=z| c ly—=z|

1, .
A(zeC : f Mdu(y)——i—oo) ~0
c ly—=|

d’apres la question précédente, d’ou a fortiori A(A) = 0.
4) On suppose 0 ¢ A.

) —In_(]z]) est bornée (facile), et nulle en dehors de la boule
) donc E(h(Z1)) est finie. De plus, par hypothése 0 ¢ A donc
)=o
#
R

a) On remarque que h : z—In_(|5
centrée en z = 0 de rayon max(1,

SC |y| < 4 et, comme —In(|z L ) on en déduit que E (In_(|Z1])) SD n(|z])du(z)

A

est finie. Ceci prouve que — ( ( )) est egalement finie.

0
De plus, par définition, 1 Zk” 111(

=) = == k” 1 In_ Z ; par la loi forte des grands
nombres, les variables In_ (|—Z1

5 |) étant 1ndependantes (Coahtlons), identiquement distribuées et
admettant toutes pour espérance E (ln_ ( %D), on en déduit que

1 & 1 & Z;
=~ (=) = == Y (|5 ])
Jj=1 j=1
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tend presque stirement vers —E (ln_ ( %D) lorsque n tend vers +oo.

b) On écrit la formule de POISSON-JENSEN en z = 0 et on divise par n € N* pour obtenir

100, R) = I (|20 —me (%)) + Z"mqf%p.
]=1

Ona n.In
12 (

y}'%"‘) < 0 par définition des y; ,, donc L7.(0,R) > %ln (‘Ln (0) D Z " In (‘%"D

n
De plus, on a admis que (z = 0 n’étant pas dans A) L In(|L,(0)|) convergealt en probabilité vers 0.
Donc en posant D(R) = E (In— ( L)) +1, 0ona blen D(R)>0e

lim P<1 n(0,R) < )—O
n——+0o0

c) Dans le cas général, soit a ¢ A (il en existe un...) : on se raméne au cas précédent en posant

Yk:Zk—a.

5)a)Pour tout n € N* et tout z € B,, on a

1 27
In(z,R) = 2 ), Pr(p,0 — t) In(| Ly, (Re™)|)dt
1 27r ) 1 2T )
= 5, PR(p,Q—t)1n+(|Ln(Re”)|)dt—2f Pr(p, 0 — ) In_(|Ln(Re™)|)dt,
T ™ Jo

En utilisant VI B-2)a) et Iny et In_ fonctions positives, il vient

2 1

1 it — r u l n et
nh@m>MmmL mMLmMWtMmangmum>Mt

Puis, en utilisant

1 2m " 1 2m " 1 2m )
— w(Reé = — n(ReM)dt — — | In_(|Ln(Re™)|)dt
LO0.R) = 5 [ W(LaReD = - [ (LR Dt = o [ (La(ReY)
on obtient
21 1 i 21t 1 2m ”
MR | S ([La(RéD)dt = M(r, RS (1,0, R) — — | g (|La(Re®)))dt ) .
o N n 2 0

On en déduit
27 M (r, R)

n

1

- 2
(e ) > 10.8) = (M08 = 5 ) [ e e

b) Avec VI-B.2)d), on obtient
| , 2 2
j Ly (| (ReM )t < C(R) + 2 lan < C(R) + 2.
L n e

Ainsi, pour tout z € B,, on a

Ry s TMER) 6 Ry - <M(r, R) — Ml> (C(R) + %>

n
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Par conséquent, il vient

P (;In(z,R) < —By(r, R)) <P (i[n(o,m < —D(R))

en posant

Ba(r, R) = M(r, R) [D(R) + (M(r, R)— M(iR)> <C(R) + 2:)] - 0.

Comme ceci est valable pour tout z € B,, et comme lim,_, 4, P (%In(O, R) < —D(R)) =0,o0n a
alors bien

1
lim P <inf —1I,(z,R) < —By(r, R)) =

n—+00 2EBr M

6) D’aprés ce qui précéde, pour tout z € B,,

n—+0o0 n2

lim P < 3 JBT I,(z, R)*d\(2) > 6mr max (By(r, R)?, Ba(r, R)2)> =0

donc pour tout € > 0, il existe C. = 67r max (31 (r, R)2, Ba(r, R)Q) et un certain rang N, & partir
duquel

P (;f I.(z, R)*d\(z) > Cg> <e

T

Ceci signifie que SB (2, R)2d\(z) est bornée en probabilité.

7)a)Comme 0 < r < R, (y,2) — In*(|R? — §z|) est majorée sur D? par une constante strictement
positive K en tant que fonction continue sur un compact et de plus, In? est localement intégrable
sur R, on peut donc écrire, pour tout y € B, :

f In 2(|];(2_>|)d)\( ) < QJ In?(|R(z — y)|)d\(2) + 4nrK

r

(puisque (A — B)? = A% + B? — 2AB et 2|AB| < A% + B?) et on peut décomposer, pour tout
£ >0, {5 I2(|R(z — ) )dA() en

J In? |R(z — y)|dA(z) + J In? |R(z — y)|dA(2)
BrnB(y,e) Br\B(y,e)

avec la seconde intégrale bornée par 27Tr max(In? (Rs) In?(2rR)) et la premicre intégrale infé-
rieure ou égale a SB(y 9 In? |R(z —y)|d\(2) = {5 In?(|Rz|)d\(2), constante indépendante de y. En

regroupant les morceaux, on en déduit 'existence d’une constante Cy(r, R) telle que

R(z
;;g)rjr In? (|R(2—:U)|)d)\( ) < Ci(r,R)

b) On a, avec VI-B.1)b),

3 3¢ & yzn lin)
—5 I (|La(2)]) 3 In(2, B)* < *22 m 212 Rz )

Il s’ensuit que

3 7,1 'Ccn
*nz(’Ln(Z)D—ﬁ 212 R2_gyz 212 RQ 7] )D
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puisque k,, et ¢, sont le nombre de racines respectivement de P, et P, dans B, et ne dépassent
donc pas n. Ainsi,

Lr <11ﬂ (1Zn(2)]) = ;’In(z,R)2> dA(2)

n2
k
3 R(z—xjn)
2 (| =) gy 4 2 lemd)\.

;J RQ_yznZ D (z)+ njz_jl B ! (’ RQ_jjij ’) (Z)

Avec ce qui précéde, on en conclut que
1
JBT (n2 (| La(2)]) — ST 3)2) dA\(z) < Co(r, R)
en posant Ca(r, R) = 6C1(r, R).
c) Comme -3 §5, In(2 (2, R)?dA(z) est bornée en probabilité, on en déduit que §5. In?(| L, (2)])dA(2)

est egalement bornee en probabilité : en effet, pour tout € > 0, il existe C. et un certain rang N,
tels que pour tout n > Ng,

P <3J In(z R)2dA(2) > CE> <e

n2

et ona, deplus, {5 - L 1n2(|L,(2)])dA(2) < Cof =5 SB (2, R)2d\(z) donc P (SBT L In?(| L (2)])dA(2) > ¢
P (2§, Lulz, R?AN(2) > C.) <

Ainsi, pour tout £ > 0, il existe C. = C. + Cy(r, R) et un certain rang N. tels que pour tout

n > N, P (SBT #an(\Ln(z)Dd)\(z) > C’E) < . Bt donc, 2 o2 SB 2(|Ln(2))dA(2) est bornée en

probabilité.

8) Si U est une fonction continue et & support compact sur C et a valeurs réelles, on a, en prenant
pour (X, A, v) Pensemble C muni de la mesure de Lebesgue et de la tribu borélienne usuelle, un
espace mesuré ol ¥ = X est bien une mesure (positive) finie, (2, B, P) 'espace probabilisé associé
au probléme, et la suite de fonctions (fy,)nen définies sur Q x C et a valeurs dans R (muni de sa

tribu borélienne usuelle) par : f,(.,2) = (L In(|Ln(2)])) ¥(2). Les propriétés suivantes sont alors
satisfaites :

e pour tout n € N, f, est B x A - mesurable.

e il existe 6 = 1 > 0 pour lequel { |fn(., 2)["*%d\(z) est bornée en probabilité (cette propriété
découle directement du 7)c) puisque ¥ est bornée sur C, étant continue a support compact, et
en choisissant r de maniére & ce que le support de ¥ soit inclus dans B;)

e pour presque tout z € C, (f,(., 2))nen converge en probabilité vers 0 (la multiplication par ¥(z),
variable aléatoire constante, ne changeant rien a la convergence en probabilité vers 0).

Les hypothéses de la partie VI-A sont donc vérifiées : on peut conclure que la suite

<i fc <1n<|Ln<z>|>>\IJ<Z><“<Z>)REN*

converge en probabilité vers 0.

C. Démonstration du résultat

1) Du II. 2)d)(iii) et de la définition de L,(z), on déduit immédiatement que pour toute fonction
de classe C™ & support compact dans C, et a valeurs dans R,

o [ LM asEE = Y e Y )

2mn C
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2) Pour tout n € N*, les zéros de P, étant u-identiquement distribués, on a par théoréme de transfert
que pour tout k € [1, N}, E(¢(Zi)) = §o ¢ du et on conclut par la loi forte des grands nombres,

sachant que %Zzec . Pa(2)=0 (z) = %22:1 o(Zy) -

D YO

2€C : P,(2)=0

tend presque stirement vers Sc i dp lorsque n tend vers +c0.

3) Le terme de gauche de I'égalité du VI-C.1) converge en probabilité vers 0 d’aprés VI-B.8) (avec
U(z) = 5=Ap(z)) donc avec le résultat de la question précédente, on abien que £ > . p (=0 P(2)
converge en probabilité vers SC o du, ce qui est le résultat recherché.
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