Agrégation externe de mathématiques

Chapitre 4

Epreuve écrite d’analyse et probabilités

Le sujet est disponible a’URL https://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agregation_externe/
38/2/s2020_agreg_externe_math_2_1303382.pdf ou sur le site agreg.org.

4.1 Commentaires sur I’épreuve écrite d’analyse et probabilités

4.1.1 Présentation du sujet

Le sujet d’Analyse et Probabilités de la session 2020 porte sur le critére de BAEZ-DUARTE pour ’hy-
pothése de RIEMANN. Ce critére, qui précise le critére de BEURLING et NYMANN, établit un lien entre
Phypothése de RIEMANN et la famille de fonctions {z — {1/(nz)}, n € N*} ou {-} est la partie
fractionnaire. Plus précisément, si B désigne le sous-espace de L?(]0,+o0[) engendré par la famille
{z — Thp(z) = {1/(nz)}, n € N*}, ce critére énonce une équivalence entre l'existence d’une suite de
B qui converge dans L?(]0, +o[) vers la fonction indicatrice de I'intervalle ]0, 1] et la non annulation
de la fonction ¢ de RIEMANN dans la bande verticale {s € C,1/2 < Re(s) < 1}, ce qui équivaut a
I’hypothése de RIEMANN avec nos connaissances actuelles sur la fonction zéta. Dans le sujet, seul le
sens direct du critére est démontré. Le sens réciproque, beaucoup plus ardu, fait appel ou bien a des
manipulations subtiles de contours d’intégration en analyse complexe ou bien a des résultats profonds
de structure des espaces de HARDY. La question traitée dans le sujet est donc une question de théorie
analytique des nombres en lien avec ’analyse fonctionnelle. Les domaines de ’analyse complexe, de
I'analyse réelle, de I'intégration, de I'analyse de FOURIER, de I’analyse fonctionnelle dans L?(]0, +oo[)
et la théorie des opérateurs sont donc abordés dans ce sujet.

Chaque partie commence par des questions simples ou classiques, qui peuvent étre parfois calculatoires
mais devraient étre & la portée d’une grande majorité des candidats & l'agrégation. Comme toujours,
le sujet a été congu pour permettre au plus grand nombre de traiter les premiéres parties et particu-
liérement les premiéres questions de chacune des parties. Ces premiéres parties devaient permettre de
se familiariser avec les objets manipulés, aussi est-il hasardeux de négliger ces parties pour aborder
directement les suivantes. La stratégie consistant a ne traiter que le début de chaque partie n’est pas
recommandée non plus. Elle ne permet pas de s’approprier le sujet autant qu’une approche linéaire et
le baréme est congu pour fortement favoriser un traitement conséquent et suivi des premiéres parties
plutét qu’un grapillage de questions éparses du sujet.

La partie I est consacrée & quatre questions préliminaires, essentiellement calculatoires et trés clas-
siques, qui servent dans la suite du probléme. On y manipule des séries de fonctions (séries entiéres,
séries alternées, séries de FOURIER) et une intégrale impropre trés connue que l'on calcule a l'aide du
théoréme des résidus. L’objectif de la partie II, assez courte, est d’établir quelques propriétés de la
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transformée de MELLIN : domaine de définition !, calculs simples de quelques transformées, action des
opérateurs de dilatation-contraction. La partie III est consacrée au prolongement méromorphe de la
fonction zéta de RIEMANN, initialement définie sur le demi-plan {s € C tel que Re(s) > 1} au demi-plan
{s € C tel que Re(s) > 0}. Elle comporte des questions calculatoires et techniques de manipulation de
sommes et d’inégalités sur les modules ainsi que quelques questions relatives a ’holomorphie (théoréme
d’holomorphie pour les séries de fonctions, prolongement analytique, calcul de résidu). Dans la par-
tie IV, on exprime la transformée de MELLIN de la fonction p a I’aide de la fonction zéta de RIEMANN.
Le début est consacré a I’étude de la fonction réelle p, la suite a des questions d’intégrabilité et a des
calculs d’intégrales. L'une de ces questions nécessite une certaine finesse dans les calculs avec une inter-
version de somme et d’intégrale ; les autres calculs sont plus immédiats. Dans la partie V, on démontre
par I’absurde le sens direct du théoréeme de BAEZ-DUARTE en prouvant que si la fonction indicatrice
de l'intervalle ]0, 1] est dans 'adhérence d'un certain sous-espace vectoriel B dans L?(]0, +co[), alors
la fonction zéta ne s’annule pas dans la bande verticale {s € C : 1/2 < Re(s) < 1}. Pour ce faire, on
commence par se ramener a des fonctions presque partout nulles sur |1, +oo[ (fonctions de [5’) et on
utilise les résultats des parties précédentes pour exprimer la transformée de MELLIN d’une fonction de
B en fonction de (. Il reste alors & interpréter la transformée de MELLIN comme un produit scalaire de
L?(]0,1]) pour conclure. La structure hilbertienne de L2(]0, 1]) et des manipulations sur les intégrales
font I'essentiel de cette partie. Dans la partie VI, plus longue et ardue, on étudie certains opérateurs
(applications linéaires) continus de L2(]0, +o0[) : opérateurs de dilatation Dy, opérateur d’inversion J,
opérateur de HARDY H (c’est un opérateur de moyenne), opérateur de FOURIER C et on construit un
endomorphisme continu V' de L?(]0, +o0[), qui commute avec les opérateurs de dilatation Dy et agit
comme J sur la fonction p étudiée en partie IV. Cette partie comporte des questions difficiles, calcula-
toires et théoriques, autour de la structure d’espace vectoriel normé et de la structure hilbertienne de
L?(]0, +0[). La mener & bien en justifiant les manipulations faites nécessite une compréhension fine
de ces notions. Enfin, dans la partie VII, on construit a I’aide de la fonction u de MOBIUS, une suite de
B qui converge simplement vers la fonction indicatrice de l'intervalle ]0, 1] sur ]0, +oo[. Pour cela, on
démontre certaines propriétés de convolution de la fonction p de MOBIUS. On montre ensuite & l'aide
de I'opérateur V et de ses propriétés que cette suite diverge dans L2(]0, +00[). On finit donc le sujet
sans avoir démontré '’hypothése de RIEMANN !

Le théoréme de BEURLING et NYMAN est démontré dans 'article [Be55| et analysé dans [BS]; il
a été précisé par BAEZ-DUARTE (on passe de dilatées quelconques de p aux dilatées entiéres) dans
[BD03]. La partie V ott 'on passe de L?(]0,+oo[) & L?(]0,1]) est un développement d’une partie de
[BDBLS]. Les parties VI et VII sont inspirées de l'article [BD99]|, ou l'opérateur V' est construit, son
action étudiée et ot 'auteur établit la divergence dans L?(]0, +-00[) d’une suite de B, construite a ’aide
de u, qui converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonction indicatrice de I'intervalle |0, 1].

Références
[BD99] L. Baez-Duarte, A class of invariant unitary operators, Adv. in Math 144 (1999), 1-12.

[BDO03] L. Béez-Duarte, A strengthening of the Nyman-Beurling criterion for the Riemann hypothesis,
Atti Accad. Naz. Lincei Cl. Sci. Fis. Mat. Natur. Rend. Lincei 9 (2003), n. 1, 5-11.

[BDBLS] L. Baez-Duarte, M. Balazard, B. Landreau, E. Saias, Note sur la fonction zeta de Riemann,
111, Adv. in Maths. 149 (2000), n. 1, 130-144.

[BS] M. Balazard, E. Saias, Note sur la fonction zeta de Riemann, 1, Adv. in Maths. 139 (1998),

1. Les candidats qui avaient préparés sérieusement le concours avaient pu reconnaitre des éléments du sujet du
concours docteurs 2019
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4.1.2 Remarques générales

Cette année, une partie substantielle du sujet d’analyse et probabilités a été traitée dans une majorité
des copies. Beaucoup de questions ont été abordées et on a trouvé assez peu de copies « vides ». Les
parties I, II, IIT et IV ont été abordées par une majorité de candidats (& 99%, 77%, 82% et 85%
respectivement). Toutefois la partie IT a été moins commencée que les parties III et IV. Un quart des
candidats environ a traité les premiéres questions de la partie V, 30% pour la partie VI. Dans un
cas comme dans l'autre, moins de 10% des candidats se sont aventurés au dela de la question 3. La
partie VII n’a été que trés rarement abordée (& part la premiére question, majoritairement en cas de
grapillage, sur laquelle 15% des candidats se sont aventurés). Dans l’ensemble, on note un nombre non
négligeable de copies ol seules les toutes premiéres questions de chaque partie sont abordées. Cette
approche donne une impression négative et le baréme récompense une démarche plus opinidtre avec
une volonté de traiter les premiéres parties de fagcon conséquente.

Certaines copies, heureusement minoritaires, comportent des incohérences majeures. On a pu voir
ainsi des erreurs graves dans les manipulations des fonctions usuelles, des variables d’intégration sor-
ties de l'intégrale, des inégalités entre nombres complexes... Les commentaires qui suivent s’appliquent
au reste des candidats et des copies.

Dans ’ensemble, les calculs, méme exigeants, sont souvent bien menés. On constate néanmoins dans
les copies cette année encore des difficultés majeures dans les manipulations des nombres complexes et
des modules. Les calculs manquent parfois aussi de rigueur. Beaucoup de candidats n’hésitent pas a
diviser par une quantité sans se préoccuper de préciser qu’elle ne s’annule pas. Plus fondamentalement
encore, les justifications des calculs sont souvent oubliées. C’est le cas pour les passages & la limite,
I’existence des intégrales ou des séries, les interversions de sommes et d’intégrales, les changements de
variables, les intégrations par parties. Trop souvent, les objets mathématiques sont traités comme des
objets formels sans soucis de notion de convergence : un objet défini par une intégrale, une limite ou
comme la somme d’une série, n’a d’existence et de sens que si la convergence a été (préalablement)
établie.

Le jury souhaite insister sur un point important qui pose probléme presque chaque année dans les
copies d’analyse. Il porte sur les séries et les intégrales généralisées. Si (a,,)nen est une suite d’éléments
de R ou C, la notation ), -, a, désigne la série de terme général a,,. Cette série peut étre convergente
ou divergente. En cas de convergence, on note ;:ioo an sa somme (ce sont des conventions de notations
usuelles), qui est alors un nombre réel ou complexe. Dans le cas ol (ap)nen est une suite de réels
positifs, on peut toujours définir la somme de la série Z:{ioo an qui est un réel en cas de convergence
de la série et est +00 en cas de divergence de la série (car la suite des sommes partielles d’une série
a termes positifs est ou bien convergente, ou bien diverge vers +o0). Dans le cas d'un terme géné-
ral positif, et dans ce cas seulement, on peut donc écrire Z:{i% an < 400 pour signifier que la série
converge. Dans le cas général, si on peut toujours écrire ano an pour désigner une série, qui sera
éventuellement divergente, on ne peut écrire d’équations faisant intervenir la somme de la série qu'une
fois la convergence de la série démontrée. Pour les intégrales impropres, la confusion est plus fréquente
encore. Dans ce cas, si f est une fonction localement intégrable sur [a,b] avec a € R, b € R U {+0o0}
et a < b, la notation SZ f(t) dt désigne a la fois une intégr\ale impropre qui peut étre convergente ou
divergente et la valeur de I'intégrale en cas de convergence. A nouveau, lorsque f est & valeurs positives,
on peut toujours assigner une valeur a SZ f(t)dt qui est un réel en cas de convergence de l'intégrale et

(© www.devenirenseignant.gouv.fr page 45


www.devenirenseignant.gouv.fr

Agrégation externe de mathématiques

est +00 en cas de divergence (car la fonction F(z) = §7 f(¢) dt est croissante et admet donc une limite
en b~ dans R U {+00}). Dans le cas d’une fonction positive, et dans ce cas seulement, on peut donc
écrire SZ f(t)dt < +oo pour signifier que U'intégrale converge (la fonction est intégrable). Dans le cas
général, on ne peut écrire d’équations faisant intervenir I'intégrale qu’une fois la convergence démon-
trée. Les inégalités | { f| < §|f|, respectivement |3 a,| < >} |an|, apparaissent souvent dans les copies
a propos de la convergence d’une intégrale ou d’une série : elles sont considérées comme abusives et
sont sanctionnées dans la notation. Il convient de commencer par établir I'intégrabilité de la fonction,
respectivement la convergence absolue de la série. Ensuite seulement, on peut écrire que l'intégrale,
respectivement la série, existe et on peut majorer son module. Ainsi, le jury recommande instamment

de ne jamais écrire | { f| < 400 ou | Y] a,| < +o0 pour une fonction f ou un terme général a,, qui ne

sont pas de signe constant (on a lu par exemple ‘SJ * Siﬁx dx’ < 400 comme conclusion de la question

I.4(a), expression considérée comme fautive). Avant toute considération, il faut montrer la convergence
de l'intégrale ou de la série.

Les différentes notions de convergences (simple, uniforme, absolue, normale), la localité ou la glo-
balité, ne semblent pas claires. De méme les notions d’intégrabilité ou de convergence uniforme ainsi
que leur roéle pour des interversions de limites par exemple ne sont pas assimilées par de nombreux
candidats. Ce sont pourtant des notions fondamentales en analyse qui doivent étre comprises par un
futur agrégé. La notion d’holomorphie demeure aussi une difficulté pour beaucoup de candidats.

4.1.3 Commentaires détaillés

Partie I

Cette partie rassemblait des résultats trés classiques en analyse. Elle a révélé chez certains candidats
une connaissance partielle des séries alternées, des séries de FOURIER et pour de nombreux candidats
une incompréhension de la notion de convergence uniforme ou de la notion d’intégrabilité.

1. Le résultat de cette question est utilisé intensivement dans le sujet et cette question était essen-
tiellement 1a pour le rappeler. Toutefois, on attendait dans cette question facile des justifications
qui n’ont été que peu souvent explicitées (scission des modules, positivité de I’exponentielle réelle,
e de module 1 si = est réel).

2. (a) Cette question a été particuliérement discriminante. Elle a révélé une incompréhension ma-

jeure de la notion de convergence uniforme chez certains candidats. Il a trop souvent été lu
que la convergence uniforme sur tout [0,a] (pour 0 < a < 1), qui peut se montrer correc-
tement par convergence normale, par propriété du rayon de convergence ou par majoration
directe, entraine la convergence uniforme sur [0, 1] : c’est une erreur grave, la convergence
uniforme ne passe pas du local au global.
Par ailleurs, le critére spécial des séries alternées n’est pas toujours bien énoncé, il posséde
trois hypothéses qu’il convient de citer explicitement et deux conclusions : la convergence
de la série et la majoration de la valeur absolue du reste. La convergence uniforme découle
de cette derniére. Les manipulations de la valeur absolue sont bien souvent hasardeuses et
montrer que la suite (z"/n), est décroissante pour x € [0, 1] est une difficulté rarement sur-
montée dans les copies (on rappelle que la majoration par une suite décroissante ne permet
pas d’obtenir la décroissance). En revanche, le théoréme de continuité des séries de fonctions
uniformément convergentes est en général bien énoncé et utilisé.

(b) L’énoncé de la question, une question de cours, appelait clairement & une justification pour
le rayon de convergence, que de nombreuses copies ont omise. Lorsque la justification est
présente, elle est souvent correcte (D’ ALEMBERT ou définition du rayon). Lorsque le critére
de D’ALEMBERT est utilisé pour |(—1)"z"/n|, il est bon de préciser que x est non nul.
Quelques candidats ont trouvé un rayon de convergence négatif! Pour le rappel de la somme
de la série, une erreur de signe a été trés fréquente.
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(c) La continuité ou la convergence uniforme sont trop rarement invoquées pour justifier le
passage & la limite dans la somme.

3. (a) Cette question a été abordée dans plus de 90% des copies. La plupart des candidats ont
pensé a l'intégration par parties, trés peu la justifient (fonctions de classe C1). Les calculs
sont souvent bien menés avec toutefois des erreurs de signe fréquentes et parfois des €™
non simplifiés. Le cas n = 0 a souvent été oublié. Notons enfin que la fonction considérée
n’est impaire que sur R\Z, ce qui suffit toutefois a justifier la nullité des coefficient a,,.

(b) Cette question n’a été que trés rarement bien traitée et a été trés discriminante. Les hypo-
théses du théoréme de DIRICHLET ne sont que trop rarement connues (beaucoup de candi-
dats semblent penser que la continuité par morceaux et la périodicité suffisent & établir la
convergence simple de la série de FOURIER d’une fonction vers cette fonction), sa conclu-
sion assure la convergence simple de la série de FOURIER vers la régularisée de la fonction
considérée, ce qui donne dans cette question la convergence vers la fonction elle-méme sur
R\Z.

4. (a) La convergence de I'intégrale généralisée S(;r * % dx est une question classique traitée dans
la plupart des cours d’intégration. Il s’agit 1a de I’exemple le plus commun d’une intégrale
impropre convergente d’une fonction non intégrable. Cette question a révélé une incom-
préhension des notions d’intégrabilité et de convergence d’intégrale chez certains candidats
mais de nombreux candidats 'ont aussi bien traitée.

Il faudrait commencer par annoncer la continuité de la fonction z — sur |0, +ool, ce

qui assure l'intégrabilité locale et améne donc a prouver la convergence en 0 et en +00. La

convergence en 0 peut étre obtenue par prolongement par continuité mais ne doit pas étre

oubliée. La convergence en +00 résulte d’une intégration par parties.

On a vu sur cette question beaucoup de bétises : intégration par parties sur ]0,+o0[ qui

crée une divergence en 0 ou sur [1,+oo[ sans justification de convergence, conclusion de la
forme | §* Sinx(x) dz| < +oo. Il convient a un futur agrégé d’étre sensible a la nature des
objets manipulés, a la justification de leur définition et de leur sens.

sin(z)

(b) Moins de la moitié des candidats se sont risqués sur cette question relative a l’analyse com-
plexe, pourtant trés classique 2. L’énoncé du théoréme des résidus est souvent approximatif
(Pabsence de pdle sur le contour ne suffit pas a justifier que I'intégrale est nulle). Parmi ceux
qui vont plus loin, on constate pour certains une absence de justification des passages a la
limite dans les intégrales sur les demi-cercles, alors qu’une bonne maitrise du théoréme de
convergence dominée pour les passages a la limite avec une gestion satisfaisante des modules
a été valorisée.

Partie 11

Dans cette partie, on constate & nouveau que la variable complexe est une difficulté majeure pour un
nombre important de candidats et que la notion d’intégrabilité manque de clarté dans certaines copies.
Toutefois, cette partie comportait des questions calculatoires abordables qui ont permis & de nombreux
candidats de bien la réussir.

1. Cette question, abordée par un peu moins de 70% des candidats a été trés discriminante et peu
réussie. On a vu de trés graves erreurs dans un nombre non négligeable de copies : croissance de
z — t* sans distinction selon la position de ¢ par rapport a 1, inégalités | { f| < §|f| avant d’avoir
établi la convergence des intégrales (et donc lexistence méme de { f), critére de convergence
des intégrales de RIEMANN en 0 et +00 méconnu. Ces erreurs ont été lourdement sanctionnées.
Plusieurs copies proposent une réponse a cette question trés élégante, qui utilise la convexité des
intervalles de R et I'inégalité de HOLDER.

2. Une poignée de candidats a tenté de proposer une autre méthode de calcul que celle proposée par I’énoncé. Dans
ces cas-la, des points ont été attribués uniquement lorsque cette démonstration était compléte et correcte.
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2. Cette question a été assez bien traitée par les candidats qui 'ont abordée. La plupart d’entre
eux ont pensé a utiliser I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. Il faut toutefois veiller a restreindre
I'intervalle d’intégration a ]0, 1] avant d’appliquer I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ ou faire ap-
paraitre la fonction indicatrice de ]0,1] dans Iintégrande car ¢ — #2°~2 n’est jamais intégrable
sur |0, +ool.

3. De trop nombreux candidats écrivent l'intégrale « définissant » M f(s) sans avoir justifié son
existence. Or l'objet de la question était ’existence de cette intégrale. Une part importante de
ces copies montrent une majoration du module de cette intégrale, pour justifier sa convergence :
or les objets introduits n’ont de sens qu’une fois démontrée l'intégrabilité de la fonction. Cela a été
lourdement sanctionné. Ajoutons qu’en remplagant U'intervalle d’intégration par [a, b], I'inégalité
triangulaire ne permet pas de conclure : une fonction bornée n’admet pas nécessairement de
limite.

4. Cette question se voulait trés facile et la majorité des candidats I'ont parfaitement traitée. Tou-
tefois, trop de candidats sont troublés par la variable complexe et ne savent pas intégrer t~! sur
10, 1[ lorsque s est complexe.

5. La justification du changement de variable (C! difféomorphisme de ]0,+oo[) dans lintégrale
impropre est souvent omise. Elle donne pourtant directement une équivalence d’intégrabilité et
donc I(f) = I(Txf). Les calculs en revanche sont souvent bien menés.

Partie III

Il y a eu quelques confusions sur la nature des convergences de séries. La partie technique relative
a la sommation d’ABEL a souvent été bien menée. En revanche, les majorations de fonctions d’une
variable réelle sont peu souvent menées a terme, la manipulation de modules est souvent hasardeuse,
la confusion entre estimation locale et globale est présente dans un nombre non négligeable de copies.
Globalement, cette partie III a été moins réussie que les deux précédentes par les 80% de candidats
qui 'ont entamée. De plus, la moitié des candidats seulement sont allés au dela de la question 2.

1. (a) De trop nombreux candidats font une confusion entre convergence normale et convergence
absolue. Il fallait dans cette question préciser que la convergence absolue implique bien
la convergence simple pour conclure. Ici aussi, on a vu beaucoup d’inégalités de la forme
| >3 fnl < 20| fn] avant d’avoir démontré 'existence de la premiére somme. Cette question a
néanmoins été bien réussie par une majorité de candidats.

(b) Cette question a montré que la notion de convergence normale n’est pas toujours comprise.
Trop de candidats majorent le terme général par une quantité qui dépend de la variable
s et concluent pourtant a une convergence normale. L’holomorphie du terme général est
rarement justifiée. Faire apparaitre la fonction exponentielle est une justification suffisante.
Les correcteurs ont en revanche apprécié de lire une justification convaincante de 'existence
de min{Re(s), s € K} pour un compact K de C dans un nombre non négligeable de copies.

2. Les candidats qui ont abordé cette question (seulement la moitié des candidats) ont pensé a
séparer termes pairs et impairs ou a simplifier ( + G. Toutefois, dans le cas de la séparation des
termes pairs et impairs, il faut rappeler que la série définissant G converge absolument (donc
commutativement), ce qui justifie la séparation des séries. C’est rarement fait dans les copies. De
méme, trés peu de candidats pensent & vérifier que le dénominateur ne s’annule pas (parfois ils
y pensent mais oublient les zéros autres que 1 du dénominateur).

3. (a) 40% des candidats ont traité cette question, avec succés en général. On a parfois vu un calcul
peu élégant (qui part du membre de droite), mais juste. Le jury rappelle cependant ici qu’il
est inutile et contre-productif de tenter de tromper les correcteurs qui repérent aisément les
erreurs de calcul qui se résorbent miraculeusement & la derniére ligne.

(b) Si cette question a été abordée par un plus grand nombre de candidats que la précédente, elle
a aussi été beaucoup moins réussie. C’était une question complexe, qui nécessitait de mener a

(© www.devenirenseignant.gouv.fr page 48


www.devenirenseignant.gouv.fr

Agrégation externe de mathématiques

bien plusieurs étapes de raisonnement. La plupart des candidats ont su borner (B:(N)) yen
et en déduire que la suite (B:(INV)/(N + 1)°7%) yen# converge vers 0. La majoration du terme
général de la série était subtile et a souvent été omise. Notons que 1’on ne peut pas appliquer
directement le critére de convergence d’ ABEL pour les séries oscillantes ou le critére des séries
alternées pour justifier la convergence de la série ), (—n1s)" car s est ici un nombre complexe.
Le calcul du (a) et cette question permettent justement d’obtenir la convergence de cette
série d’'une autre maniére.

(c) Les trois questions de ce 3 (c) visaient a démontrer des inégalités portant sur des fonctions
d’une variable réelle. Rappelons qu'un développement limité en xg ne permet de démontrer
une majoration qu’au voisinage de xg : il faut un autre outil pour démontrer des majorations
globales, par exemple I'inégalité des accroissements finis.

i. On pouvait appliquer 'inégalité des accroissements finis, c’est souvent ce qui a été fait.
On pouvait aussi factoriser par I’angle moitié pour se ramener & une fonction & valeurs
réelles et utiliser des inégalités de convexité. On attendait alors une justification (méme
rapide) des inégalités (le mot convexité suffisait). On a vu dans cette question beaucoup
trop de majorations fantaisistes avec les complexes.

ii. Ici encore, l'inégalité des accroissements finis donnait le résultat. On a vu quelques
confusions sur la variable par rapport a laquelle on dérivait. Cette question, qui pourtant
ne contenait pas la difficulté de porter sur une fonction a valeurs complexes, a été moins
réussie et moins traitée que la précédente.

iii. Cette question a trés peu inspiré les candidats.
(d) Seulement un tiers des candidats ont traité cette question.

4. Beaucoup de candidats oublient les poles éventuels en 1 4+ 2imn. Trés peu donnent un calcul
convaincant du résidu.

Partie IV

Le début de cette partie, consacré a I’étude d’une fonction réelle, a été traité par 85% des copies. Les
questions subtiles de prolongement analytique et d’intégrabilité dans la suite de cette partie ont moins
inspiré les candidats.

1. (a) Cette premiére question a été majoritairement correctement traitée.

(b) Certains candidats pensent que p est une fonction affine sur |1/(n + 1),1/n[. Les autres
donnent en général une représentation correcte de la fonction.

(c) Le domaine de continuité et ’encadrement de p sont souvent bien traités. Pour le domaine
de continuité, on attendait cependant une justification de la non continuité en 1/n, ce qui est
rarement fait. Il est faux de dire que p est continue sur I'union des intervalles |1/(n+1),1/n].
La justification de 'inclusion de I'image dans [0,1] est trés souvent bien faite mais I'inclusion
réciproque (avec le théoréme des valeurs intermédiaires par exemple) est trés souvent omise.

2. Cette seconde question, traitée par presque 60% des candidats, a été partiellement bien faite.
La majoration sur [1, +0o[ est en général satisfaisante. Sur ]0, 1] en revanche, on a vu beaucoup
de découpages de la forme Sé p= ;rfl Sy?n 1) P sans justification de convergence de la somme.
De fagon générale, toute égalité faisant intervenir un processus limite (somme infinie, borne
supérieure, limite d’une suite ou d’une fonction) doit étre accompagnée d’un argument de bonne
définition.

3. Cette question facile a été traitée par la moitié des candidats, en général avec succés.

4. (a) Le théoréme d’holomorphie sous 'intégrale n’est pas toujours connu. Cette question a été
globalement peu réussie par les 40% de candidats qui 'ont abordée.

(© www.devenirenseignant.gouv.fr page 49


www.devenirenseignant.gouv.fr

Agrégation externe de mathématiques

(b) Les justifications de convergence et d’échange de somme et intégrale sont souvent man-
quantes.

(¢) L’argument d’unicité du prolongement analytique est souvent omis (on a montré au I111.4 la
méromorphie de zéta sur {Re(s) > 0}).

5. L’argument d’unicité du prolongement analytique est souvent omis dans cette question aussi.

Partie V, VI et VII

Le début de la partie V a été abordé par un nombre non négligeable de candidats (un quart). Beaucoup
moins a partir de la question V.3. Les premiéres questions de la partie VI ont été traitées par 30%
des candidats, la question 1 de la partie VII par 15% des candidats. Seules les meilleures copies ont
traité la partie VI de facon conséquente. Seulement une dizaine de copies ont traité la fin des parties
VI et VIL Il y avait dans la partie VI des questions difficiles sur les opérateurs dans L?(]0, +00[) et des
calculs ardus. Le jury a été trés impressionné par 5 copies, d’'un excellent niveau, dans lesquelles les
six premiéres parties sont traitées de maniére remarquable, démontrant un grand niveau de maitrise
de l'analyse fonctionnelle !

Notons que dans la question V.1, qui a été assez réussie, les candidats raisonnent souvent par double
implication alors qu’un calcul de f(z) pour > 1 permet de démontrer une équivalence directement.
Dans la question VI.1, on note dans certaines copies une confusion (grave) entre la loi de groupe sur
{Dg,0 > 0} et la structure d’espace vectoriel sur L?(]0, +o0[). Méme en analyse, les notions de groupe
et de sous groupe sont essentielles. Il est attendu qu'un futur agrégé soit capable de distinguer ces
deux notions, pour par exemple montrer que l’ensemble {Dy,0 > 0} est un sous groupe du groupe
GL(L%(]0, +0[)) (par stabilité) : il faut alors citer précisément ce qu’on démontre. On pouvait aussi
raisonner ex nihilo, mais il faut alors vérifier tous les axiomes d’un groupe, et veiller & ne pas se
cantonner a une vérification des diverses stabilités. La question VI.2. (b) a été en général mal traitée :
les actions des opérateurs ne sont pas claires pour beaucoup de candidats.

4.2 Corrigé de I’épreuve d’analyse et probabilités

Partie I. Exercices préliminaires

1. Pour se Cett>0,o0na

t°] = | exp(Re(s) Int + ilm(s) Int)| = |Re(=)n(t) . gilm(s)In(t)

_ ’eRe(s) ln(t)| . ’eiIm(s) 1n(t)|‘

Or || =1 si § e R donc |eﬂm(5) ln(t)| —1lete® e R™ si z € R donc |[eRe(®) ()] = gRe(s)In(t) —
tRe(s) . Ainsi, on a |5 = tRe().

2. (a) Six € [0,1], la série de fonctions de terme général (_—i)nw" est une série alternée. La suite

de fonctions (2" /n),en+ est une suite décroissante positive qui converge simplement vers 0
sur [0, 1]. En effet pour x € [0,1] et n € N*, on a

xn+1 xn—i—l

0< < <
+1 n

"
— <
n

3
3=

et limn_,+oo% = 0 donc le théoréme des encadrements permet de conclure. Ainsi par le
(="

critére de LEIBNIZ pour les séries alternées, la série de fonctions Zn>1 -

simplement sur [0,1] et on a pour z € [0, 1] et N € N*

z" converge

CL’N+1 1
Ry (@) = il

Jio (_1)nxn <

i M N +1 N +1
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Ainsi par le théoréme des encadrements,

lim sup |Ry(x)]=0
N%%e[m]\ ()]

(="

et donc la série de fonctions >}, *—,

x™ converge uniformément sur [0, 1]. Comme de plus

pour tout entier n € N* la fonction (:E — #x”) est continue sur [0, 1], par le théoréme

de continuité des séries de fonctions uniformément convergentes, la somme de cette série de
fonctions est une fonction continue sur [0, 1].

(b) Le rayon de la série entiere >, -, (_:b)n z" est R =1 car si ap = [(—1)"/n|, comme a,, est
non nul pour tout entier positif n, on a

. An+1
lim
n—o q,

et la régle de D’ ALEMBERT permet de conclure.
On reconnait le développement en série entiére de —In(1 + z) donc pour z €] — 1, 1[, on a

Z (_1)n:c" = —1In(1+ x).

n=1 n

(c¢) Par continuité de la somme de la série et de x — —1In(1 + x) sur [0, 1] et par 2(b), on a

+00 (_1)n +00 (_1)71
Z = lim Z ~——2z" = lim —In(l +2)=—In(2).
o n rx—1- el n r—1—

3. (a) Soit n € Z*. La fonction x — {x} — % est 1-périodique et C! par morceaux, ce qui as-
sure l'existence de ses coefficients de FOURIER. Son n-iéme coefficient de FOURIER est, par

intégration par parties (les fonctions  — =z — 1/2 et z — e:;% sont de classe C! sur
[0,1]) :

1 1
1 - 1 ,
Cn = J ({I‘} _ 2> e—Zzwnxdl, _ j (1: o 2) 6_2”mxd$

0 0
6721'71'71:13 1 1 J*l ef2i7m:1:d

T =2im \T 2/, S —2imn ™

B 1 1 N 1 e—2i7m:v 1 B 1

T —2imn \2 2 (=2imn)? |, —2imn’

1

De plus, ¢y = S(l)(fﬂ —3)dz = [$2® — Jz], = 0. Ainsi a, = 0 et b, = —= et la série de
in(2
FOURIER de (z — {z} — %) est Z w
n=1 -

(b) La fonction (x — {x} — %) est de classe C! par morceaux, 1-périodique et les entiers sont ses
uniques points de discontinuité. D’apreés le théoréme de DIRICHLET sur la convergence des

séries de FOURIER, la série de FOURIER ) -, W converge simplement vers z — {z}—3
sur R\Z.

4. (a) La fonction z — est continue donc localement intégrable sur ]0,+oo[, il suffit donc
d’étudier 'intégrabilité en 0 et en +00. De plus elle se prolonge par continuité en 0 car

sin x
T

. sinx
lim

z—0 I

=1
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et est donc intégrable sur [0, 1]. Soit X > 1 un réel. Les fonctions  — 1/x et & — —cosx
étant de classe C'! sur [1, +oo[, une intégration par parties donne

. X
X Sinx — COS T X COS T
dx = — 3 dx.
1 X X 1 1 x

Or la majoration |%| < x% assure que x +— 5% est intégrable sur [1,+o0[ car z
1/x% l'est, et la majoration |cosz| < 1 assure que limy_, 4o %% = 0 donc le membre de

droite admet une limite lorsque X tend vers I'infini. Ainsi 'intégrale généralisée S+OO SINT g

converge.

Pour la convergence en +00, on peut aussi utiliser le théoréme d’ABEL pour les intégrales
oscillantes :

La fonction sin est continue et admet une primitive bornée sur [1, +o0[, la fonction z — 1/x
est de classe C'!, décroissante, positive sur [1,+oo[ et admet 0 pour limite en +o0, donc

+00 sm(t)

I'intégrale ), dt converge.

(b) Soit e et R deux reels tels que 0 < £ < R. On applique le théoréme des résidus & la fonction
F(z) = €'*/z sur le contour 7, g. Comme F' est holomorphe sur un ouvert contenant le fermé
borné délimité par le contour <. g, on obtient

—€ T R T
0= J F(x)dx — f F(ee)eie?do + J F(x)dx + f F(Re")Rie®dg

-R 0 e 0
R T e R T e
:f F(—:p)dx—ij e d9+J F(x)dx—i—if efeap.
€ 0 € 0
Or Sf F(—z)dx + Sf F(z)dz = 2i SR sin(@) qz. De plus |ef ew‘ =e 156’9’ —

e~e5m0 < 1 donc par le théoréme de convergence dominée, on peut passer a la limite dans
les intégrales sur [0, 7] et on obtient

lim a&%wzj‘wezo et lim awue:j 1d0 = .

+00 sinx dz s

5.

On pouvait aussi, plus simplement, utiliser le théoréme de CAUCHY pour les fonctions
holomorphes car F' est holomorphe dans I'ouvert C\{0} et le chemin . r sur lequel on
intégre est homotope & un point dans cet ouvert, donc 'intégrale de la fonction F' le long

du chemin est nulle.

On obtient donc en faisant tendre ¢ vers 0 et R vers +00, S

Partie II. Autour de la transformée de MELLIN
1. Si I(f) est non vide, soient «, 5 des éléments de I(f) tels que a < S et soit 0 € [, 8]. On a

—1 o
o1 N th sit>1
el Gio<t< 1.

done [F()|t71 < [F ()|t 130,11 (8) + [FORP L soof (8) < [FOE2 + ()t La fonction
t +— | f(t)|t"! est majorée par une fonction mtegrable sur ]0, +oo[ en tant que somme de deux
fonctions intégrables donc elle est intégrable et o € I(f). Ainsi I(f) est un intervalle de R.

2. Soit o > 1/2. La fonction t — #2972 est intégrable sur ]0,1] par le critére de convergence des
intégrales de RIEMANN. Si de plus f € L2(]0, +0[) est nulle sur |1, +oo[, alors par I'inégalité de
CAUCHY-SCHWARZ,

+00 1 1 1/2 1 1/2
J FOle" dt —f FOle 1 dt < U \f(t)|2dt> (J 20-2 dt> < 400,
0 0 0 0
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Ainsi si la fonction f est presque partout nulle sur I'intervalle |1, +oo[ et si f € L?(]0, +00[), alors
11/2, 400 I(f).

3. Soit s € D(f) alors |f(t)t*~1| = |£(¢)[tRe()=1. Comme t — |f(t)[tRe(®)~1 est intégrable puisque
Re(s) € I(f), Mf(s) est bien définie.

4. Pour o € R, la fonction 17711 11(¢) est intégrable sur ]0,+o0[ si et seulement si o > 0 donc
I(130,1)) =]0, +0[ et pour s € D(1}94)), on a

1 1
5 1
M1y 11(s) = f 57t = [t] ==

0 S 0 S

car lim,_,o+ [t*| = lim,_,q+ t%¢(®) = 0 puisque Re(s) > 0.

5. La fonction x — Az est une bijection strictement croissante de classe C! de ]0, +-oo[ sur ]0, +oo[ et
de dérivée la fonction constante égale & A donc par le théoréme de changement de variable, pour
o e R, Tyf(t)t°! est intégrable sur ]0, +oo si et seulement si f(¢)t7 ! est donc I(f) = I(T\f).
De plus pour s € D(f), on a

M) = |

10,400

FODEdt = f] LT (3)7 S = am M),

A

Partie II1. Fonction zéta de RIEMANN

1. (a) Pour ne N* et se€ C, on a
1

ns

(=D"

nS

B 1
B nRe(s)

et la série de RIEMANN ), 1/n® converge pour a > 1 donc les séries définissant ¢ et G
convergent absolument donc simplement sur {s € C tel que Re(s) > 1}.

(b) Pour chaque entier n > 1, la fonction (s — 1/nf = 6—5111”)

l’est.

Soit K un compact du demi-plan {Re(s) > 1}. Alors a := inf{Re(s), s € K} vérifie a > 1 car
cette borne inférieure est en fait un minimum puisque I'image du compact K par 'application
continue s — Re(s) est un compact de |1, +00[. Pour tout s € K, on a Re(s) = a donc

est holomorphe sur C car exp

1

ns

1 - 1
B nRe(s) = ﬁ'

1 converge nor-

Or pour a > 1, la série de RIEMANN » n—la converge donc la série > _; -5

malement donc uniformément sur K.
Par le théoréeme d’holomorphie pour les séries de fonctions, la fonction ¢ est donc holomorphe
sur le demi-plan {Re(s) > 1}. Pour G, les arguments sont les mémes.

2. Soit s € C tel que Re(s) > 1. Alors

1+ (-1 & 2
n=1 n=1
I &1 ((s)
= 25—1 Z::1E = 2551’

or 2571 = (5= 12 4 1 car Re(s) > 1 donc ((s) = LllG(s).

3. Soit € un réel strictement positif.
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(a)

(b)

()

Soient s € C et N > 1. Comme pour n > 1, B:(n) — B:(n — 1) = ED o B.(0) =0, 0n a

nE

N ( «\n N
e L (B.(n) ~ B.(n—1))

nS nS—&

S
Il
fui

n=1

[l
=
g
e
=
|
M=
—_
o
=
|
=

ns—¢ ns—¢
n=1
N N-—1
1 1
= Z — B:(n) — — B:(n)
= ns—e = (n + 1)5 €

I
M=
oy
=
N
3
ol —
&
|
S
+
—_

B.(N)
=) e

_ B:(n) l e _ B:(N)
A (n+1)E <<1+n> 1) " (N +1)s=¢

n

Comme B.(N) est la somme partielle d’ordre N d’une série alternée convergente puisque
(1/n%),, est décroissante et converge vers 0, la suite (Bg(n)), est bornée par |B:(1)| = 1.

De plus, pour Re(s) > ¢, imy_, o W = 0 car ‘(NJ&)S,E = (Nﬂ)ke(s)_g.
On a aussi
B.(n) 1\*° 1 1\*°
< (714—1)<<1+n) Hiswme=\Ue) Y

Enfin ‘(1 + %)S_E — 1‘ ~ |8n;8| lorsque n tend vers 'infini. En effet, pour z € C, en exploitant

la formule de TAYLOR-YOUNG appliquée a t — (1 + ¢)?, on obtient, lorsque n tend vers

I'infini,
1\~? z 1
1+—) =14+—=—+0|—-].
n n n

|s — ¢l
n—+o npRe(s)—e+1

Ainsi
1
nRe(s)—e

donc c’est le terme général d’'une série absolument convergente et donc la série de terme
Be(n)
(n+1)s—¢

((1 + %)S_E — 1) converge absolument donc converge lorsque Re(s) > ¢,
(="

nS

G(s) =§m%({;26 <<1+ ;>8—5_1> |

i. Pouru>0etteR,ona

général

ce qui implique la convergence de la série Zn>1 définissant G et 1'égalité

|(1 +u)it — 1| _ | it In(1+u) (ei%ln(l-&-u) _ e—i%ln(1+u))’
t
= |2isin (2 In(1 + u)>’ < |tIn(1 + u)|
< |t|u.

Dans la pénultiéme inégalité, on a utilisé I'inégalité | sin(x)| < |z| pour x réel (inégalité
des accroissements finis). Dans la derniére, on a utilisé l'inégalité de convexité 0 <
In(1 + u) < u pour u = 0.
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ii. Pour x € [0,1], la fonction h : u — (1 + u)* est de classe C* sur [0, +oo[ de dérivée
R(u)=2(1+u)*>1Orz—1<0etu>0donc0< (1+u)*'<let0<h(u)<z
car z = 0.

Par 'inégalité des accroissements finis, pour = € [0,1] et v > 0, on a

0<|(1+u)?’—1] <zu.

iii. Soit s = o + it avec o,t € Ret o € [e,1 +¢].
Comme ‘(1 + %)Zt eitin(1+3)

1\5°¢
(1+1) -1
n

= 1, en utilisant les inégalités précédentes, on a
1 it 1\ ¢ 1 it
= <L+> <<1+> -1 +<<1+> —1
n n n
1\ ¢ 1 it
(1+3) -1+ |(1+2) -
n n

o—c+|t] 14|t
< < .
n n

+

(d) Soient € €]0,1[ et "> 0. On pose
A(e,T) :={se C, 2e <Re(s) <1+e¢, |Im(s)| <T}.
Rappelons que pour tout n > 1, on a |B-(n)| < 1. Ainsi, pour tout entier n > 1 et tout
nombre complexe s de partie réelle o € [2¢,1 + ¢] et de partie imaginaire t € [T, T], on a

en utilisant I11.3 ¢)
S§—¢&
B.(n) P S Y D N o s
(n+1)5—¢ n (n+1)—¢ n

- 14+T 14+T
T oplto—e T oplte

Comme TllfﬁrTE est le terme général d’une série convergente, cela implique la convergence

normale donc uniforme de la série de fonctions définissant G dans II1.3(b) sur

A(e,T):={se C,2¢ <Re(s) <1+e¢, |Im(s)| <T}.

Puisque chaque terme de la série définissant GG est une fonction holomorphe sur C, le théo-
réme d’holomorphie pour les séries de fonctions assure que G est holomorphe sur tout ouvert
de la forme {s € C, 2¢ < Re(s) < 1+ ¢}. On en déduit que G est holomorphe sur 'ouvert
{s € C, 0 < Re(s) < 2}. D’aprés II1.1(b), la fonction G est holomorphe sur le demi-plan
{s : Re(s) > 1}. Finalement, la fonction G est holomorphe sur le demi-plan des nombres
complexes de partie réel le strictement positive.

4. La fonction G est holomorphe sur le demi-plan {s € C tel queRe(s) > 0} d’aprés la question
précédente et s — 1332% est méromorphe sur C car exp est une fonction entiére. Ainsi, la
fonction s +— 2571/(1 — 2571)G(s) est méromorphe sur {s € C tel queRRe(s) > 0}. L’identité
démontréée en III. 2 assure que cette fonction prolonge ¢. On en déduit que ¢ se prolonge en une
fonction méromorphe sur le demi-plan {s € C tel que Re(s) > 0}, que I'on note toujours ¢ dans
la suite. De plus, on a (comme au 3(b) pour le DL de I’exponentielle)

2371

((5) = Togemr G(s) = (27679 —1) 7 6(s)

G(s) G+ 0(s—1)

(5= 1)In2+0((s—1)2)  —(s—1)In2+ O((s — 1)?)

(S 0o
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et G(1) = —In(2) donc ((s) — =15 est bornée au voisinage de 1 et donc ¢ admet un pole simple
en s =1 de résidu 1.
Partie IV. Fonction partie fractionnaire
1. (a) SineN* etze]%ﬂ,%], alors n < 1 <n+1donc|1/z] =netp(z) =1—n Onaen
particulier p(1/n) = 0. Si x > 1, alors 0 < 1/z < 1 donc |1/z] = 0 et p(z) = 1/z.
(b) Le graphe de la fonction p sur I'intervalle [1/4, 3] est le suivant.

0

)
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
:
1
2

e - - - - — - - — - - - - = oo

(¢) La fonction p est continue sur R™*\{1/n, n € N*} car pour n > 1 et x € |1/(n+ 1),1/n|,
p(z) = %—n. En revanche, p n’est pas continue en 1/n car img,_, (1 /)~ p(z) = lim,_, (1 5)- %—
n =0 alors que lim,_, (1 )+ p(x) = lim,_,(1/my+ 3 — (R —1) = 1.
Pour tout z > 0, on a 0 < p(z) < 1 donc p est bornée et p(R™*) < [0, 1].
De plus, par le théoréme des valeurs intermédiaires, comme p est continue sur ]1/2,1] et
lim,_,1/9+ p(x) = 1 et p(1) = 0, on a p(R**) = [0,1[.
2. Les fonctions f, = plyi/n,+o0[ Sont mesurable sur |0, +oo[ car r continues par morceaux donc
p = SUp,enx* fn est mesurable.
Pour tout > 1, 1/2 < 1 et donc p(x) = 1/z. Pour 0 <z <1, 0 < p(z) < 1. Ainsi
{1/:62 six>1

2
x)|© <
lp(=)] 1 si0<zx<1.

p? est donc dominée par une fonction intégrable sur R™* donc p est de carré intégrable sur

10, +o0[ et
1 +00 dx 1/2
lpll2 < <J 12dx+f 2) (1412 =
0 1 T
3. Pour tout # > 1, p(z) = 1/z et [p(x)a*~| = 2R)=2 Pour s € C tel que Re(s) < 1, on a

Re(s) —2 < —1 et donc (z — p(z)z*') est intégrable sur [1,+00[ car majorée en module par
une fonction intégrable. De plus, si Re(s) < 1, on a

°¢ oo] 1
I(s) = j p(x)zstdx = J 2572 dx = .
1 1 1—s

4. (a) Soit a > 0. Pour tout x > 0, on a 0 < p(z) < 1 donc pour s € C tel que Re(s) > a et pour
2 €]0,1], on a |p(z)z* | < ! et la fonction (z — 2~ 1) est intégrable sur ]0, 1] (intégrale
de RIEMANN) donc la fonction (z — p(x)z*~1) est intégrable sur ]0,1] si Re(s) > a. La
fonction (s — p(z)z*~!) est de plus holomorphe sur {Re(s) > o} pour z > 0 donc par le
théoréme d’holomorphie pour les intégrales, I est holomorphe sur 'ouvert {Re(s) > a}
pour tout @ > 0 donc sur {Re(s) > 0}.
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(b) Pour s € C tel que Re(s) > 1, on a dans R™ U {+00}

+0 r1/n ‘
Z J |~r Ol/n ’dﬂ? = Z f 1dx _ Z Rel(s)(l/n)Re(S)

n=1

+Z —Re(s) _ Re( ))

Re( ) < +00,

Re

donc par le théoréme de TONELLI-FUBINI, on a pour s € C tel que Re(s) > 1,

Cf) = iofl/nxSIdxzfl D1 x81dxzjlll/xjx31dx

n=10 0 \n<i/z 0

1/q 1 1
= J ( - p(m)) ¥ tde = J 252 dx — J p(x)zs~tdx
0 \% 0 0

1 1
= - f p(x)zs~tdz.

s—1 0

(c) On a pour Re(s) > 1, d’apres (b)

S

C(s) = P sla(s).

La fonction I est holomorphe sur {Re(s) > 0} d’aprés (a) donc s — 25 — sla(s) est

holomorphe sur {Re(s) > 0}\{1} et admet un unique pole en 1. Comme ¢ est méromorphe

sur {Re(s) > 0} par II1.4, par unicité du prolongement analytique sur un ouvert connexe,
S

les fonctions s — 3 — sl5(s) et ¢ sont égales sur 'ouvert connexe {Re(s) > 0}\{1} et ¢

admet dans le demi plan {s € C,R(s) > 0} un unique pdle, simple, en s = 1 de résidu 1.
5. Par 3 et 4(a), pour 0 < o < 1, p(s)x°~! € L'(]0,+oo[) donc ]0,1[c I(p). Pour s tel que
0 <Re(s) <1, Mp(s) = I1(s) + Io(s) = Io(s) — =15.
On vient de voir que pour Re(s) > 0 et s + 1, on a ((s) = ;*; — sl2(s). En particulier pour

0 <Re(s) <1, onaMp(s) =Ir(s) — 5 = —@.

Partie V. Distance de 1y} & un espace de fonctions

L’énoncé oubliait de préciser que {T,,p,1 < n < N} est une famille libre de By, ce qui garantit 'unicité
du polynéme de DIRICHLET )y associé a f, que les notations sous-entendent. L’utilisation de cette
unicité sans justification n’a pas été sanctionnée dans les copies. Dans la correction, on a privilégié des
réponses ne 1'utilisant pas.

1. Soit f e By. Pour z > 1etn>1, on anz > 1 donc p(nz) = - donc
N N 1 N
— il ﬂ hl
= ;1 Cnp g na 2 n Qf )

n=1
Ainsi f € By si et seulement si f est nulle sur |1, +oo[.
Ici, 'unicité de Q¢ n’est pas utilisé mais celle de Q¢(1) est démontrée.

H\)—‘

2. Si fe By, onnote f = f— Qr(1)p.

(a) Pour z > 0, f(z) = (c1 — Qs(1))p(x) + Zg;z cnp(na) done f € By et o
Qf(s) = (e1 = (1) + XLy can™ et Q4(1) = X0, 2 — Qf(1) = 0 d'out f e By.
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(b) Comme f = f —Q(1)p est nulle sur |1, +oo[, on a
| r@rar= [ | + @swete)] do = [ Qs az
1 1 1
A 2 o [T7 1 2
= IQE | @ do = Q)P | de = Qs
1 1

(c) D’apres IV.2,

+00

|f—ﬂ@=f \ﬂm—fmwdx=@AnPf (@) de < 21Q; (1)
0 0
Comme |Q;(1)[2 = {7 |f(x)2dz = [ [ f(x) — Lyo.q (@)|2da < |f — Ly, |2 on obtient

If - Lyo,11l2 < If=fla+|f-1 loale < (T+ V2)|f -1 10,11 ll2-

3. Par IV.5, 10, 1[< I(p) donc par IL.5, pour tout n > 1, 10, 1[c I(T,p) et par linéarité, |0, 1[< I(f)
pour [ = 22[:1 énTnp. Comme f est nulle sur |1, +oo[, pour 0 < Re(s) < 1, on a

1 +0 ~
Jo f(x)z*~tdz = f(x)z*~tdz = Mf(s)

0

cat (S at) - (S )atnty

= _Qf(S)C(SS)

par linérarité, I1.5 et IV.5.
4. Soit f € By. On a pour s € C tel que 1/2 < Re(s) <1

1 e )1/2( 1 1 >1/2
g(JO |f(z) — 1" dz L]w 1 da )

1 1 1
s—1|2 _ 2Re(s)—2 _ 1 3 _ s—1 - —0- @ _ 1
fo Fad dx—L x dx_iQRe(s)—l et L(f(af) Da® do = —Q(s) :

S S

1
(f(z) = Da*tda
0

or d’aprés V.3,

S’il existe 5 € C tel que 1/2 < Re(f) < 1 et ¢(B) = 0, alors on obtient en prenant s = f3,

1/2 1
2
!ﬁ\ (J 7)1l dx) 9Re(f) — 1

donc par positivité de U'intégrale sur [1, 4+,

. 1. Y2 aRe(B) — 1
u—lmmb>(Lrﬂm—4P¢Q >‘$?

5. Si la fonction indicatrice 1yg1) appartient a 'adhérence du sous-espace vectoriel de L3(]0, +oo])
engendré par les fonctions T,p avec n = 1, alors pour tout € > 0, il existe N € N* il existe
feBy tel que [f —1jgj|2 <& Orona

1 ~
-1 >
I = ol > 151
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donc avec la question précédente, si ¢ s’annule en un point 5 tel que 1/2 < Re(f) < 1, alors

B 1 2Re(8) — 1
If = Lyo19l2 = T 3]

On obtient une contradiction dés que € < 1+1 73 7%@_1.

Ainsi si la fonction indicatrice 1y 1) appartient a I’adhérence du sous-espace vectoriel de L2(]0, +ool)
engendré par les fonctions T,p avec n > 1, alors ¢ ne s’annule pas dans la bande verticale

{s € C tel que 1/2 < Re(s) < 1}.

Partie VI. Applications linéaires de L?(]0, +[).
1. (a) Soit # > 0. Si f,g e L?(]0,+x[) et A\, u € R, alors pour = > 0,

Dy(Af + pg) () = VO + ng)(0x) = A(VOf (0x)) + (Vg (6x)) = ADq f (x) + nDgg(x)

donc Dy est linéaire. Soit f € L?(]0, +00[). En faisant le changement de variable z +— 0z qui
est un C!-difféomorphisme de ]0, +co[, on obtient

f |Def<x>12dx=j 1 (62) 20 dar = f 1 (@)? da,
10,+o0[ 10,+o0[ 10,+o0[

ainsi pour tout f € L2(]0, +0[), Dof € L?(]0, +[) et |Dofl2 = | f|2-
De plus, Dy est bijective de bijection réciproque Dyj. En effet pour f € L3(]0, +oo) et

z>0,ona
NG
DyDyjof (x) = VOD, o f () = %f(w) = f(z)
donc DygDyjpf = f. De méme Dy Dy f = f.

(b) Montrons que ({Dy, 8 > 0}, 0) est un sous-groupe du groupe GL(L?(]0, +0[)) des applica-
tions linéaires bijectives de L2(]0, +00[) dans L?(]0, +00[) muni de la composition. D’aprés la
question précédente, pour tout @ > 0, Dy est une application linéaire bijective de L2(]0, +o0[)
dans L2(]0, +ool).

Ona Dy =1, DgDyg = Dyg = Dgrg = Do Dy et (Dg)il = D1/9 donc I’ensemble {DQ, 0> 0}
est non vide, stable par composition et passage a 'inverse, et donc un sous-groupe commu-
tatif de GL(L?(]0, +o0[)) (donc un groupe).

2. (a) J est clairement linéaire. Soit f € L?(]0, +oo[). En faisant le changement de variable z +— 1/
qui est un C'-difféomorphisme de 0, +oo[ de dérivée —1/x2, on obtient

24z = L 20 _ )
J;O,Jroo[ |Jf(2)]" dz = £0’+®[ o |f(1/x)|* dz f | (w)]2du.

10,400

Ainsi Jf € L?(]0, +o0|) et J est continue de norme 1.
(b) On a JDy = Dyj9J. En effet, si f € L*(]0, +o0[), § > 0 et 2 > 0, alors

IDaf(@) = L 0uf (1)) = Vi1 (2)

et

DyjpJ f(x) = \}éJf(az/H) = J@x}@fw/w) _ \/E%f (i) .
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3. (a) Soit fe L? (]0 oo[) que I'on suppose de plus continue.
On pose F(x So t)dt. La fonction f étant continue, F' est de classe C! sur 0, +oo[ et
= f. On peut donc mtegrer par parties et on a pour 0 < £ < X, en posant g( ) = 1/:1:

X X
H F2 1‘F2xX 2)2f(x)F(x)dx
HiG j [g()()]£+Lg()f()()
:—FZ(X)+1F2(§)+JX2Hf(x)f(a:)da:
X 13 ¢
1 ) X ) 1/2 X ) 1/2
<iF <§>+2(L (F(@)) d:c> (L (Hf () dx) .

On a donc si S?(Hf(:):))2 dz 0
X e 1/2 %Fz(g) X . 1/2
(J; trseoes) < (K@) “2([, vewrar)

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

£ < g (¢f swrar) - [ s

et par intégrabilité de f2, la hmlte lorsque ¢ tend vers 0 du membre de droite est nulle. Les
intégrales S())( (Hf)*(z)dx et SO 2 dz sont bien définies dans R en tant qu’intégrales de

fonctions positives et continues sur ]O, +o0[. On a donc pour X > 0 et So (Hf(z))?dz %0
(donc S?(Hf(sc))2 dz # 0 pour £ proche de 0),

(LX<Hf<x>>2dx) "o (] " (@) i) -

ce qui reste vrai si S?(Hf(x))2 dz est nulle. Ainsi, comme f € L?(]0,+0[), on a Hf €

L%(]0, +oo[) et s s
<L+OO(Hf(x))2dx> <2<L+oo(f(m))2dx> .

(b) D’aprés 3(a), H est une application linéaire sur L?(]0, +-c0[), continue de norme < 2 sur le

sous-espace C? des applications continues de L?(]0, +o0[). C? est dense dans L?(]0, +oo)
donc par le théoréme de prolongement des applications linéaires continues rappelé en intro-
duction du sujet, H se prolonge de facon unique en une fonction H’ linéaire, continue sur
L?(]0, +o0[) de norme < 2.
Montrons que H = H’. Soit f une fonction de L?(]0,+[) et (fy), une suite de C° qui
converge vers f dans L2(]0,+oo[). On sait déja que Hf, = H'f,. De plus, a x fixé, la
fonction g — Hg(x) est continue de L?(]0, +00[) dans R donc H f(x) = lim,_, 1o H f, ().
Par le lemme de Fatou, on a donc

Hf—H’fH%:f]M lim |Hfo(x) — B f()] do

[n—>+OO

< lim an:z—H/fod:c
= lim H/fnx—H'fx2d$=0

car H' est continue donc (H'f,), converge vers H'f dans L?(]0, +o0).
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4. (a) Si fe L?(]0,+o0), alors en notant f la fonction égale a f sur ]0, +oo[ et nulle sur R~, on
a f € L>(R) et donc la transformée de FOURIER-PLANCHEREL de cette fonction existe et
appartient & L?(R). Ainsi, la limite dans L?(R) muni de la norme quadratique lorsque T
tend vers 'infini de

T .
T — f f(u)efmﬂ'zudu
=T

existe. Comme

T T T
QL f(u) cos(2mzu)du = JT fu)e 2™y +f f(u)e* ™ du,

=T

on a bien l'existence de G dans L?(R)).

(b) On vient de voir que si f € L?(]0, +oo[), alors C'f € L2(]0, +o0[). De plus C est linéaire donc
C est un endomorphisme de L?(]0, +[).
De plus d’aprés les propriétés de la transformée de FOURIER-PLANCHEREL, on a pour

fe L]0, +oo|)

5l < ( [ 106 as)

< \/12? (JR ’f(a:) + f(—ﬂﬂ)‘2 dﬂf) " <2 <2177 JR
([ 1@k a) ",

donc |||C||| < 2 et C est continue.

1/2
<

(JR ’f(va) + f(—27ra:)’2 dx) .

2 1/2

5. (a) V est une composée d’endomorphismes continus donc V' est un endomorphisme continu de
L2(]0, +o0of).
(b) Soit f e L?(]0,+oo[) & valeurs réelles. On suppose de plus f de support [a,b] compact,
continue sur [a,b]. Alors Jf € L?(]0, +o[) est de support [1/b,1/a] et continue sur son
support, ce qui justifie la convergence des intégrales ci-dessous. On a donc

400 +00

J f(u) cos(2mtu)du = QJO %f(l/u) cos(2mtu)du

CIF(t) = 2f

0

9 f e % F(v) cos(2t /o) dv

0

b
= 2f %f(v) cos(2mt/v)dv.

Ainsi par continuité des fonctions & intégrer sur un produit de compacts,

T b
HCJf(x) ;Jo ZJ %f(v)cos(%rt/v) dvdt

2 (° ("1
$L fo ;f(v) cos(27t/v) dt dv

2 J ’ L) (L cos(2rt/v) dt> dv

b
é J f(v)% sin(27rx/v) dv.
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Ainsi
(H = 1)C.J f(x f v —sm(27r:n/v Vo — 2 J L f(0) cos(2ma /) du
_ j ' Hw) (Sm(f:;x/ v) _ icos(%m:/v)) dv
f fw d sm:::/a;/v) do
- 0 f( )CZ]SIHES;;Q;/U d’U'

(c) Soit f e L?(]0,+o0[) et > 0. On suppose f & support [a,b] compact et continue sur [a, b].
Alors Dy f est encore continue sur son support compact [a/6,b/6] et on a

+0o0

VDus(o) = |

0

(Do f)(v) (Sm@mj/v) - jcos(%x/v)) dv

T

_ Om VOf (o) (Sm(f:f/” _ icos(27m/v)> dv
_ JO w \}5 f(w) (sm(277:;:9/u) ¥ Cos(27mc9/u)> du

= +OO u sin(2rz6/u) —gcos mxf/u) | du
VB[ s (I 2 costamatu) )
=D9Vf(l‘).

Les applications linéaires continues de L?(]0, +o0[) V Dy et DyV coincident sur I’ensemble
des fonctions & support compact continues sur leur support. Cet ensemble est dense dans
L?(]0, +o0[) donc VDy = DyV.

(d) i Pour x>0, on a J1yj ), (2) = 11 [1/n.n[(T)
Examinons séparément les cas z ¢ [1/n,n], I/n <z <letl <z <n.
e Siz>nouz < 1/n, alors

n—1

T nm (@) = D 111,17 (@) = 0 = p(2) Ly, (x) = 0.
j=1
e Sil <z <n,alors
n—1 1
TN () = D 511/ (®) = = P@)Lyn (@),
j=1
oSi%<ﬁ<x<% 1, alors
n—1 1
T (@) = D 111,177 (@) = =~ Jo = p(@)Ly1mm(@).
j=1
Ainsi, pour z €]0, +oo[\{1/n,n}, on a
n—1
P(2) 11 ) () = (Jj1jnn)) (@) = D 31110077 (@)-
j=1
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ii. Par linéarité de V, changement de variable et en calculant la somme téléscopique, on
obtient pour z €]0, +oo[\{1/n,n}

n—1

V(oL mm) (@) = V(I 1 /nm) (@) — Z IV G+1),1/5 (@)

[ e j“ff”f”d

(=)

n—1 . +00 PP
- Z ]L uh/UH)J/y])(U)—MdU
j=1

dv  7x/v

j" 1d sm(27r:1:/v)dv ”_ljjl/j isin(wa/v)dv
1

imvdv  wI/U B JG+1) v /v

j=1
1 2 in(2 ™ 1 sin(2
_ 1sin(272/n) _nsm( TTn) +J ﬁsm( wx/v)dv
n wz/n TN 1 v TTfU
" [sin(2rzj)  sin(2rz(i + 1))
N ($nCm) _ sintere
fo] TX] mx(j + 1)
in(2 in(2 " sin(2
_ sin(2rz/n)  sin(2mn) +J sin( Tr:Eu)du
T T \n TTU
"21 <sin(27r:1:j) (j+1—1)sin(2rz(j + 1))>
= T mz(j+ 1)
in(2 in(2 1 2wrn ;
_ sin( W:U/n) _ sin(2man) N J sin(u) du
T T Jorgm U
= <SlIl 2mxj)  sin2mz(j + 1)) N sin(2rz(j + 1))>
et T mx(j+ 1)
1 2rxn ; n—1 . 92 : 1
= — | sin(27z/n) — sin(27z) +f Mdu — Z sin( mc(j 1)
T orx/n U j=1 J+1
1 2mxn n 2
= — | sin(27wz/n) + f sinfu) Z mv]
™ 2wx/n j=1
iii. Pour > 0 non entier, on a d’aprés 1.3(b), — ;fi Sin(fr;mj) = {z} — 1/2. On a aussi
S+°O sinw g, — = 7 et sinus tend vers 0 en 0 donc avec la question précédente, la limite

lorsque n tend vers U'infini de V (p1y1/yn))(z) est pour x > 0 non entier,
1 T sinw & sin(27z)) 1/1 1 {x}

= du — S 2ETE) 2 (2 B N G ,

— (O—i—f —du Z ; . (2—1—{:1:} 2) - Jp(z)

0 j=1
iv. Comme p € L2(]0, +o0[), les restes d’intégrales convergentes Sé/n p%(u)du et S;OO p%(u)du
tendent vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Ainsi

. 2
%I_I)% le]l/n,n] - p”2 = 0.
Par continuité de V', on a donc

lim |V pLy1 ) — Vil = 0.
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La suite (V(p1j1/n,n]))nen+ converge simplement vers .Jp € L*(]0, +o0[) sur ]0, +oo[ et
elle converge en norme quadratique vers Vp € L%(]0, +o0[). Par le lemme de FATOU, on

a
. 2
17p—Vpl3 = j lim |V (pLys ) (@) — V()|
]0’+m[n—>+00
. 2
< lim |V(p1]1/n,n])(x) - V,O(I‘)|

n—+aoo ]07_"_00[

donc Vp = Jp presque partout sur |0, +00].

Partie VII. Convergence d’une suite de uyBy vers 1jg

1. Soit n un entier strictement positif. Si n = 1, alors >, pu(d)
n en produit de facteurs premiers. On a donc n = pj*p5? - -

est I'ensemble des entiers d = p"'py™? - p"* avec 0 < m; <

si il existe un indice ¢ pour lequel m; > 2. Ainsi
Yud = Y (e,
dln (ma, ;my;)€{0,1}F

Sik=1,0nabien (-1)°+ (=1)! =0.Si k >2,0n a

2

7mk)e{071}k

(_1)m1+---+mk _ Z

(m1, ;mp_1)€{0,1}F—1

+ 2

(mq,- ;mp_1)e{0,1}k—1

(ma,
(_1)m1+---+

dx

dx =0

(_1)m1+---+mk,1+0

mp_1+1

= 0.
2. 810 <y <1, alors la somme est vide donc >}, ., p(n)|y/n] = 0. On suppose ensuite y >
vient
D umly/n) =3 > wuln)
n<y nxY k<y/n
= > un)
(k,n),kn<y
= >, D uln) =
MY n|m
d’aprés 1.
3. () Sn = X, (~u(n))Tup € By
(b) On a

N
Sn(a) == ) pln)p(nz) =
n=1

n=1
13 )
- _;nZ::lT +n:1M(n) {
Or pour N >y, on a
N .
y| J1 siy=1
IR WIEIEI RS PRt

= (1) = 1. Sinon, on décompose
. pZ’“ et I’ensemble des diviseurs de n
n; pour tout i € [1,k] et u(d) =0

1letil
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donc pour z > 0, on a >.*% p(n) [LJ = 1)9,1]() et en utilisant que la série Y, _, u(n)/n

converge et admet 0 pour somme, on obtient que la suite (Sy)nyen# converge simplement
vers la fonction indicatrice 1y 37 sur ]0, +ool.

4. (a) V est une application linéaire invariante telle que Vp = Jp d’aprés VL.5. Ainsi,

i
I

et finalement

(b) On raisonne par absurde en supposant que la suite (V. Sy) yen* converge dans L?(]0, +00[) ;

on note alors S sa limite. On a
N 1/2 N 1/2
J VSn(z) — S@)P dx) + (f 1S ()2 da:)

VN 1/2
(j WV Sn (@) da:) <<
0 0 0
1/N ,
< |[VSy — S|z + f 1S(2)? da
0

Or le reste d’intégrale convergente SO/ N |S (z)|* dz converge vers 0 lorsque N tend vers Uinfini

1/2

et |[V.Sy — S|z tend aussi vers 0 donc So |V Sn(2)|? da converge vers 0, ce qui contredit ce
qui est admis. Ainsi la suite (V .Sy )yen+ ne converge pas dans L2(]0, +o0[) et par continuité
de V, la suite (Sy)nen+ ne converge pas dans L2(]0, +oo]).
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