
Agrégation externe de mathématiques

Chapitre 4

Épreuve écrite d'analyse et probabilités

4.1 Énoncé

Le sujet est disponible à l'URL https://www.devenirenseignant.gouv.fr/cid159832/sujets-rapports-

des-jurys-agregation-2022.html ou sur le site https://agreg.org.

4.2 Rapport sur l'épreuve écrite d'analyse et probabilités

Rapport sur l'épreuve écrite d'Analyse et Probabilités.

Présentation du sujet.

L'objectif principal du sujet d'analyse et probabilités est la démonstration du théorème des nombres
premiers. Ce théorème a été prouvé à la �n du XIXème siècle par Hadamard et de la Vallée-Poussin.
De nombreuses preuves en ont depuis été données, et celle qui a été suivie dans le sujet est due à Hardy
et Littlewood (en 1915), qui l'ont déduite d'un théorème taubérien qu'ils avaient eux-mêmes démontré
quelques années auparavant. Karamata a par la suite trouvé une méthode basée sur des outils d'analyse
fonctionnelle qui a permis de simpli�er la preuve de ce théorème taubérien (et qui par ailleurs a ouvert
la voie à une étude systématique de ces théorèmes) : la méthode suivie dans le sujet est une extension
des méthodes de Karamata à ce contexte, due à Baran [1].

Le problème est progressif ; il permet à tous les candidats d'aborder un ensemble varié de questions
testant leurs connaissances fondamentales d'analyse et de mettre en valeur leur capacité de rédaction.
La partie I regroupe des résultats utiles pour la suite du sujet sur les fonctions Γ, ζ et l'holomorphie
des séries de Dirichlet ainsi que deux exercices (l'un porte sur une sous-famille dense dans ℓ2pNq, l'autre
sur le logarithme complexe).

La partie II étudie d'abord une variante de l'équation fonctionnelle de Cauchy, puis démontre le théo-
rème taubérien de Karamata. L'analyse réelle, les calculs d'ensembles et de bornes supérieures, des
résultats de densité et les techniques d'estimation y sont omniprésents.

La partie III approfondit le thème du calcul intégral, d'abord par l'étude de la transformée de Mellin :
les intégrales à paramètres et la transformation de Fourier ainsi que le prolongement analytique y jouent
un rôle prépondérant. Elle se termine par une application à la théorie des distributions, indépendante
du reste du texte.
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La partie IV est consacrée aux propriétés de la fonction zeta en la variable réelle, d'abord le produit
eulérien prouvé par voie probabiliste, puis une estimation du logarithme de la fonction ζ au voisinage
du point 1. Ces estimations sont ensuite étendues au plan complexe et a�nées lors de la di�cile par-
tie V, qui est le c÷ur technique de la démonstration du théorème des nombres premiers, laquelle est
�nalisée en partie VI, grâce en particulier au théorème taubérien de Karamata établi en partie II.

Nous recommandons la lecture du livre de Choimet-Que�élec [3] en particulier pour son chapitre sur
les théorèmes taubériens, [2] pour une exposition de la méthode de Karamata ; les livres de Davenport
[4], de Jameson [6], [8] pour une initiation à la théorie analytique des nombres avant d'aborder ceux
de Tenenbaum [7] et d'Iwaniec-Kowalski [5], références incontournables de la théorie analytique des
nombres moderne (en incluant l'étude des formes modulaires pour ce dernier).
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Remarques générales sur les copies.

Le sujet d'Analyse et Probabilités était très long. Cela s'explique par l'objectif (ambitieux) �xé ini-
tialement par le texte et la nécessité de tester le candidat sur des thèmes variés, tout en demeurant
progressif.

Il n'était pas nécessaire de s'avancer très loin dans le sujet pour obtenir une note tout à fait conve-
nable. Le jury apprécie les copies qui n'esquivent pas les di�cultés pour se concentrer uniquement
sur les questions les plus faciles du sujet. Les premières parties permettaient d'évaluer la solidité des
connaissances et la maîtrise des thèmes élémentaires. Une rédaction précise, e�cace et soignée y est
particulièrement attendue.

Un candidat à l'Agrégation Externe de Mathématiques doit faire un e�ort particulier dans la rédac-
tion : un futur professeur se doit d'avoir des qualités pédagogiques, et d'être soucieux d'être compris
du lecteur. Pour autant, il n'est pas nécessaire d'écrire des paragraphes interminables : la clarté et la
brièveté de l'argument facilitent la compréhension d'un raisonnement, par la mise en avant des argu-
ments essentiels, et ce au bon moment, tout en libérant un temps précieux pour avancer e�cacement
dans le problème.
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En début de copie en particulier, il est important de soigner sa rédaction a�n d'établir un lien de
con�ance avec le correcteur. Le jury attend de la part du candidat qu'il montre comment il raisonne,
qu'il explique ce qu'il fait, qu'il véri�e soigneusement les hypothèses d'un théorème qu'il utilise, ou qu'il
les mentionne au moins lorsque la véri�cation est évidente, a�n que le correcteur n'ait aucun doute de
la démarche du candidat.

D'un point de vue technique, le jury a noté des progrès importants de la part des candidats concernant
la convergence des intégrales et des séries. Cette session, le jury a lu beaucoup moins de démonstrations
de l'intégrabilité sur ra,�8r d'une fonction f continue par morceaux en prouvant l'existence d'un M
tel que | ³xa fptqdt| ⩽ M . Les candidats dans leur grande majorité travaillent sur la fonction f elle
même, et ont le bon ré�exe de comparer la quantité |fpxq| à des fonctions de référence. Il en va de
même pour la convergence des séries numériques. Il y a néanmoins des erreurs techniques à déplorer :
les plus marquantes sont détaillées ci-dessous.

En revanche, le jury a été très surpris du faible nombre de candidats traitant correctement un certain
nombre des toutes premières questions. En particulier, trois di�cultés ont attiré son attention :

 l'intégration par parties impropre, faite sans aucune précaution de convergence,

 la dérivation terme à terme d'une série de fonctions, par �linéarité�, comme s'il s'agissait d'une
somme �nie, ou en invoquant seulement la convergence uniforme de la série,

 l'encadrement série-intégrale, tout simplement ignoré (ou énoncé sous la forme d'une égalité entre
somme d'une série et d'une intégrale).
Il s'agit là de questions de cours élémentaires, traitées en L2, dont la maîtrise est importante. Or plus
de la moitié des candidats a été mise en grande di�culté par ces techniques.

Remarques individuelles sur les questions.

I-1) De nombreux candidats pensent qu'une fonction continue sur un intervalle est nécessairement
intégrable ; beaucoup semblent ne pas avoir conscience que, pour la fonction proposée, il y a �un pro-
blème� en 0, et nombre d'entre eux ne semblent pas distinguer le fait qu'une fonction soit bien dé�nie
en un point de la continuité en ce point.

I-2a) Seul un tiers des copies a obtenu la totalité des points à cette question, et moins de la moitié des
copies dépasse la moitié des points ! La propriété de linéarité de la dérivation ne permet pas de dériver
terme à terme une somme in�nie. On a même lu des preuves par holomorphie sur un intervalle de la
droite réelle !

Le jury pro�te de cette occasion pour rappeler que la limite d'une suite de fonctions toutes de classe
C1 peut très bien ne pas être dérivable. Ainsi, il existe des fonctions continues sur r0, 1s mais dérivables
en aucun point : une telle fonction est limite uniforme d'une suite de polynômes.

En�n, le jury attendait une démonstration de la convergence normale de la série des dérivées. Entre
les copies a�rmant une convergence normale sur s1,�8r, celles invoquant une convergence uniforme
sans la justi�er entièrement, le jury a lu bien peu de copies proposant une solution complète de cette
question.

I-2b) Seul 65% des copies aborde cette question, et parmi celles qui l'ont fait seule la moitié obtient
la moitié des points !

I-3a) De nombreuses copies ont produit des graphes très brouillons, ce qui est étonnant de la part
de candidats à un concours d'enseignement. Seule 52% des copies ont obtenu la moitié des points.
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Quelques candidats ont pris trop de temps et se sont lancés dans de longues études de fonctions (qui
n'étaient pas demandées). Signalons en passant qu'en un point où sa dérivée s'annule une fonction
n'atteint pas forcément un extrémum : l'étude du signe d'une dérivée ne peut se faire que par la réso-
lution d'une inéquation.

I-3d) Le calcul de Λαpmpq a été peu réussi : beaucoup d'intégrations par parties peu utiles qui se
concluent confusément en faisant comme si α était entier.

I-4a) Cette question n'a pas été très bien réussie. Dans les copies qui avaient repéré que ψpxq � ψptxuq
(ce qui n'était pas toujours explicitement écrit), la suite du raisonnement a été très rarement rédigée
correctement avec des passages de x à n mystérieux, et donc peu convaincants.

I-4b, 4d) Il a été très rarement mentionné dans l'argumentation que si une limite existe, elle est égale
à la limite inférieure. Dans une fraction signi�cative de copies, les candidats présupposent l'existence
de la limite de x�1πpxqlogx.

I-5b) Les candidats ayant abordé cette question ont quasiment toujours eu l'idée des intégrations par
parties. En revanche la gestion des crochets a été souvent mal traitée. De nombreuses copies invoquent
le fait qu'une fonction intégrable tend nécessairement vers 0 en �8 : les fonctions serpents ou en dents
de scie, non bornées en �8, fournissent des contrexemples qu'un candidat à l'Agrégation se doit de
connaître.

I-6c) Environ 40% des copies ont abordé cette question et parmi celles-ci 50 % ont eu plus que la
moyenne.

Une fraction signi�cative de copies ne donne aucun argument. Une bonne part de réponses correctes
utilise l'argument de la convergence normale pour intervertir somme et limite mais sous une forme
parfois incantatoire : les nombreux candidats ayant raisonné à la question précédente avec des com-
pacts inclus dans Hσ0 n'ont en fait pas démontré la convergence normale sur Hσ0 dont on a besoin ici.
Invoquer un théorème sans le citer et surtout sans se donner la peine d'en véri�er ses hypothèses ne
rapporte pas de point !

I-6d) Le jury regrette l'oubli quasi-systématique des hypothèses (connexité, point d'accumulation)
dans l'application du principe des zéros isolés.

II-1) Cette question a été abordée par 52% des copies ; parmi celles-ci 50% ont eu plus de la moyenne.

De nombreuses copies parviennent à montrer la Q-linéarité (en oubliant souvent le cas des entiers
négatifs cependant), mais de nombreuses copies invoquent, pour le passage aux réels par densité, une
continuité qui n'est pas supposée.

II-2a) La non-vacuité de Jpxq a souvent été justi�ée correctement. En revanche le caractère minoré
de Jpxq a donné lieu a des erreurs (parfois de logique). Seulement 24, 5% des copies ont tous les points
à cette question.

II-2b) La croissance de f a été dans l'ensemble bien traitée, ce qui est positif. En revanche la continuité
à droite a été rarement justi�ée correctement. Cela a souvent donné lieu à des rédactions très fautives
montrant le manque d'aisance des candidats avec la notion de borne inférieure.
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II-2c) Trop de copies manquent de soin logique pour montrer l'égalité des ensembles.

II-3b) Pour prouver l'existence de h, des copies donnent une formule dont la bonne dé�nition est très
souvent éludée. Parfois la propriété de multiplicativité est également oubliée. L'unicité n'a pas toujours
été traitée. Un raisonnement par �analyse-synthèse� était tout à fait envisageable.

III-1d Un raisonnement complet n'apparaît que dans les bonnes copies. Les candidats n'ont souvent
pas conscience de ne montrer que l'inclusion Dφ �s0,8r et non l'égalité.

III-1e La preuve suggérée par l'énoncé n'a été fournie que par les bonnes copies. Il est étonnant que
nombre de copies procèdent par une récurrence initialisée gràce à I-1) sans remarquer que le paramètre
est désormais complexe.

IV-1 La sigma-additivité n'a pas toujours été invoquée et certains candidats traduisent mal la dé�ni-
tion de l'indépendance.

Moins de 5% des copies ont traité des questions ultérieures.

4.3 Corrigé de l'épreuve écrite d'analyse et probabilité

Corrigé de l'épreuve d'Analyse-Probabilités 2022.

Partie I.

I-1 La fonction f : x ÞÑ e�xxσ�1 est d'abord continue par morceaux sur R�
�, donc localement inté-

grable. On a

 fpxq �

xÑ0
xσ�1 qui est intégrable en 0 car σ � 1 ¡ �1 et


 fpxq � oxÑ�8p1{x2q et x ÞÑ 1{x2 est intégrable en �8.
Ces deux estimations assurent l'intégrabilité de f sur R�

�.
Variante : On peut dire également que f est mesurable sur R�

�, que |fpxq| ⩽ xσ�1 pour
x Ps0, 1s, |fpxq| ⩽ C{x2 avec C � supxPr1,�8r x

σ�1e�x si x ⩾ 1, ce qui donne |fpxq| ⩽
xσ�1

1s0,1spxq � C1r1,�8rpxq{x2 et par majoration f est intégrable sur R�
�.

Une intégration par parties impropre, obtenue (à bon droit par convergence du crochet par crois-
sance comparée en �8, ou tout simplement par la convergence des deux intégrales apparaissant
de part et d'autre) en dérivant la fonction x ÞÑ xσ qui est C1 et en primitivant la fonction
x ÞÑ e�x qui est C0 sur R�

�, fournit la relation Γpσ � 1q � σΓpσq.
La fonction f est en outre positive et continue sur R�

�. Si l'intégrale
³
R�
�
f était nulle, on aurait

f � 0 partout, ce qui est absurde puisque f est en fait partout ¡ 0. D'où Γpσq ¡ 0 pour tout σ.
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Variante : On peut dire également que f est mesurable et positive, et que l'hypothèse
³
R�
�
f � 0

entraînerait f nulle presque partout, ce qui n'est pas le cas.

I-2a Posons unpσq � n�σ.

 Pour tout n P N�, un est C1 sur s1,�8r par composition vu que unpσq � expp�σlognq,

 la série de fonctions

°
un converge simplement sur s1,�8r comme cela est rappelé (règle dite

de Riemann relative aux séries numériques),

 pour tout σ P ra, bs �s1,�8r, on a |u1npxq| � logn.n�σ ⩽ logn.n�a � opn�pa�1q{2q, terme
général (indépendant de x) d'une série absolument convergente. On a donc convergence normale,
donc uniforme, de

°
u1n sur tous les segments de s1,�8r.

Ces trois propriétés assurent la préservation du caractère C1 pour la somme, ainsi que la relation,
pour tout σ ¡ 1, ζ 1pσq � �°8

n�1 logn.n
�σ.

Par positivité des termes, on a ζpσq ⩾ u1pσq � 1, donc ζ est à valeurs dans R�
�.

I-2b Notons, pour tout t ⩾ 1 et σ ¡ 0, fptq � t�σ�1

La fonction f est décroissante et continue par morceaux sur r1,�8r de sorte que pour tout n ⩾ 1
on a l'encadrement

1

σ
� 1

σnσ
�

» n
1
fpxqdx ⩽

ņ

k�1

fpkq ⩽ fp1q �
» n
1
fpxqdx � 1� 1

σ
� 1

σnσ

En faisant tendre n vers l'in�ni, par conservation des inégalités larges il vient

1

σ
⩽

8̧

k�1

fpkq � ζp1� σq ⩽ 1� 1

σ

En multipliant cet encadrement par σ qui est¡ 0 on obtient l'équivalent souhaité ζpσ � 1q �
σÑ0

1{σ.
Remarque : On peut dire également que la série

°
fpkq et l'intégrale ³�81 f sont de même na-

ture, par décroissance et positivité de f , donc en l'occurrence convergente puisque la série l'est,
d'où l'encadrement » �8

1
f ⩽

8̧

k�1

fpkq � ζp1� σq ⩽ fp1q �
» �8

1
f.

On �nit en calculant l'intégrale (qui vaut 1{σ) et on conclut comme précédemment. Cette variante
évite le passage à la limite sur n, mais il ne faut pas oublier de justi�er correctement l'existence
des objets présents dans l'inégalité.

I-3a Il était attendu (ou espéré) de voir distinctement sur les copies le comportement en les bornes,
ainsi que les éventuelles tangentes (horizontales, verticales) en 0 et en 1.

I-3b 
 On suppose que α¡1. On observe que limtÑ0� t
1

2pα�1q log 1{t � 0. Donc la fonction tP s0, 1s ÞÑ?
tp�log tqα�1 est continue positive et prolongeable par continuité à droite en 0 : le prolongement
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est une fonction continue positive sur r0, 1s : elle est majorée. On note alors cα sa borne supérieure
et on obtient l'inégalité voulue.

 Si α�1, on a

?
tp�log tqα�1�?t et il su�t de choisir c1�1.


 On suppose α P s0, 1r . On observe d'une part que limtÑ0�p1�tq1�αp�log tqα�1 � 0. D'autre
part, limtÑ1�p1�tq1�αp�log tqα�1 � 1, car log t{p1� tq tend vers la dérivée de log en 1 lorsque
tÑ 1�. Donc la fonction tP s0, 1r ÞÑ p1�tq1�αp�log tqα�1 est continue positive prolongeable par
continuité à droite en 0 et à gauche en 1 : le prolongement est une fonction continue positive
sur r0, 1s : elle est donc majorée. On note alors c1α sa borne supérieure et on obtient l'inégalité
voulue.

I-3c Notons gptq � fptqp�log tqα�1.

 La fonction g est continue par morceaux sur s0, 1r (donc localement intégrable).

 Si α ⩾ 1, on a la majoration |gptq| ⩽ }f}8cα{

?
t. La fonction t ÞÑ 1{?t est intégrable sur s0, 1s

(sa primitive t ÞÑ ?
t a une limite �nie en 0) et donc g l'est aussi par majoration.


 Si α Ps0, 1r, on a cette fois la majoration |gptq| ⩽ }f}8c1αp1 � tq�1�α et l'intégrabilité de
t ÞÑ p1� tq1�α sur r0, 1r (sa primitive t ÞÑ �p1� tq�α{α a une limite �nie en 1�) assure celle de
g.
Variante proposée par un candidat : on procède au changement de variable t � e�u qui donne
(dans R�) » 1

0
|fptqp�log tqα�1|dt �

» �8

0
|fpe�uqq|uα�1e�udu.

L'intégrande du membre de droite se majore en }f}8,r0,1suα�1e�u qui est intégrable par la ques-
tion I-1).

I-3d 
 La linéarité de Λα vient de la linéarité de l'intégrale (sur l'espace des fonctions intégrables).

 On �xe bP s0, 1{2r . Par le changement de variable s��log t qui est bien un C1-di�éomorphisme,
on obtient » 1�b

b
tpp�log tqα�1 dt �

» �log b

�log p1�bq
e�pp�1qssα�1ds .

En e�ectuant le changement de variable r � pp� 1qs, on obtient ensuite» 1�b

b
tpp�log tqα�1 dt � pp� 1q�α

» �pp�1qlog b

�pp�1qlog p1�bq
e�rrα�1dr

et en faisant tendre b vers 0, on obtient par les questions 3c) et 1)» 1

0
tpp�log tqα�1 dt � pp� 1q�α

» 8

0
e�rrα�1dr � pp� 1q�αΓpαq .

Donc Λαpmpq � pp� 1q�α.
Remarque : Il est également possible de travailler directement sur l'intégrale

³1
0 t
pp�log tqα�1 dt,

à condition de préciser qu'un changement de variable C1 bijectif préserve la convergence des
intégrales (ou l'intégrabilité).

I-3e Pour tout t P s0, 1r , on a |fptqp�log tqα�1| ⩽ ∥f∥8p�log tqα�1. Donc par l'inégalité triangulaire
et 3d, on a

��Λαpfq�� ⩽ 1

Γpαq
» 1

0

��fptqp�log tqα�1
��dt ⩽ ∥f∥8

Γpαq
» 1

0
p�log tqα�1dt � ∥f∥8Λαpm0q � ∥f∥8.
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I-3f On prend fε continue, nulle sur r0, e�1s, coïncidant avec J sur l'intervalle re�1 � ε, 1s et a�ne
sur re�1, e�1 � εs ; on choisit gε continue, nulle sur r0, e�1 � εs, coïncidant avec J sur l'intervalle
re�1, 1s et a�ne sur re�1 � ε, e�1s.
Explicitement (mais dans ce cas, un dessin clair vaut mieux qu'une formule) : pour tout t P
r0, e�1�εs, on pose hεptq � fεptq � Jptq � 0. Pour tout t P re�1�ε, e�1s, on pose fεptq � 0 et
hεptq � eε�1pt� e�1 � εq. Pour tout t P re�1, e�1 � εs, on pose hεptq � Jptq � 1{t et fεptq �
Jpe�1 � εqε�1pt�e�1q. En�n pour tout tPre�1 � ε, 1s, on pose hεptq�fεptq�Jptq�1{t.

I-3g On observe que e�1 � ε ¡ e�2 et comme e�1{2 � e�1 ¡ e�1 � e�2 ¡ ε, on a e�1 � ε   e�1{2.
Autrement dit, si ε P s 0, e�1� e�2r et si t P re�1� ε, e�1 � εs, alors e�2   t   e�1{2 et donc
1{2   �log t   2.

Si α ⩾ 1, y ÞÑ yα�1 croît et donc p�log tqα�1 ⩽ 2α�1 ⩽ 2α�1. Si αP s0, 1r , y ÞÑ yα�1 decroît et
donc p�log tqα�1 ⩽ p1{2qα�1 � 21�α ⩽ 2α�1. Dans les deux cas on a p�log tqα�1 ⩽ 2α�1.

Par positivité de t P s0, 1r ÞÝÑ p�log tqα�1, la forme linéaire Λα est positive et comme f ⩽ J ⩽
hε ⩽ fε � e1re�1�ε,e�1�εs, on a grâce à I-3c)

Λαpfεq ⩽ ΛαpJq ⩽ Λαphεq ⩽ Λαpfεq � e2α�1

Γpαq
» 1

0
1re�1�ε,e�1�εsptq dt � Λαpfεq � e2α�2

Γpαq ε ,

ce qui est le résultat souhaité.

I-4a On observe que ψpxq � ψptxuq, ainsi ψpxq
x � ψptxuq

txu
txu
x et on conclut grâce à l'encadrement

1� 1{x � x�1
x ⩽ txu

x ⩽ 1 que txu
x tend vers 1 et donc que ψpxq{x tend vers 1 quand xÑ �8.

I-4b Soit p PP. On note que pk ⩽ x si et seulement si k ⩽ log px. Donc #
�r0, xsXtpk; k PN�u� �

tlog pxu. Par dé�nition, pour tout p P P, tn P r1, xs XN : Λpnq � log pu � r0, xsXtpk; k PN�u
donc

ψpxq �
¸

pPPpxq

log p .#
� 
n P r1, xs XN : Λpnq � log pu� � ¸

pPPpxq

tlog pxu log p .

Puisque tlog pxu log p ⩽ logx, l'égalité précédente entraîne ψpxq ⩽ πpxqlogx et donc x�1πpxqlogx ⩾
ψpxq{x. La conservation des inégalités larges par passage à la limite inférieure implique que
lim infxÑ�8px�1πpxqlogxq ⩾ lim infxÑ�8 ψpxq{x � 1 par la question précédente (quand la
limite existe, elle est égale à la limite inférieure).

I-4c Soit β P s0, 1r . On observe que si x ⩾ p ⩾ xβ , alors d'une part log p ⩾ logxβ et d'autre part
log px ⩾ 1, donc tlog pxu ⩾ 1. On en déduit

ψpxq � ψpxβq ⩾
¸

pPPpxqzPpxβq

tlog pxu log p ⩾ #
�
PpxqzPpxβq�logxβ.

Or d'une part #
�
PpxqzPpxβq� � πpxq�πpxβq et d'autre part, il est clair que πpxβq ⩽ xβ . Donc

ψpxq ⩾ ψpxq � ψpxβq ⩾ pπpxq � πpxβqqlogxβ ⩾ pπpxq � xβqβlogx ,

qui implique l'inégalité voulue.
En particulier on a

x�1πpxqlogx ⩽ β�1x�1ψpxq � x�p1�βqlogx
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on passe à la limite supérieure, qui est sous-additive et conserve les inégalités larges :

lim sup
xÑ�8

πpxq
x{logx ⩽ lim sup

xÑ�8

�
β�1ψpxq

x
� logx
x1�β

	
⩽ β�1 lim sup

xÑ�8

ψpxq
x

� lim sup
xÑ�8

logx
x1�β

� β�1

par (Eq2) puisque la limite supérieure coïncide avec la limite quand celle-ci existe.

I-4d La question précédente donne en faisant tendre β vers 1 : lim supxÑ�8 x
�1πpxqlogx ⩽ 1. Combiné

à la question 4b), cela entraîne que 1 ⩽ lim supxÑ�8 x
�1πpxqlogx ⩽ lim infxÑ�8 x

�1πpxqlogx ⩽
1 donc que les limites supérieures et inférieures sont toutes deux égales à 1, donc que la limite
quand xÑ �8 de x�1πpxqlogx existe et vaut 1. D'où (Eq1).

I-5a Par hypothèse C � suptPR t
2
�|fptq|� |f 1ptq|� |f2ptq|� est une quantité �nie. Pour tout i � 0, 1, 2,

et tout t P R, on a |f piqptq| ⩽ 1r�1,1sptq|f piqptq| � Ct�21r1,�8rp|t|q. Le membre de droite est
une fonction intégrable sur R, d'où l'intégrabilité par majoration de la fonction mesurable (ou
continue par morceaux) |f piq|.
Variante : Il est également correct de dire que les fonctions f piq étant continues par morceaux
sur R, leur intégrabilité est assurée par l'estimation f piq � O|t|Ñ�8p1{t2q, selon la règle dite de
Riemann.

I-5b On �xe x P R. Pour tout t P R, on a e�2iπxtf2ptq�2iπxe�2iπxtf 1ptq � pe�2iπxtf 1ptqq1. Donc pour
tout réel y ¡ 0, on a» y

�y
e�2iπxtf2ptqdt� 2iπx

» y
�y
e�2iπxtf 1ptqdt � e�2iπxyf 1pyq � e2iπxyf 1p�yq .

L'hypothèse sur f implique que f 1pyq et f 1p�yq tendent vers 0 lorsque y Ñ �8, puisque dominées
par 1{y2 . Comme f 1 et f2 sont intégrables leur transformée de Fourier est bien dé�nie et en
faisant y Ñ �8 dans l'égalité précédente, on obtient

ypf2qpxq � 2iπxypf 1qpxq � 0 .

On raisonne de même avec f 1 pour obtenir ypf 1qpxq� 2iπx pfpxq � 0. Donc ypf2qpxq � �4π2x2 pfpxq.
I-5c On pose c � ³�8

�8 |f2ptq|dt qui est donc une quantité �nie par 5a). La question précédente et
l'inégalité triangulaire impliquent pour tout x P R, que

4π2x2| pfpxq| � ��ypf2qpxq�� ⩽ » �8

�8
|f2ptqe�2iπxt|dt � c .

Donc pour tout x P R, on a | pfpxq| ⩽ 1r�1,1spxq| pfpxq|� cp2πxq�21r1,�8rp|x|q. Comme pf est conti-

nue surR elle est intégrable sur r�1, 1s. La fonction x P R ÞÑ 1r�1,1spxq| pfpxq|�cp2πxq�21r1,�8rp|x|q
est donc intégrable sur R et il en est de même pour pf .
Variante : On peut également dire que pf étant continue, elle est localement intégrable et son
intégrabilité sur R se déduit de l'estimation pfpxq � OxÑ�8p1{x2q par la régle de Riemann.

I-6a Soit s P Hσ0 . Pour tout n P N�, |ann�s| ⩽ |an|n�Repsq ⩽ |an|n�σ0 . Cela montre que la série de
terme général pann�sqnPN� est convergente.
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I-6b On a supsPHσ0
|ann�s| ⩽ |an|n�σ0 . Par conséquent la série de fonctions de terme général s ÞÑ

ann
�s, n ⩾ 1, est normalement convergente sur Hσ0 et a fortiori sur tout compact de Hσ0 . Par

un résultat rappelé en début de problème, cela implique que φa est holomorphe sur Hσ0 .

I-6c Notons unpσq � ann
�σ pour n ⩾ 1 et σ ⩾ σ0. On a


 À n ⩾ 1 �xé, limσÑ�8 unpσq � ℓn � 0 si n ⩾ 2, � a1 si n � 1,

°un converge uniformément, car normalement, au voisinage de�8 (par la majoration |unpσq| ⩽
|an|n�σ0 de la question précédente).
Ainsi, le théorème de la double limite assure la convergence de

°
ℓn, qui est ici évidente, et le

fait que limσÑ�8 φapσq �
°8
n�1 ℓn, soit ici limσÑ�8 φapσq � a1 comme voulu.

Variante 1 : En s'appuyant sur le théorème de convergence dominée. En notant µ la mesure de
comptage sur N� et fpσ, tq � utpσq pour t P N�, on peut en e�et écrire

φapσq �
»
N�

fpσ, tqdµptq

Comme à t P N� �xé, on a limσÑ�8 fpσ, tq � a1 si t � 1, 0 si t ⩾ 2 et qu'on a la domination
|fpt, σq| ⩽ hptq � |at|t�σ0 dès que σ ⩾ σ0 avec h intégrable sur N� (par hypothèse faite sur σ0),
on a par théorème de convergence dominée

lim
σÑ�8

»
N�

fpσ, tqdµptq � a1

Variante 2 : on note que pour tout n ⩾ 2, on a |an|n�σ ⩽ |an|n�σ02�σ�σ0 par décroissance de
n ÞÑ n�σ�σ0 , ce qui donne par inégalité triangulaire

|φapσq � a1| ⩽ 2�σ�σ0
¸
n⩾2

|an|n�σ0 � OσÑ�8p2�σq

d'où le résultat.
Sous l'hypothèse que les ak sont nuls pour k � 1, . . . , n0 � 1, on pose vnpσq � anpn{n0q�σ pour
n ⩾ n0 et σ ⩾ σ0. Comme ci-dessus :

 à n ⩾ 1 �xé, limσÑ�8 vnpσq � ℓn � 0 si n ⩾ n0 � 1, � an0 si n � n0,

°un converge uniformément, car normalement, au voisinage de�8 (par la majoration |vnpσq| ⩽
|an|pn{n0q�σ0 cette fois).
On conclut par le même théorème que limσÑ�8 n

σ
0φapσq � an0 .

I-6d Comme Hσ0 est un ouvert connexe et qu'un ouvert non vide possède un point d'accumulation
au moins (chacun de ses points !), le principe des zéros isolés appliqué à la fonction holomorphe
φb � φa implique que φb � φa � 0. On pose cn � bn � an et c � pcnqnPN� . Cela implique
que φc � φb � φa est identiquement nulle sur Hσ0 . La question précédente montre alors que
c1 � limσÑ�8 φa1pσq � 0.

Soit n0 P N�. Supposons que c1 � . . . � cn0�1 � 0. La question précédente implique que
cn0 � limσÑ�8 n

σ
0φcpσq � 0.

Cela montre, par récurrence, que cn � 0 c'est-à-dire an � bn pour tout n P N�.

I-7a On a |enpkq|2 � n�2 et donc
°
n⩾1 |enpkq|2 �

°
n⩾1 n

�2   �8.
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I-7b Pour tout σ0 ¡ 1{2, on a par Cauchy-Schwarz

¸
n⩾1

|an|n�σ0 ⩽
� ¸
n⩾1

|an|2
	 1

2
� ¸
n⩾1

n�2σ0
	 1

2   �8.

Par les questions précédentes, la série de Dirichlet φa de a est bien dé�nie et holomorphe sur
Hσ0 . Comme σ0 peut être choisi arbitrairement proche de 1{2, φa est bien dé�nie et holomorphe
sur H1{2 �

�
σ0¡1{2Hσ0 .

Variante proposée par un candidat : on utilise l'inégalité |xy| ⩽ px2� y2q{2 pour tous x, y réels,
avec x � |an| et y � n�σ0 . On en tire la majoration |an|n�σ0 ⩽ |an|2{2� n�2σ0{2 et on conclut
par critère de majoration.

I-7c L'hypothèse implique en particulier que pa, epkqq � 0, c'est-à-dire

0 � pepkq,aq �
¸
n⩾1

ann
�1� 1

k
i � φa

�
1� 1

k i
�
.

Donc φa, holomorphe sur H1{2, s'annule sur l'ensemble in�ni t1 � 1
k i ; k P N�u de points ad-

mettant 1 P H1{2 comme point d'accumulation. Le principe des zéros isolés implique que φa est
identiquement nulle et la question 6d) entraîne que an � 0 pour tout n P N�. On a montré que si
a est orthogonale à V dans ℓ2pN�q alors a est (identiquement) nulle. Ainsi V est un sous-espace
dense de ℓ2pN�q, puisque celui-ci est un espace de Hilbert.

I-8 Soit un réel σ0 ¡ 1. Puisque la série de terme général pn�σ0qn⩾1 converge dans R� (sa somme est
ζpσ0q), la question 6b) montre que ζ se prolonge en la fonction holomorphe s P Hσ0 ÞÑ

°
n⩾1 n

�s.
Si une autre fonction g : Hσ0 Ñ C prolongeait ζ, alors g� ζ s'annulerait sur sσ0,�8r et comme
Hσ0 est connexe et qu'un intervalle non trivial possède au moins un point d'accumulation, le
principe des zéros isolés impliquerait que g�ζ est nulle sur Hσ0 . Par conséquent, le prolongement
de ζ à Hσ0 est unique. Comme σ0 peut être pris arbitrairement proche de 1, cela montre de même
que ζ se prolonge de manière unique par une fonction holomorphe sur H1 �

�
σ0¡1Hσ0 .

Soit un réel σ0 ¡ 1. On observe que |1Ppnqn�σ0 | ⩽ n�σ0 donc s P Hσ0 ÞÑ
°
n⩾1 n

�s1Ppnq �°
n⩾1 p

�s
n dé�nit bien une fonction holomorphe par la question 6b).

On observe ensuite que limnÑ�8 n
�pσ0�1q{2logn � 0. Donc C � maxn⩾1 n

�pσ0�1q{2logn est une
quantité �nie. On a donc Λpnqn�σ0 ⩽ n�σ0 logn ⩽ Cn�p1�σ0q{2 et la série de terme général
pΛpnqn�σ0qn⩾1 converge dans R�. Par conséquent s P Hσ0 ÞÑ

°
n⩾1 Λpnqn�s dé�nit bien une

fonction holomorphe, toujours par la question 6b). Comme σ0 peut être choisi arbitrairement
proche de 1, Z et Φ sont bien dé�nies et holomorphes sur H1 �

�
σ0¡1Hσ0 .

I-9a La fonction exponentielle est holomorphe sur C. Par composition des fonctions holomorphes, h
est holomorphe sur CzR�. Par ailleurs, la fonction identité sur C est holomorphe sur C et donc
en particulier sur l'ouvert CzR�. Sur R�

�, h et l'identité coïncident. Puisque CzR� est connexe,
par le principe des zéros isolés, h et l'identité coïncident donc sur CzR�.

I-9b Soit zPCzR�. Il existe θ0PR tel que z�|z|eiθ0 . On a

|z|eiθ0 � z � expplog zq � exppRe plog zqq exppiIm plog zqq .
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En prenant le module, on obtient |z| � exppRe plog zqq et comme sur R�
� la fonction logarithme

(népérien) est la fonction réciproque de l'exponentielle, on obtient log |z|�Re plog zq.
De même on a z{|z| � eiθ0 � exppiIm plog zqq.

I-9c Comme |z| ¡ 0, on a |z|eiθ P R� ô eiθ P R� ô θ � π pmod 2πq.
Comme on suppose θ Ps � π, πr, on a |z|eiθ P CzR�, donc log p|z|eiθq est bien dé�nie et f
également.
Le résultat de la question précédente donne

exp
�
iImplog p|z|eiθqq� � |z|eiθ{||z|eiθ| � eiθ

et donc en faisant le quotient il vient eifpθq�1. Par conséquent fpθq P 2πZ.
Comme f est continue par composition d'applications continues, elle est constante car 2πZ
est discret. Or elle vaut 0 en 0. Donc f est nulle et donc pour pour tout θ P s � π, πr , on a
Implog p|z|eiθqq�θ.
En notant θ Ps � π, πs l'argument principal de z, on a θ � π puisque z n'est pas un réel négatif.
Ce qui précède montre alors que Implog zq � Implog p|z|eiθqq � θ, ce qui fournit comme voulu
log z � log p|z|q � i argpzq.

I-9d On pose z1�z2�e3iπ{4. On a z1z2�e3iπ{2��i�e�iπ{2PCzR�. Donc log z1z2��iπ{2� i3π{2 �
log z1 � log z2.

I-9e Soit z PCzR�. On pose θ � Implog zq. Ce qui précède montre que �π{4 � Implog z0q. Soit θ1
l'unique réel de s � π, πr tel que θ0 � θ � θ1 P 2πZ. On a zz0 � |zz0|eiθ1 et donc Implog pzz0qq�
θ1, Implog zq � θ et Implog z0q � �π{4. Donc on a log pz0zq � log z � log z0 si et seulement si
θ1 � θ � 1

4π, autrement dit si et seulement si �π   θ � 1
4π   π. Comme θ P s � π, πr , on a que

log pz0zq� log z � log z0 si et seulement si �3
4π θ π.

Géométriquement, cet ensemble est le plan complexe privé du secteur angulaire délimité par la
demie-droite R� des réels négatifs et par la demie-droite D image de R� par la rotation d'angle
π{4.

Partie II.

II-1 
 Soit d'abord r PQ. Il existe p PZ et q PN� tels que r� p{q. Par (Eq5), on a fprq� fppq�1q�
fpq�1 � . . . � q�1q � pfpq�1q. Comme on a également fp1q � fpqq�1q � qfpq�1q on obtient que
fpq�1q�q�1fp1q. Cela montre que fprq�pq�1fp1q�rfp1q.

 Soit maintenant x P R. Il existe une suite de rationnels prnqnPN� qui tend en décroissant
vers x et une suite de rationnels pr1nqnPN� qui tend en croissant vers x. Comme f est crois-
sante on a fpr1nq ⩽ fpxq ⩽ fprnq pour tout n P N�. Le premier point implique ensuite que
r1nfp1q⩽fpxq⩽rnfp1q. On passe à la limite et on obtient alors fpxq�xfp1q par encadrement.
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II-2a 
 Comme G est dense dans R, il existe s0 PG tel que s0¡ x et donc gps0q P Jpxq. Autrement
dit, Jpxq n'est pas vide.

 Par densité de G dans R, il existe s1PG tel que s1⩽x. Soit cPJpxq. Par dé�nition de Jpxq, il
existe sPG tel que s¡x et tel que gpsq� c. On a donc s1⩽x  s et puisque g est une fonction
croissante gps1q⩽ gpsq� c. On a donc montré que pour tout c P Jpxq, c⩾ gps1q. Autrement dit,
gps1q est un minorant de Jpxq.
L'ensemble Jpxq est donc un ensemble non-vide et minoré par gps1q, la borne inférieure de Jpxq
est donc un réel bien dé�ni.

II-2b 
 Soient deux réels x   y. Il est clair que Jpyq � Jpxq. Soit alors m un minorant de Jpxq :
l'inclusion précédente assure que m est également un minorant de Jpyq, et donc que m ⩽ fpyq.
En prenant m � fpxq il vient fpxq ⩽ fpyq, ce qui montre que f est croissante.

 Soit x0 P R et ε ¡ 0 : il s'agit de montrer l'existence de α ¡ 0 tel que fpxq ⩽ fpx0q�ε pour tout
x P rx0, x0�αr par croissance de f . Or fpx0q�ε n'est pas un minorant de Jpx0q par dé�nition de
la borne inférieure. Ceci assure donc l'existence de s0 P Jpx0q tel que gps0q   fpx0q � ε. Prenons
alors α � s0�x0. Pour x P rx0, x0�αr, on a en particulier x   s0 et donc fpxq ⩽ gps0q   fpx0q�ε,
ce que nous voulions.

II-2c 
 Soit sPG tel que s ¡ x� t. On pose s1�s�t. C'est un élément de G car G est un sous-groupe
additif deR. On véri�e immédiatement que s1 ¡ x. Donc tsPG :s ¡ x�tu�ts1�t; s1PG :s1 ¡ xu.
Soit s1 PG tel que s1 ¡ x. On pose s� s1 � t. C'est un élement de G car G est un sous-groupe
additif de R et on a bien s¡x� t. Cela prouve donc que ts1� t; s1PG :s1 ¡ xu�tsPG :s ¡ x� tu
et donc tsPG :s ¡ x� tu�ts1 � t; s1PG :s1 ¡ xu.

 On en déduit donc que Jpx � tq � tgps1 � tq; s1 PG : s1 ¡ xu. Comme gps1 � tq � gps1q � gptq,
on voit donc que Jpx � tq est l'ensemble Jpxq translaté par gptq ce qui entraîne facilement que
inf Jpx� tq�gptq � inf Jpxq, c'est-à-dire fpx� tq�gptq � fpxq.

II-2d Soient x, yPR. Par dé�nition de la borne inférieure, il existe une suite ptnqnPN� à valeurs dans
GXsy,�8r telle que limnÑ�8 gptnq � fpyq. Comme g croît, sans perte de généralité on peut
supposer que ptnqnPN� converge vers y (par exemple, on peut remplacer tn par t1n P G tel que
y  t1n⩽y � 2�nminp1, tn�yq⩽ tn et on a fpyq⩽gpt1nq ⩽ gptnq). Comme f est continue à droite
limnÑ�8 fpx� tnq�fpx� yq. Or la question précédente montre que fpx� tnq�fpxq � gptnq, ce
qui implique (Eq5) en passant à la limite.
Variante : Soit pynq une suite de G tendant vers y en décroissant.
Je dis d'abord que gpynq Ñ fpyq : soit en e�et ε ¡ 0, fpyq � ε n'est pas un minorant de Jpyq
donc il existe t P GXsy,�8r tel que gptq   fpyq � ε. Comme t ¡ y, on a t ¡ yn à partir d'un
certain rang, d'où gptq ⩾ gpynq aussi, et donc gpynq   fpyq � ε à partir du même rang.
Faisons tendre n vers l'in�ni dans l'égalité fpyn � xq � gpynq � fpxq. Le membre de gauche tend
vers fpy � xq continuité à droite de f , et le membre de droite tend vers fpyq � fpxq d'où le
résultat.

II-2e 
 Par (Eq5), on a fp0q�fp0� 0q�2fp0q donc fp0q�0. En prenant x�0 à la question 2c), on
voit que fptq�gptq pour tout tPG. Donc f prolonge g.
Variante : pour prouver que f prolonge g, on peut montrer directement que gpxq � inf Jpxq
pour x P G, mais ce fait n'est nullement évident, ni ne découle directement de la monotonie de
g. Comme gpxq est un minorant de Jpxq par croissance de g, on a directement gpxq ⩽ fpxq et il
su�t de montrer l'autre inégalité. Soit donc ε ¡ 0 et γ P G�

�. Pour tout entier n ⩾ 1, il existe
εn Ps0, γ{nrXG : on a alors x� εn P G et donc gpx� εnq � gpxq � gpεnq. En outre, nεn   γ, ce
qui donne ngpεnq ⩽ gpγq, et donc gpx � εnq ⩽ gpxq � gpγq{n   gpxq � ε à partir d'un certain
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rang. Ceci assure que gpxq � ε n'est pas un minorant de Jpxq et donc que fpxq ⩽ gpxq � ε, d'où
fpxq ⩽ gpxq en faisant εÑ 0.

 Par la question 1), il existe α PR� tel que fpxq � αx. Le fait que f prolonge g permet de
conclure.

II-3a 
 On a ℓ21� ℓ1 et donc ℓ1� 0 ou 1. Si ℓ1� 0, alors ℓp � ℓp.1 � ℓp.ℓ1 pℓpqp⩾1 est identiquement
nulle or on a supposé le contraire. Donc ℓ1�1.

 Supposons ensuite qu'il existe p0⩾2 tel que ℓp0�0. Comme pℓpqp⩾1 décroît et est positive, cela
implique que ℓp� 0 pour tout p⩾ p0. Soit m, un entier entre 2 et p0�1. Il existe k ⩾ 2 el que
mk ⩾ p0 et donc ℓkm� ℓmk � 0. Cela implique que ℓm� 0. On a montré que s'il existe p0 ⩾ 2 tel
que ℓp0�0, alors ℓp�0 pour tout entier p⩾2, ce qui est le résultat voulu.

II-3b Soient r P Q�
�. Soient p, p

1, q, q1 P N� tels que p{q � p1{q1 � r. On a donc pq1 � p1q et donc
ℓpℓq1�ℓpq1�ℓp1q�ℓp1ℓq qui sont des quantités strictement positives par hypothèse. On peut donc
poser hprq�ℓp{ℓq�ℓp1{ℓq1 qui ne dépend que du rationnel r.
Soient r1, r2PQ�

� et soient p1, p2, q1, q2PN� tels que r1�p1{q1 et r2�p2{q2. Alors

hpr1r2q�h
�pp1p2q{pq1q2q�� ℓp1p2

ℓq1q2
� ℓp1
ℓq1

ℓp2
ℓq2

� hpr1qhpr2q.

Cela montre l'existence d'une fonction comme dans l'énoncé.
Montrons l'unicité. Soit h0 une fonction comme dans l'énoncé. Alors pour tout p, q PN�, on a
1 � ℓ1 � h0p1q � h0pqq�1q � h0pqqh0pq�1q � ℓqh0pq�1q. Donc h0pq�1q � 1{ℓq et donc h0pp{qq �
h0ppqh0pq�1q�ℓp{ℓq�hpp{qq, ce qui montre l'unicité.
Variante de forme : par �analyse-synthèse�. Si h existe, on a nécessairement hpnrq � hpnqhprq
pour tout rationnel r ¡ 0 et tout n P N�. En écrivant r � p{q et en prenant n � q, cela entraîne
que h satisfait nécessairement hprq � hppq{hpqq � ℓp{ℓq, ce qui clôt la phase d'analyse. On montre
alors en phase de synthèse la bonne dé�nition de h (i.e. l'indépendance du choix du représentant
pp, qq de r et l'équation fonctionnelle comme ci-dessus).

II-3c Soient r1, r2PQ�
� tels que r1⩽r2. Il est possible de les représenter comme des quotients d'entiers

de même dénominateur ; c'est-à-dire qu'il existe p1, p2, q PN� tels que r1 � p1{q et r2 � p2{q ce
qui implique que p1⩽p2. Comme la suite pℓpqp⩾1 décroît, on a hpr1q� ℓp1{ℓq⩾ ℓp2{ℓq�hpr2q, ce
qui prouve que h décroît.

II-3d On applique le groupe de questions 2) à G�tlog r ; rPQ�
�u et g dé�nie par gplog rq��loghprq,

rPQ�
�.

Montrons que G est sous-groupe additif dense de R. On observe tout d'abord que 0, élément
neutre du groupe additif R, est log 1. Donc 0PG. De plus, pour tous r, r1 PQ�

�, log r � log r1 �
log r{r1 P G car r{r1PQ�

�. Cela montre que G est un sous-groupe additif de R.
On observe ensuite que pour tout x P R, ex est limite de prnqnPN� , une suite de rationnels
strictement positifs. Par continuité du logarithme, x est donc limite de la suite plog rnq qui sont
des éléments de G. Cela montre que G est dense dans R.
Comme log croît et que h décroît, on voit que g croît. Par ailleurs, pour tout s, t PG, il existe
r1, r2 P Q�

� tels que s � log r1 et t � log r2. On a donc gpsq � gptq � �loghpr1q � loghpr2q �
�log phpr1qhpr2qq � �loghpr1, r2q�gplog pr1r2qq�gplog r1 � log r2q�gps� tq.
On peut donc appliquer la question 2e) et montrer qu'il existe αP R� tel que gplog rq � αlog r,
ce qui implique que loghprq� log r�α et par conséquent ℓp�hppq�p�α pour p P N�.
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II-4a Petite précaution avant de commencer : les an sont tous ⩾ 0 et non tous nuls, donc Dpσq est
¡ 0 (car minoré par tout terme de la somme), ce qui légitime le quotient.

Il est clair que Dpσq{Dpσq � 1 tend vers 1 lorsque σ Ñ 0�. Donc ℓ1 � 1. Soient p, q PN�. On
observe que

lim
σÑ0�

Dpqpσq
Dppσq � lim

σÑ0�

Dpqσq
Dpσq � ℓq .

Comme Dppqσq{Dpσq � �
Dppqσq{Dppσq��Dppσq{Dpσq�, en passant à la limite lorsque σÑ 0�,

on en déduit que ℓpq�ℓpℓq.
II-4b Soit un réel σ ¡ 0. On observe que pour tous p, q, n PN� tels que q ⩾ p, on a 0 ⩽ e�qσλn ⩽

e�pσλn ⩽ e�σλn car x ÞÑ e�x décroît. On en déduit que Dpqσq ⩽ Dppσq ⩽ Dpσq et donc que

ℓq � lim
σÑ0�

Dpqσq
Dpσq ⩽ ℓp � lim

σÑ0�

Dppσq
Dpσq ⩽ 1 .

Cela montre que pℓpqp⩾1 est une suite de r0, 1s décroissante telle que ℓpq � ℓpℓq, pour tous
p, qPN�. Les résultats des questions 3a) et 3d) permettent donc de conclure.

II-5a Pour tout réel σ ¡ 0 et tout n P N�, on a σλn ⩾ 0 est et donc e�σλn P r0, 1s. De plus, la
fonction f est bornée sur r0, 1s et on a donc |anfpe�σλnqe�σλn | ⩽ ∥f∥8ane�σλn car les an sont
positifs. Donc la série de terme général panfpe�σλnqe�σλnqnPN� est absolument convergente par
majoration et donc convergente dans R.

II-5b Soient f, g P Bpr0, 1s,Rq et b P R. Il est clair, pour tout nPN�, que¸
1⩽k⩽n

ak
�
fpe�σλkq � bgpe�σλkq�e�σλk � ¸

1⩽k⩽n

akfpe�σλkqe�σλk � b
¸

1⩽k⩽n

akgpe�σλkqe�σλk .

En passant à la limite, on obtient par continuité de la somme que Λα,σpf � bgq � Λα,σpfq �
bΛα,σpgq, ce qui montre que Λα,σ est une forme linéaire sur Bpr0, 1s,Rq. De plus, l'inégalité
triangulaire pour les séries implique que

Dpσq|Λα,σpfq| ⩽
¸
n⩾1

|anfpe�σλnqe�σλn | ⩽ ∥f∥8
¸
n⩾1

ane
�σλn � ∥f∥8Dpσq ,

qui entraîne immédiatement l'inégalité voulue.

II-6a On observe que Λα,σpmpq � Dppp � 1qσq{Dpσq. Donc limσÑ0� Λα,σpmpq�pp � 1q�α. Or il a été
montré à la question I-3d) que pp� 1q�α � Λαpmpq. On a donc montré que

@p P N�, lim
σÑ0�

Λα,σpmpq�Λαpmpq .

Soit Q une fonction polynômiale de degré d : il existe donc b0, . . . , bd P R tels que Q � bdmd�. . .�
b1m1 � b0m0. Comme montré à la question précèdente, Λα,σ est linéaire sur l'espace des fonctions
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bornées sur r0, 1s ce qui implique

lim
σÑ0�

Λα,σpQq � lim
σÑ0�

ḑ

j�0

bjΛα,σpmjq �
ḑ

j�0

bj lim
σÑ0�

Λα,σpmjq �
ḑ

j�0

bjΛαpmjq � ΛαpQq

car Λα est également linéaire sur l'espace des fonctions continues par morceaux sur r0, 1s. Cela
montre bien le résultat voulu.

II-6b Nous allons donner deux preuves de cette extension

 1ère méthode : Soit f : r0, 1sÑR, une fonction continue. Par le théorème de Weierstrass, il
existe une suite pPnqnPN� de fonctions polynômiales telles que limnÑ8∥f�Pn∥8�0 et on a

|Λα,σpfq�Λαpfq| ⩽ |Λα,σpfq � Λα,σpPnq|� |Λα,σpPnq � ΛαpPnq|� |ΛαpPnq � Λαpfq| (4.1)

⩽ 2∥f�Pn∥8 � |Λα,σpPnq � ΛαpPnq| .

Soit ε ¡ 0. Il existe npεq PN� tel que ∥f�Pnpεq∥8  ε{3 et il existe un réel σε¡ 0 tel que pour
tout σ P s0, σεr , on ait |Λα,σpPnpεqq�ΛαpPnpεqq|  ε{3. L'inégalité précédente appliquée au rang
npεq montre alors que pour tout réel ε ¡ 0, il existe un réel σε¡0 tel que pour tout σ P s0, σεr ,
on ait |Λα,σpfq�Λαpfq| ε, ce qui permet de conclure.

 2ème méthode. On commence de même, en �xant f : r0, 1sÑR une fonction continue et en
se donnant une suite pPnqnPN� de fonctions polynômiales telles que limnÑ8∥f�Pn∥8 � 0. On
pose ensuite, pour tout n P N et σ ¡ 0 : gnpσq � Λα,σpPnq et gpσq � Λα,σpfq. On va appliquer
le théorème de la double limite à la suite pgnq :
� La suite pgnq converge uniformément vers g au voisinage à droite de 0, puisqu'en fait
}gn � g}8,R�

�
� }Λα,σpPn � fq}8,R�

�
⩽ }Pn � f}8,r0,1s d'après la question 5b).

� À n �xé, on a limσÑ0 gnpσq � limσÑ0 Λα,σpPnq � ΛαpPnq d'après la question 6a.
Le théorème de la double limite assure que gpσq a une limite �nie quand σ Ñ 0, et que cette
limite vaut limnÑ8 ΛαpPnq.
Il ne reste plus qu'à justi�er que limnÑ8 ΛαpPnq � Λαpfq, ce qui est conséquence par exemple
de la question I-3e) (continuité de la forme linéaire Λα sur l'espace des fonctions continues par
morceaux).

II-6c Comme 0 ⩽ fε ⩽ J ⩽ hε et puisque les an sont positifs on a 0 ⩽ anfεpe�σλnqe�σλn ⩽
anJpe�σλnqe�σλn ⩽ anhεpe�σλnqe�σλn et en sommant et divisant par Dpσq, on a donc

0 ⩽ Λα,σpfεq ⩽ Λα,σpJq ⩽ Λα,σphεq .

Puisque fε et hε sont continues, le résultat de la question précédente implique que limσÑ0� Λα,σpfεq�
Λαpfεq et limσÑ0� Λα,σphεq�Λαphεq. Il existe donc un réel σε ¡ 0 tel que pour tout σ P s0, σεs,
on ait |Λα,σpfεq�Λαpfεq| ⩽ ε et |Λα,σphεq�Λαphεq| ⩽ ε. Cela implique donc

Λαpfεq � ε ⩽ Λα,σpJq ⩽ Λαphεq � ε .

En appliquant le résultat de la question I-3g), on a d'une part Λαpfεq ⩾ ΛαpJq � e2α�2ε{Γpαq
et d'autre part

Λαphεq ⩽ Λαpfεq � e2α�2

Γpαq ε ⩽ ΛαpJq � e2α�2

Γpαq ε .

Combiné à l'inégalité précédente, cela implique l'inégalité voulue avec Cα � e2α�2

Γpαq � 1.
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II-6d La question précédente implique que limσÑ0� Λα,σpJq � ΛαpJq. On constate ensuite que

Λα,λ�1
n
pJq � 1

Dpλ�1
n q

¸
1⩽k⩽n

ak .

Par hypothèse, limnÑ8 λn��8. Par conséquent, limnÑ8 λ
�1
n �0 et ce qui précède implique que

lim
nÑ�8

1

Dpλ�1
n q

¸
1⩽k⩽n

ak � ΛαpJq .

On observe ensuite que

ΓpαqΛαpJq �
» 1

e�1

p�log tqα�1dt

t
�

� 1
α
plog tqα

�1
e�1

� 1

α
.

Comme αΓpαq � Γpα� 1q on obtient bien que ΛαpJq � 1{Γpα� 1q.

II-7a Soit un réel σ ¡ 0. Pour tout p PN, on a Λ0,σpmpq � Dppp � 1qσq{Dpσq, par dé�nition. Donc
limσÑ0� Λ0,σpmpq � 1. En particulier, puisque Λ0,σ est linéaire, on obtient Λ0,σpgq � Λ0,σpm0q �
2Λ0,σpm1q � Λ0,σpm2q et donc limσÑ0� Λ0,σpgq�0.

II-7b On observe que pour tout t P r0, 1s, on a 1r0,1�δsptq � 1rδ,1sp1�tq⩽ δ�2p1�tq2. On conclut au
résultat souhaité par croissance et linéarité de Λ0,σ.

II-7c On écrit d'abord par inégalité triangulaire

Dpσq��fp1q�Λ0,σpfq
�� � ���°n⩾1 ane

�λnσ
�
fp1q�fpe�λnσq���� ⩽ °

n⩾1 ane
�λnσ

��fp1q�fpe�λnσq�� et l'on
casse cette dernière somme en deux, en écrivant
ane

�λnσ
��fp1q�fpe�λnσq�� � ane

�λnσ
��fp1q�fpe�λnσq��1r1�δ,1spe�λnσq�ane�λnσ��fp1q�fpe�λnσq��1r0,1�δrpe�λnσq.

On gère alors la première somme en majorant
��fp1q�fpe�λnσq�� par maxtPr1�δ,1s

��fp1q�fptq�� d'où
par croissance de la somme°
n⩾1 ane

�λnσ
��fp1q�fpe�λnσq��1r1�δ,1spe�λnσq ⩽ Dpσq.maxtPr1�δ,1s

��fp1q�fptq��
et la deuxième en majorant

��fp1q�fpe�λnσq��1r0,1�δrpe�λnσq par 2}f}8.δ�2g
�
e�λnσ

�
via la ques-

tion précédente. On obtient ainsi par croissance°
n⩾1 ane

�λnσ
��fp1q�fpe�λnσq��1r0,1�δspe�λnσq ⩽ 2}f}8δ�2

°
n⩾1 ane

�λnσg
�
e�λnσ

�
⩽ 2∥f∥8 δ�2DpσqΛ0,σpgq

et on a bien l'inégalité voulue en divisant par Dpσq.
Soit un réel ε¡0. Comme f est continue à gauche en 1, il existe δεP s0, 1r tel quemaxtPr1�δε,1s

��fp1q�
fptq��   ε{2. Puisque limσÑ0� Λ0,σpgq � 0, il existe σε tel que 0 ⩽ 2∥f∥8 δ�2

ε Λ0,σpgq   ε{2 pour
tout σ Ps0, σεr et l'inégalité précédente implique que |fp1q�Λ0,σpfq| ε. On a donc montré que
pour tout ε ¡ 0, il existe σε tel que |fp1q�Λ0,σpfq|   ε pour tout σ Ps0, σεr . Autrement dit,
limσÑ0� Λ0,σpfq�fp1q.

II-7d On rappelle que J est continue par morceaux, donc bornée sur r0, 1s, et continue à gauche en
1 valant 1 en 1. On rappelle également que Λ0,λ�1

n
pJq � Dpλ�1

n q�1
°

1⩽k⩽n ak. Par hypothèse,

limnÑ8 λn�8. Par conséquent, limnÑ8 λ
�1
n �0 et ce qui précède implique que

lim
nÑ�8

1

Dpλ�1
n q

¸
1⩽k⩽n

ak � lim
σÑ0�

Λ0,σpJq � Jp1q � 1 ,

ce qui est bien (Eq6) dans le cas où α�0 car Γp1q�1.
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Partie III.

III-1a On suppose que Dφ contient deux points distincts σ0   σ1, sinon l'assertion est trivialement
véri�ée. Soit σ P rσ0, σ1s. On a σ0 � 1 ⩽ σ � 1 ⩽ σ1 � 1. Si x P r1,�8r, on a logx ⩾ 0, donc
pσ � 1qlogx ⩽ pσ1 � 1qlogx et donc |φpxq|xσ�1 ⩽ |φpxq|xσ1�1. Si x Ps0, 1s, alors logx ⩽ 0 donc
pσ�1qlogx ⩽ pσ0�1qlogx et donc |φpxq|xσ�1 ⩽ |φpxq|xσ0�1. Par conséquent pour tout x P R�

�,
|φpxq|xσ�1 ⩽ |φpxq|xσ0�1 � |φpxq|xσ1�1. Cela montre que x P R�

� ÞÑ |φpxq|xσ�1 est majorée par
une fonction intégrable sur R�

�, elle est donc intégrable et σ P Dφ. Cela prouve que Dφ est un
intervalle de R.
Variante : il est possible de prouver cette intégrabilité en rappelant que σ ÞÑ φpxqxσ�1 est
continue sur R�

�, donc localement intégrable, et qu'il su�t de prouver l'intégrabilité en 0 et en
�8, par majoration (locale) comme cela a été fait, ou par relation de comparaison, par exemple
φpxqxσ�1 � OxÑ0pφpxqxσ0�1q et φpxqxσ�1 � OxÑ�8pφpxqxσ1�1q.
Variante proposée par un candidat : par l'inégalité de Hölder. On prend σ � t0σ0 � t1σ1 dans
sσ0, σ1r, avec t0 � 1� t1 Ps0, 1r. On note pi � 1{ti de sorte que 1{p0 � 1{p1 � 1 et on écrit

|xσφpxq{x| � pxσ0 |φpxq|{xqt0 � pxσ1 |φpxq|{xqt1

L'inégalité de Hölder (avec pour exposants conjugués p1, p2) fournit alors, dans R� a priori»
R�
�

xσ
|φpxq|
x

dx ⩽ M|φ|pσ0qt0 �M|φ|pσ1qt1   �8

III-1b On observe que pour tout x P R�
�, |φpxqxs�1| � |φpxq|xRepsq�1. Donc si Repsq P Dφ, la

fonction x P R�
� ÞÝÑ φpxqxs�1 est intégrable sur R�

�.

III-1c On pose U�tsPC : σ0 Repsq σ1u : il s'agit d'un ouvert (image réciproque de l'ouvert sσ0, σ1r
par l'application partie réelle qui est continue). Pour tout s P U , comme montré à la question
précédente, x PR�

� ÞÝÑ φpxqxs�1 est intégrable sur R�
�. Pour tout x P R�

�, s ÞÑ φpxqxs�1 �
φpxq exppps� 1qlogxq est holomorphe sur C et donc sur U en particulier.

Comme montré à la question 1a), pour tout s P U et tout x P R�
�, on a |φpxqxs�1| ⩽ |φpxq|xσ0�1�

|φpxq|xσ1�1 � fpxq. Comme σ0, σ1 P Dφ, f est intégrable sur R�
� et le théorème d'holomorphie

des intégrales à paramètres implique que Mφ est holomorphe sur U .

III-1d D'abord la question 1) de la partie I assure que Γpσq est bien dé�nie pour tout σ ¡ 0, et donc
que R�

� � Dφ.
Réciproquement, si σ ⩽ 0, la fonction x ÞÑ e�xxσ�1 est équivalente à x ÞÑ xσ�1 qui n'est pas
intégrable en 0 : ceci assure la non intégrabilité en 0 de x ÞÑ e�xxσ�1 (par exemple via la
minoration e�xxσ�1 ⩾ xσ�1{2 valide pour x Ps0, δs, avec δ ¡ 0 su�samment petit), ce qui donne
l'autre inclusion et l'égalité Dφ � R�

�.
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La fonction Mφ ainsi dé�nie est holomorphe sur H0 par III-1c) (σ0 et σ1 pouvant être pris
arbitrairement dans R�

�). Soit f un autre prolongement holomorphe de Γ à ce même ouvert H0.
On aurait alorsMφ�f holomorphe sur l'ouvert connexeH0 et nulle sur R�

�, ensemble contenant
un point d'accumulation. Le principe du prolongement analytique entraîne Mφ � f sur H0, d'où
l'unicité de ce prolongement holomorphe.

III-1e Pour tout s P H0, on pose

fpsq � Γps� kq � ps� k � 1qps� k � 2q . . . sΓpsq .

Il s'agit clairement d'une fonction holomorphe sur l'ouvert connexe H0 qui s'annule sur R�
�, par

application répétée de I-1). Le principe des zéros isolés permet alors de conclure.
Variante : on peut également procéder par intégration par parties répétées en prenant s complexe
directement, ce qui revient à d'abord prouver que Γps� 1q � sΓpsq pour s de partie réelle σ ¡ 0
(le calcul se mène comme en I-1), en changeant σ en s, puisque |es| � eσ pour le crochet).

III-1f On a 1 � 2|y| � y2 � p1 � |y|q2 ⩾ 0 et donc 2p1 � y2q ⩾ p1 � |y|q2, ce qui montre
a
1� y2 ⩾

2�
1
2 p1� |y|q pour tout y P R.

Soit k P N et soit s P C tel que Repsq ⩾ 1. On a |s � k| �
a
pk � Repsqq2 � pImpsqq2. Comme

k � Repsq ⩾ 1, on en déduit que

|s� k| ⩾
a
1� pImpsqq2 ⩾ 2�

1
2

�
1� |Impsq|�

qui est l'inégalité désirée.

III-1g On suppose que s P C est tel que Repsq P r1, σ0s. Une application répétée de la question III-5e)
implique que Γps� k � 1q � sps� 1q . . . ps� kqΓpsq. Par ce qui précéde on a donc, en minorant
|s| par 1 et les |s� ℓ| (pour ℓ ⩾ 1) par 2�1{2p1� |Ims|q

|Γpsq| � |Γps� k � 1q|
|s| |s� 1| . . . |s� k| (4.2)

⩽ 2k{2
�
1� |Impsq|��k|Γps� k � 1q| (4.3)

⩽ 2k{2
�
1� |Impsq|��k » �8

0
e�t|ts�k|dt (4.4)

⩽ 2k{2
�
1� |Impsq|��k » �8

0
e�ttRepsq�k dt .

Or pour tout t P r0, 1s on a e�ttRepsq�k ⩽ 1 et pour tout t P r1,�8r , on a e�ttRepsq�k ⩽ e�ttσ0�k.
Donc » �8

0
e�ttRepsq�k dt �

» 1

0
e�ttRepsq�k dt�

» �8

1
e�ttRepsq�k dt (4.5)

⩽ 1�
» �8

1
e�ttσ0�k dt (4.6)

⩽ 1�
» �8

0
e�ttσ0�k dt � 1� Γpσ0 � k � 1q,

ce qui implique le résultat désiré.
Remarque : Il est également possible de partir de Γps � kq � sps � 1q . . . ps � k � 1qΓpsq
et de minorer tous les |s � ℓ| par 2�1{2p1 � |Ims|q . Le même calcul montre qu'en posant
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M 1
k,σ0

� 2k{2p1� Γpσ0 � kqq on a la majoration légèrement plus �ne |Γpsq| ⩽ M 1
k,σ0

p1�|Impsq|qk
.

III-2aOn �xe un réel y ¡ 0. En e�ectuant le changement de variable x � e�2πv pour lequel e�2πσvdv �
� 1

2πx
σ�1dx, on obtient » y

�y
|Φσpvq|dv � 1

2π

» e2πy

e�2πy

|φpxq|xσ�1dx .

Comme y ÞÑ ³y
�y |Φσpvq|dv croît, Φσ est intégrable sur R si et seulement si y ÞÑ ³y

�y |Φσpvq|dv
est majoré.

De même y ÞÑ 1
2π

³e2πy

e�2πy |φpxq|xσ�1dx croît et donc x ÞÑ |φpxq|xσ�1 est intégrable sur R�
� si et

seulement si y ÞÑ 1
2π

³e2πy

e�2πy |φpxq|xσ�1dx est majoré. L'égalité précédente montre donc le résultat
voulu.
Remarque : il est correct également d'écrire l'égalité, qui a un sens dans R� car les fonctions
sont positives,

³�8
�8 |Φσpvq|dv � 1

2π

³�8
0 |φpxq|xσ�1dx (par changement de variables). La �nitude

de l'un des deux membres entraîne celle de l'autre.

III-2b On suppose σ P Dφ, ce qui implique que Φσ est intégrable sur R par la question précèdente.
On �xe ensuite t P R. Ce qui précède et la question III-1b) impliquent que la transformée de
Mellin de φ est bien dé�nie en σ � it. On �xe un réel y ¡ 0 et on e�ectue le changement de
variable x � e�2πv pour lequel e�2iπtve�2πσvdv � � 1

2πx
σ�it�1dx. On obtient alors» y

�y
Φσpvqe�2iπtvdv � 1

2π

» e2πy

e�2πy

φpxqxσ�it�1dx .

Comme v P R ÞÑ Φσpvqe�2iπtv est intégrable sur R et comme on a montré que x P R�
� ÞÑ

φpxqxσ�it�1 est intégrable sur R�
�, en faisant tendre y Ñ �8, on obtient» �8

�8
Φσpvqe�2iπtvdv � 1

2π

» �8

0
φpxqxσ�it�1dx ,

qui est le résultat voulu.
Remarque : On peut bien entendu aussi e�ectuer le changement de variable x � e�2πv dans
l'intégrale 1

2π

³�8
0 φpxqxσ�it�1dx, valide par intégrabilité de l'intégrande (et préservation de celle-

ci par changement de variable di�éomorphique).

III-2c Comme pΦσ est supposé intégrable sur R, on peut appliquer la formule d'inversion de Fourier
qui permet d'a�rmer que

ppΦσp�vq � Φσpvq � φpe�2πvqe�2πσv.

Or la question précédente implique que

ppΦσp�vq � 1

2π

» �8

�8
Mφpσ � itqe2iπtvdt .
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Autrement dit, pour tout v P R on a

φpe�2πvq � 1

2π
e2πσv

» �8

�8
Mφpσ � itqe�2iπtvdt � 1

2π

» �8

�8
Mφpσ � itqe2πvpσ�itqdt .

On remarque ensuite que pour tout x P R�
�, il existe v P R tel que x � e�2πv (on prend

v � � 1
2π logx) et que e

�2πvpσ�itq � x�σ�it. On obtient donc φpxq � 1
2π

³�8
�8 Mφpσ � itqx�σ�itdt

comme voulu.

III-2d La question III-1d) montre que R�
� � Dφ. On �xe σ P R�

�. La question III-2a) montre que
Φσ est intégrable sur R, ce qui permet de dé�nir sa transformée de Fourier. On va montrer que
Φσ satisfait l'hypothèse de la question I-5). Pour cela, on note que

Φ1
σpvq � 2πpe�2πv � σqΦσpvq et Φ2

σpvq � 4π2
�pe�2πv � σq2 � e�2πvqqΦσpvq .

Pour tout v P R, on pose fpvq � v2p|Φσpvq| � |Φ1
σpvq| � |Φ2

σpvq|q. Le calcul précèdent implique
qu'il existe une fonction polynômiale P de degré 2 de coe�cient dominant 4π2 telle que fpvq �
P pe�2πvqv2e�2πσv expp�e�2πvq. Lorsque v tend vers �8, P pe�2πvq expp�e�2πvq tend vers P p0q
et v2e�2πσv tend vers 0, donc fpvq tend vers 0. Lorsque v tend vers �8, P pe2πvqv2e2πσv �
4π2v2e2πp2�σqv Or expp�e2πvq � o

�
v2e2πp2�σqv

�
, donc fp�vq tend vers 0 lorsque v Ñ �8. Cela

montre que
lim

vÑ�8
v2p|Φσpvq| � |Φ1

σpvq| � |Φ2
σpvq|q � 0 ,

et la question I-5) implique que pΦσ est intégrable sur R.

III-2e On rappelle que si φpxq � e�x, alors pour tout σ P R�
� et tout t P R, on a Mφpσ � itq �

Γpσ � itq. Les questions III-2c) et 2e) impliquent la première formule. Si σ ¡ 1, alors on a (en
faisant σ Ø σ � 1)

e�x � 1

2π

» �8

�8
Γpσ � 1� itqx�σ�1�itdt (4.7)

� x

2π

» �8

�8
Γpσ � 1� itqx�σ�itdt (4.8)

� x

2π

» �8

�8

Γpσ � itq
σ�1� it

x�σ�itdt ,

d'après l'équation fonctionnelle de Γ dans H0 montrée à la question III-1e). Cela entraîne im-
médiatement le résultat voulu.

III-3 On observe que pour tout x P R tel que |x| ⩾ 1,

|φpxqfpxq| ⩽ Cp1� |x|qk|φpxq| ⩽ Cp1� |x|q�2p1� |x|qk�2|φpxq| ⩽ Cρk�2,0pφqp1� |x|q�2 .

De plus si x P r�1, 1szt0u , on a

|φpxqfpxq| ⩽ ∥φ∥8|fpxq| � ρ0,0pφq|fpxq|
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et donc pour tout x P R�

|φpxqfpxq| ⩽ Cρk�2,0pφqp1� |x|q�2
1r1,�8rp|x|q � ρ0,0pφq|fpxq|1r0,1rp|x|q

ce qui assure l'intégrabilité de φf sur R.

On pose C1 �
³1
�1 |fpxq|dx� C

³�8
�8p1� |x|q�2dx � ³1

�1 |fpxq|dx� 2C. On en déduit donc que

��� » �8

�8
fpxqφpxqdx

��� ⩽ » �8

�8
|fpxqφpxq|dx ⩽ C1maxpρ0,0pφq, ρk�2,0pφqq ,

ce qui permet de conclure quant à la continuité de Tf .

III-4a On a φpxq{pε2 � x2q ⩽ ∥φ∥8{pε2 � x2q. La fonction x ÞÑ 1{pε2 � x2q est intégrable sur R
(continue sur R donc localement intégrable, et équivalente en �8 à 1{x2 qui l'est par Riemann)
et donc x ÞÑ φpxq{pε2 � x2q également. Par le changement de variable u � x{ε, on obtient

ε

» 1

�1

φpyq
ε2 � y2

dy �
» 1{ε

�1{ε

φpεuq
1� u2

du �
»
R

φpεuq
1� u2

1r�1{ε,1{εspuq du

Comme φ est continue, pour tout u P R, limεÑ0� φpεuq{p1� u2q1r�1{ε,1{εspuq � φp0qp1� u2q�1.
Pour tout u P R et tout ε ¡ 0, on a de plus |φpεuq{p1 � u2q1r�1{ε,1{εspuq| ⩽∥φ∥8p1 � u2q�1 et
comme u ÞÑ p1� u2q�1 est intégrable sur R d'intégrale π, on a par convergence dominée

lim
εÑ0�

» �8

�8

φpεuq
1� u2

du � φp0q
» �8

�8

du
1� u2

� πφp0q,

qui entraîne le résultat voulu.
Variante suggérée par l'indication : on a ε

³1
�1

1
ε2�x2

dx � 2Arctan p1{εq qui tend vers π quand

ε Ñ 0�. Pour répondre à la question, il su�t donc de montrer que ∆pεq � |ε ³1�1
φpxq
ε2�x2

dx �
ε
³1
�1

φp0q
ε2�x2

dx| tend vers 0. On se �xe δ ¡ 0 ; par inégalité triangulaire pour tout α Ps0, 1r par :

|∆pεq| ⩽ ε

» 1

�1

|φpxq � φp0q|
ε2 � x2

dx ⩽ ε

» α
�α

|φpxq � φp0q|
ε2 � x2

dx� ε

»
|x|¡α

|φpxq � φp0q|
ε2 � x2

dx

En prenant α assez petit pour que |φpxq�φp0q| ⩽ δ, la première intégrale se majore par πδ. Pour
la 2è on est à l'écart de 0, on peut donc la majorer par ε� 2}φ}8

³
|x|¡α x

�2 dx, qui tend vers 0
quand εÑ 0. Ainsi, pour α pris assez petit on aura, dès que ε est assez voisin de 0, |∆pεq| ⩽ 2δ.

III-4b Il est clair que
³1
δ |log p|x|q|dx � 1� δlog δ � δ qui tend vers 1 lors que δ tend vers 0�. Comme

ℓ � ℓ0 � iπ2sgn, on en déduit que tout f P tℓ, ℓ0, sgn, qεu est intégrable sur r�1, 1s. Par ailleurs
limxÑ�8 |x|�1fpxq � 0. Cela montre que f satisfait les hypothèses de la question III-3) ce qui
permet de conclure.

III-4c On prolonge la fonction continûment par la valeur φ1p0q en 0. Tout autre prolongement continu
Wφ de x ÞÑ φpxq�φp0q

x à R coïnciderait avec Vφ sur R� qui est dense dans R : on aurait donc
Vφ � VWφ sur R.
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Avec les conventions algébriques habituelles sur les bornes de l'intégrale, pour tout x � 0, on a���φpxq � φp0q
x

��� � ���1
x

» x
0
φ1pyq dy

��� ⩽ 1

x

» x
0
|φ1pyq| dy ⩽ ∥φ1∥8 .

On a donc ��� » 1

�1
Vφpxqdx

��� ⩽ 2∥φ1∥8 � 2ρ0,1pφq .

D'autre part���φpxq
x

1r1,�8rp|x|q
��� ⩽ ρ1,0pφq

|x|p1� |x|q1r1,�8rp|x|q ⩽ ρ1,0pφq|x|�21r1,�8rp|x|q.

Cette inégalité assure la convergence absolue de
³�8
�8

φpxq
x 1r1,�8rp|x|q dx et donne par inégalité

triangulaire��� » �8

�8

φpxq
x

1r1,�8rp|x|q dx
��� ⩽ ρ1,0pφq

» �8

�8
|x|�21r1,�8rp|x|q.dx � 2ρ1,0pφq .

On en déduit donc que

|x VP |φy| ⩽ 2ρ0,1pφq � 2ρ1,0pφq ⩽ 4maxpρ0,1pφq, ρ1,0pφqq

qui implique le résultat désiré.

III-4d On a d'abord
���φpyq1rε,�8rp|y|q

y

�� ⩽ ε�1|φpyq|. Comme φ est intégrable sur R, cela implique que

x ÞÑ x�1φpxq1rε,�8rp|x|q est intégrable sur R.

Ensuite on observe que» �8

�8

φpyq1rε,�8rp|y|q
y

dy �
» 1

�1

φpyq1rε,�8rp|y|q
y

dy �
» �8

�8

φpyq1r1,�8rp|y|q
y

dy (4.9)

�
» 1

�1

φpyq � φp0q
y

1rε,�8rp|y|qdy �
» �8

�8

φpyq1r1,�8rp|y|q
y

dy (4.10)

�
» 1

�1
Vφpyq1rε,�8rp|y|qdy �

» �8

�8

φpyq1r1,�8rp|y|q
y

dy

la seconde égalité étant justi�ée par le fait que y ÞÑ y�11rε,�8rp|y|q est impaire et donc d'intégrale

nulle. Par application du théorème de convergence dominée sur l'intégrale
³1
�1 Vφpyq1rε,�8rp|y|qdy

(correctement grâce à la domination |Vφpyq1rε,�8rp|y|q| ⩽ |Vφpyq|), on obtient donc que

lim
εÑ0�

» �8

�8

φpxq
x

1rε,�8rp|x|q dx �
» �8

�8

φpxq
x

1r1,�8rp|x|q dx�
» 1

�1
Vφpxqdx � xVP |φy,

qui est le résultat souhaité.

III-4e Soit x � 0. On observe que ℓ10pxq � |x|�1sgnpxq � x�1. Donc pℓ0pxqφpxqq1 � x�1φpxq �
ℓ0pxqφ1pxq. On a donc» �8

ε
x�1φpxqdx � �φpεqlog pεq �

» �8

ε
φ1pxqlog |x|dx
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et
» �ε

�8
x�1φpxqdx � φp�εqlog pεq �

» �ε

�8
φ1pxqlog |x|dx,

ce qui entraîne le premier point.

Comme φ1 P SpRq, φ1ℓ0 est intégrable surR (comme montré à la question III-3). Par convergence
dominée, on obtient donc

lim
εÑ0�

» �8

�8
φ1pxqlog p|x|q1rε,�8rp|x|qdx �

» �8

�8
φ1pxqℓ0pxqdx � �xT 1

ℓ0 |φy.

On a par ailleurs par Taylor à l'ordre 1

φp�εq � φpεq � φp0q � εφ1p0q � opεq � �
φp0q � εφ1p0q � opεq� (4.11)

� �2εφ1p0q � opεq.

Comme limεÑ0� εlog pεq � 0, on en déduit que

lim
εÑ0�

�
φp�εq � φpεq

	
log pεq � 0 .

On a donc limεÑ0�
³�8
�8 x

�1φpxq1rε,�8rp|x|qdx � xT 1
ℓ0
|φy ce qui permet de conclure grâce à la

question précédente.

III-4f Pour tout réel r ¡ 0 et toute φ P SpRq, on a» r
�r
φ1pxqsgnpxqdx � �

» 0

�r
φ1pxqdx�

» r
0
φ1pxqdx (4.12)

� �pφp0q � φp�rqq � φprq � φp0q (4.13)

� φp�rq � φprq � 2φp0q.

On en déduit, puisque φ est nulle en �8, que

xT 1
sgn |φy � �xTsgn |φ1y � lim

rÑ�8

» r
�r
φ1pxqsgnpxqdx � 2φp0q,

ce qui est le premier résultat souhaité.

On a ℓ � ℓ0 � iπ2sgn. On voit facilement par linéarité de l'intégrale que Tℓ � Tℓ0 � �iπ2Tsgn. Il
est ensuite facile, par dualité et linéarité de l'intégrale de voir que T 1

ℓ � T 1
ℓ0
� iπ2T

1
sgn (ou tout

simplement en appliquant les résultats au programme : la dérivation est linéaire), ce qui donne
bien le résultat voulu grâce à la question 4e).
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III-4g On a

xTqε |φy �
» 1

�1

iφpxq
ix� ε

dx�
» �8

�8

iφpxq
ix� ε

1r1,�8rp|x|q dx (4.14)

�
» 1

�1

φpxqpx� iεq
x2 � ε2

dx�
» �8

�8

φpxq
x� iε

1r1,�8rp|x|q dx (4.15)

�
» 1

�1

φpxqx
x2 � ε2

dx� iε

» 1

�1

φpxq
x2 � ε2

dx�
» �8

�8

φpxq
x� iε

1r1,�8rp|x|q dx (4.16)

�
» 1

�1

pφpxq � φp0qqx
x2 � ε2

dx� iε

» 1

�1

φpxq
x2 � ε2

dx�
» �8

�8

φpxq
x� iε

1r1,�8rp|x|q dx

car x ÞÑ xpx2�ε2q�1 est impaire donc d'intégrale nulle sur r�1, 1s. Cela entraîne l'égalité voulue.
Par convergence dominée, on obtient facilement

lim
εÑ0�

� » 1

�1
Vφpxq x2

x2 � ε2
dx�

» �8

�8

φpxq
x� iε

1r1,�8rp|x|q dx
	

�
» 1

�1
Vφpxqdx�

» �8

�8

φpxq
x

1r1,�8rp|x|q dx � xVP |φy

et on en déduit que limεÑ0�xTqε |φy � xVP� iπδ0 |φy grâce à la question 4a) qui permet de gérer

l'intégrale iε
³1
�1

φpxqdx
x2�ε2

dx.

III-5a Le résultat de la question III-3 l'a�rme par exemple, puisque 1R� est bornée et continue sauf
en 0.

III-5b On a

pYεpxq � lim
rÑ�8

2π

» r
0
e�2πεt�2iπtxdt � lim

rÑ�8

�� e�2πεt�2iπtx{pix� εq�2πr
0

� 1

ix� ε
.

puisque |e�2πεt�2iπtx| � e�2πεt Ñ 0 quand tÑ �8.

III-5c Soit φ P SpRq. On a xTYε |φy � 2π
³�8
0 e�2πεtφptqdt.

Comme à t �xé, limεÑ0 e
�2πεtφptq � φptq, et que |e�2πεtφptq| ⩽ |φptq| où φ est intégrable, le

théorème de convergence dominée assure que limεÑ0xTYε |φy � 2π
³�8
0 φptqdt � xT2π1R�

|φy
comme voulu.

III-5d Soit φ P SpRq : on rappelle que pφ est également dans SpRq. On a

x pT2π1R�
|φy � xT2π1R�

|pφy (4.17)

� lim
εÑ0�

xTYε | pφy par 5c (4.18)

� lim
εÑ0�

xyTYε |φy par continuité de la transformation de Fourier (4.19)

� i�1 lim
εÑ0�

xTqε |φy par 5b et la propriété de compatibilité yTYε � T
xYε

(4.20)

� i�1xT 1
ℓ |φy par 4g,

ce qui permet de conclure.
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Partie IV.

IV-1a Par sigma-additivité, on a
PpqN�q � Pp�nPN�tnquq � °

n⩾1Pptqnuq �
°
n⩾1

1
ζpσqqσnσ � 1

qσ .

IV-1b Soit k⩾2 et des entiers nk¡ . . .¡n1⩾1. On a donc

P
�
An1 X . . .XAnk

� � P
�ppn1N

�q X . . .X ppnk
N�q� � P

�
pn1 . . . pnk

N�
�

puisque, les pi étant des nombres premiers deux à deux distincts, un entier est divisible par tous
les pi si et seulement s'il est divisible par leur produit. La question IV-1a) avec q � pn1 . . . pnk

implique que

P
�
pn1 . . . pnk

N�
� � 1

qσ
� 1

pσn1

. . .
1

pσnk

.

La même question implique donc que

1

pσn1

. . .
1

pσnk

� P
�
pn1N

�
�
. . .P

�
pnk

N�
�
.

On a donc montré que pour tout k⩾1 et tous entiers nk¡ . . .¡n1⩾1,

PpAn1 X . . . Ank

� � PpAn1q . . .PpAnk
q .

ce qui est le résultat voulu.

IV-1c On a, d'abord parce que 1 est le seul entier naturel divisible par aucun nombre premier, ensuite
par limite monotone

1

ζpσq � Ppt1uq � P
� £
nPN�

Acn

	
� lim

nÑ8
P
�
Ac1 X . . .XAcn

�
.

À la question 1b) on a montré l'indépendance des événements pAnqnPN� et le cours a�rme que
les pAcnqnPN� sont indépendants également : ceci donne

P
�
Ac1 X . . .XAcn

� � ¹
1⩽k⩽n

P
�
Ackq.

Or PpAcnq�1�PpAnq�1� p�σn . Donc �nalement

1

ζpσq � lim
nÑ8

¹
1⩽k⩽n

�
1�p�σk

�
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qui entraîne facilement le résultat voulu par continuité sur R�
� de la fonction inverse.

IV-2 Par continuité du logarithme sur R�
� et la stricte positivité de ζ sur s1,8r, on observe tout

d'abord que

log ζpσq � lim
nÑ8

log
� ¹

1⩽k⩽n

�
1� p�σn

��1
	
.

Or log
�±

1⩽k⩽n

�
1� p�σn

��1
	
� �°

1⩽k⩽n log p1�p�σk
�
. Donc

log ζpσq � � lim
nÑ8

¸
1⩽k⩽n

log
�
1�p�σk

� � �
¸
n⩾1

log
�
1�p�σn

�
.

Puisque ζ est C1, la dérivée de �log � ζ en σ est donc �ζ 1pσq{ζpσq. On observe d'autre part que

 pour tout n⩾1, la fonction σ ÞÑ log p1�p�σn q est C1 sur s1,8r de dérivée p1�p�σn q�1p�σn log pn,

 Soit σ0 ¡ 1 et on �xe σ P rσ0,�8r. On observe que pn ⩾ 2 et donc p�σn ⩽ 2�σ ⩽ 2�1. Par
conséquent, 1�p�σn ⩾ 1{2 et p1�p�σn q�1⩽2. Donc

0 ⩽
p�σn log pn
1� p�σn

⩽ 2p�σn log pn ⩽ pp�pσ0�1q{2
n log pnqp�pσ0�1q{2

n .

Comme limnÑ8 p
�pσ0�1q{2
n log pn � 0, on pose Kσ0�supnPN� p

�pσ0�1q{2
n log pn qui est une quantité

�nie et on a pour tout σ P rσ0,�8r ,

0 ⩽
d

dσ
log p1�p�σn

�
⩽ Kσ0p

�pσ0�1q{2
n .

Comme la série de terme général pp�pσ0�1q{2
n q converge (elle est à termes positifs et elle majorée

par ζppσ0 � 1q{2q), on a donc convergence normale sur rσ0,�8r de la série des dérivées.
Le critère de dérivation terme à terme des séries des fonctions implique

d

dσ

¸
n⩾1

log p1�p�σn
� � ¸

n⩾1

d

dσ
log p1�p�σn

�
,

ce qui permet de conclure.

IV-3 Pour toutm P N�, on pose Sm � tpkm ; k P N�u et S0 � N�z�m⩾1 Sm. On observe que pSmqmPN

est une partition de N�. Par théorème de sommation par paquets des familles à termes positifs
, on a pour tout réel σ ¡ 1,¸

nPN�

Λpnqn�σ �
¸
mPS0

Λpmqm�σ �
¸
m⩾1

� ¸
nPSm

Λpnqn�σ
	
.

Or pour tout n P S0, Λpnq � 0 et pour tout entier m ⩾ 1, on a¸
nPSm

n�σΛpnq �
¸
k⩾1

p�kσm log pm � 1

pσm
log pm

1

1� p�σm
� log pm
pσm � 1

.
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On a donc ¸
nPN�

Λpnqn�σ �
¸
m⩾1

log pm
pσm � 1

et la question précédente implique que Φpσq � �ζ 1pσq{ζpσq.

IV-4a À l'aide du développement en série entière du logarithme, valide pour x Ps � 1, 1r,

0 ⩽ �log p1� xq � x �
¸
k⩾2

1
kx

k � 1
2x

2
¸
l⩾0

2
l�2x

l (4.21)

⩽ 1
2x

2
¸
l⩾0

xl � 1
2x

2 1

1� x
(4.22)

⩽ 1
2x

2 1

1� 1
2

� x2,

qui est bien l'inégalité voulue.

IV-4b Pour tout réel σ ¡ 1, la question IV-2) implique que

fpσq �
¸
n⩾1

�� p�σn � log p1� p�σn q� .
Comme p�σn P r0, 1{2s, l'inégalité précédente implique que

0 ⩽ fpσq ⩽
¸
n⩾1

p�2σ
n ⩽

¸
n⩾1

p�2
n ⩽

¸
m⩾1

m�2 .

Cela montre que f est positive et majorée sur s1,�8r . On observe ensuite que x P r0, 1{2s ÞÑ
�log p1 � xq � x � °

k⩾2 k
�1xk est une fonction croissante (par somme d'une série de fonctions

croissantes). On en déduit que σ P s1,�8r ÞÑ �p�σn � log p1�p�σn q est décroissante. Cela implique
que f est décroissante.

IV-4c Pour tout σ P R�
�, on a

logσ�1 � Zp1� σq � fp1� σq � log pσζp1� σqq .

Par la question précédente, on pose C � supσ¡0 fp1� σq : ceci est une quantité �nie et on a

�log pσζp1� σqq ⩽ logσ�1 � Zp1� σq ⩽ �log pσζp1� σqq � C

et donc tout σP s0, 1r ,

��log pσζp1� σqq
logσ�1

⩽ 1� Zp1� σq
logσ�1

⩽
C � log pσζp1� σqq

logσ�1
.

Par la question I-2b), limσÑ0� log pσζp1 � σqq � 0 et comme limσÑ0� logσ
�1 � �8, on en

déduit que

lim
σÑ0�

�log pσζp1� σqq
logσ�1

� lim
σÑ0�

C � log pσζp1� σqq
logσ�1

� 0 .
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Par le principe de l'encadrement,

lim
σÑ0�

Zp1� σq
logσ�1

� 1 ,

qui est le résultat voulu.

IV-4d On veut appliquer (Eq6) à an � n�11Ppnq et λn � logn. Pour tout réel σ ¡ 0, on a bien

Dpσq �
¸
n⩾1

ane
�λnσ �

¸
n⩾1

p�1�σ
n � Zp1� σq .

La question précédente montre que pour tout p P N�, on a

Dppσq
Dpσq � logσ�1

log p�1 � logσ�1
� log pppσq

�1qZp1� pσq
log pσ�1qZp1� σq ���ÝÑ

σÑ0�
1

et donc panqn⩾1 et pλnqnPN� satisfont l'hypothèse pH0q de (Eq6) ce qui permet d'a�rmer que

lim
nÑ�8

Dp1{lognq�1
¸

1⩽k⩽n

k�11Ppkq � 1 .

Or on a montré que limσÑ0� Dp1{σq{logσ�1 � 1 donc Dp1{lognq � log logn, ce qui permet de
conclure.

Partie V.

V-1a Pour tout entier k ⩾ 1, l'inégalité triangulaire implique que |Zpksq| ⩽ °
n⩾1 |p�ksn | � °

n⩾1 p
�kRepsq
n .

Par théorème de Fubini pour les séries positives, on a a priori dans R� d'abord¸
k⩾1

¸
n⩾1

1

kp
kRepsq
n

�
¸
n⩾1

¸
k⩾1

1

kp
kRepsq
n

�
¸
n⩾1

�log �1�p�Repsq
n

� � �log ζpRepsqq

en appliquant le résultat de la question IV-2). Cela montre bien que la série de terme général
pk�1ZpksqqkPN� est absolument convergente (pusique �log ζpRepsqq est une quantité �nie) et que°
k⩾1 k

�1|Zpksq| ⩽ �log ζpRepsqq.
V-1b Soit K un compact tel que K � H1. Comme Rep�q est continue (car linéaire), elle atteint son

in�mum sur K : il existe s0 P K tel que Reps0q � minsPK Repsq. On pose σ0 � Reps0q. Puisque
s0 P K, s0 P H1 et donc Reps0q � σ0 ¡ 1.

Pour tout s P K et tout entier k ⩾ 1, on observe d'une part, par l'inégalité triangulaire, que
k�1|Zpksq| ⩽ k�1ZpkRepsqq ⩽ k�1Zpkσ0q terme général d'une série convergence d'après 1a) (car°
k⩾1 k

�1Zpkσ0q � �log ζpσ0q   �8 puisque σ0 ¡ 1).
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Par ailleurs, pour tout entier k ⩾ 1, s ÞÑ k�1Zpksq est holomorphe sur H1. Donc L est une série
de fonctions holomorphes sur H1 convergeant normalement sur tout compact K � H1 : on en
déduit que s ÞÑ Lpsq � °

k⩾1 k
�1Zpksq est bien holomorphe sur H1.

Variante : On peut également s'appuyer sur le théorème d'holomorphie pour les intégrales
à paramètres, avec la mesure discrète µ � °

pk,pqPN��P
1
kδpk,pq de Ω � N� � P, en écrivant

Lpsq � ³
Ω p

�ksdµpk, pq.
V-1c Pour tout s P H1, on pose fpsq � expLpsq. Comme exp est holomorphe sur C et comme L est

holomorphe sur H1, f , par composition d'applications holomorphes ainsi que cela est rappelé en
début de problème, est également une fonction holomorphe sur H1. Par ailleurs, pour tout réel
σ ¡ 1, le théorème de Fubini pour les sommes positives implique que

Lpσq �
¸
k⩾1

¸
n⩾1

1

kpkσn
�

¸
n⩾1

¸
k⩾1

1

kpkσn
�

¸
n⩾1

�log �1�p�σn � � �log ζpσq .

Autrement dit, la fonction f � ζ qui est holomorphe sur H1, s'annule sur l'ensemble s1,�8r qui
contient des points d'accumulation dans l'ouvert H1. Comme H1 est connexe, le principe des
zéros isolés implique que f � ζ, qui est le résultat désiré.

V-1d L'exponentielle ne s'annule pas sur C.

V-1e La fonction ζ est holomorphe sur H1, donc sa dérivée aussi. Comme elle ne s'annule pas sur H1,
le quotient�ζ 1{ζ est holomorphe sur H1. C'est aussi le cas de Φ comme démontré à la question
I-8). Or la question IV-3) montre ζ 1{ζ � Φ s'annule sur l'ensemble s1,�8r qui contient des
points d'accumulation dans l'ouvert H1 (tout point de s1,�8r en fait). Comme H1 est connexe,
le principe des zéros isolés implique que �ζ 1{ζ � Φ sur H1, qui est le résultat désiré.

V-2a On observe que vnpsq � n�s � ³n�1
n x�sdx. La série de terme général pn�sq est absolument

convergente par la règle de Riemann (|n�s| � n�Repsq) ; par ailleurs, la série de terme général³n�1
n x�sdx est télescopique, de somme partielle d'ordre n égale à

³n�1
1 x�sdx � 1

s�1 � pn�1q�s

s�1

qui tend vers 1
s�1 . D'où le résultat par di�érence.

V-2b On procède à une intégration par parties dans la dé�nition de vnpsq, en dérivant x ÞÑ n�s�x�s
et en primitivant la fonction constante égale à 1 en x ÞÑ x � pn � 1q, ce qui entraîne bien que
vnpsq � s

³n�1
n prxs� xqx�1�sdx, puisque le crochet est nul.

Il est ensuite clair que |prxs � xqx�1�s| ⩽ x�1�Repsq. Comme x ÞÑ x�1�Repsq est intégrable sur
r1,�8r, on en déduit que x P r1,�8r ÞÑ prxs�xqx�1�s est intégrable sur r1,�8r. Les questions
précédentes montrent alors que

s

» �8

1
prxs� xqx�1�sdx � lim

nÑ8
s

» n�1

1
prxs� xqx�1�sdx (4.23)

� lim
nÑ8

¸
1⩽k⩽n

» k�1

k
prxs� xqx�1�sdx (4.24)

� lim
nÑ8

¸
1⩽k⩽n

vkpsq (4.25)

�
8̧

n�1

vnpsq � ζpsq � 1

s� 1

© www.devenirenseignant.gouv.fr page 67

www.devenirenseignant.gouv.fr


Agrégation externe de mathématiques

qui est le résultat souhaité.

V-2c On observe que pour tout s P H0, |prxs � xqx�1�s| ⩽ x�1�Repsq. Comme x ÞÑ x�1�Repsq

est (continue et) intégrable sur r1,�8r , on en déduit que x P r1,�8r ÞÑ prxs � xqx�1�s est
intégrable sur r1,�8r. Pour tout s P H0, on peut donc poser fpsq � ³�8

1 prxs� xqx�1�sdx.

SoitK un compact tel queK � H0. Comme vu précédemment, il existe σ0 ¡ 0 tel que Repsq ⩾ σ0
pour tout s P K et donc pour tout s P K et tout x P r1,�8r , on a |prxs�xqx�1�s| ⩽ x�1�Repsq ⩽
x�1�σ0 avec x ÞÑ x�1�σ0 intégrable sur r1,�8r.
De plus pour tout x P r1,�8r , s ÞÑ x�1�s est holomorphe sur C donc en particulier sur H0.

Ainsi, le théorème d'holomorphie des intégrales à paramètre s'applique et permet d'a�rmer
que f est holomorphe sur l'ouvert H0. Il est est de même pour s ÞÑ sfpsq qui coïncide avec
s ÞÑ ζpsq�ps�1q�1 sur H1 d'après 2b). Le principe des zéros isolés (H0 est connexe) montre que
s ÞÑ sfpsq est l'unique fonction holomorphe sur l'ouvertH0 prolongeant s P H1 ÞÑ ζpsq�ps�1q�1,
ce qui est bien ce que l'on devait montrer.

V-3a On a cospa� bq � cos a cos b� sin a sin b et sinpa� bq � sin a cos b� sin b cos a. Donc cosp2θq �
2 cos2pθq � 1, sinp2θq � 2 sinpθq cospθq et

cosp3θq � cosp2θq cospθq � sinp2θq sinpθq (4.26)

� p2 cos2pθq � 1q cospθq � 2 cospθq sin2pθq (4.27)

� p2 cos2pθq � 1q cospθq � 2 cospθqp1� cos2pθqq (4.28)

� 4 cos3pθq � 3 cospθq.

Donc

qpθq � 5� 8 cospθq � 4 cosp2θq � cosp3θq (4.29)

� 5� 8 cospθq � 4p2 cos2pθq � 1q � 4 cos3pθq � 3 cospθq (4.30)

� 4 cos3pθq � 8 cos2pθq � 5 cospθq � 1 (4.31)

La racine �1 � cospπq est évidente. On factorise donc l'expression précédente par 1� cospθq

qpθq � 4pcos3pθq � cos2pθqq � 4 cos2pθq � 8 cos2pθq � 5 cospθq � 1 (4.32)

� 4pcos3pθq � cos2pθqq � 4pcos2pθq � cospθqq � 4 cospθq � 5 cospθq � 1 (4.33)

� 4pcos3pθq � cos2pθqq � 4pcos2pθq � cospθqq � cospθq � 1 (4.34)

� pcospθq � 1q�4 cos2pθq � 4 cospθq � 1
�

(4.35)

� pcospθq � 1qp2 cospθq � 1q2 ⩾ 0.

Remarque : Il est également possible d'écrire cos kθ � Reppeiθqkq et développer par le binôme
de Newton l'expression pcos θ� i sin θqk, en remplaçant les sin2ℓ θ ainsi produits par p1� cos2 θqℓ.

V-3b Pour tout θ P R, on pose rpθq � 5� 8e�iθ� 4e�2iθ� e�3iθ si bien que Reprpθqq � qp�θq � qpθq.
On observe que pour tous entiers n, k ⩾ 1 on a p�kpσ�itqn � p�kσn expp�itklog pnq. Donc

p�kσn � 8p�kpσ�itqn � 4p�kpσ�2itq
n � p�kpσ�3itq

n � p�kσn r
�
tklog pn

�
.
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La question V-1c) implique alors que

ζpσq5ζpσ � itq8ζpσ � 2itq4ζpσ � 3itq � exp
� ¸
k⩾1

¸
n⩾1

rpktlog pnq
kpkσn

	
.

Comme la partie réelle est linéaire (et donc également continue) on a

|ζpσq5ζpσ � itq8ζpσ � 2itq4ζpσ � 3itq| � exp
�
Re

� ¸
k⩾1

¸
n⩾1

rpktlog pnq
kpkσn

		
(4.36)

� exp
� ¸
k⩾1

¸
n⩾1

Reprpktlog pnqq
kpkσn

	
(4.37)

� exp
� ¸
k⩾1

¸
n⩾1

qpktlog pnq
kpkσn

	
.

Comme qpktlog pnqq{pkpkσn q ⩾ 0, d'après la question précédente, on a¸
k⩾1

¸
n⩾1

qpktlog pnq
kpkσn

⩾ 0 et donc exp
� ¸
k⩾1

¸
n⩾1

qpktlog pnq
kpkσn

	
⩾ expp0q � 1 ,

ce qui permet de conclure.

V-3c On écrit pour σ ¡ 1
ζpσqζpσ � it0q � pσ � 1qζpσq ζpσ�it0q�ζp1�it0qσ�1 Ñ 1.ζ 1p1� it0q par I-2b.
On poursuit alors en regroupant les termes :
pζpσq|ζpσ � it0q|q5 � |ζpσ � it0q|3 � ζpσ � 2it0q4|ζpσ � 3it0q| Ñ 0 quand σ Ñ 1� par produit de
limite (le 2nd terme |ζpσ � it0q|3 tend en e�et vers 0 tandis que tous les autres ont une limite
�nie). Ceci contredit la minoration par 1 obtenue en 3b.

V-4a Par V-2b, on a
|ζpσ � itq| ⩽ 1

|σ�1�it| � |σ � it| ³�81 |rxs� x| |x�1�σ�it|dx par inégalité triangulaire

⩽ 1
|t| � pσ � |t|q ³�81 x�1�σ dx vu que |σ � 1� it|2 � pσ � 1q2 � t2 ⩾ t2

⩽ 1 � σ�|t|
σ � 2 � σ�1|t| ⩽ 2 � |t| ⩽ 3|t| en calculant l'intégrale et en usant que σ et

|t| sont ⩾ 1
ce qui est l'inégalité voulue.

V-4b On dérive l'équation 10 (correctement par théorème de dérivation holomorphe sous le signe
intégrale) pour obtenir pour tout s P H1

ζ 1psq � � 1

ps� 1q2 �
» �8

1
prxs� xqx�1�sdx� s

» �8

1
prxs� xqx�1�slogxdx .

En argumentant comme dans la question précédente on obtient

|ζ 1pσ � itq| ⩽ 1

|σ � 1� it|2 �
» �8

1
x�1�σdx� |σ � it|

» �8

1
x�1�σlogxdx (4.38)

� 1

t2
� 1

σ
� pσ � |t|q

» �8

1
x�1�σlogxdx .
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On procède alors à une intégration par parties (correcte par convergence du crochet) qui donne» �8

1
x�1�σlogxdx � �� σ�1x�σlogx

��8
1

� 1

σ

» �8

1
x�1�σdx

et donc

|ζ 1pσ � itq| ⩽ 1

t2
� 1

σ
� σ � |t|

σ2
⩽ 3� σ�2|t| ⩽ 3� |t| ⩽ 4|t| ,

qui est l'inégalité voulue.

V-5a C'est une conséquence immédiate de l'égalité

d

dx

�
1

ζpx� itq


� � ζ

1px� itq
ζ2px� itq

et du théorème fondamental du calcul intégral.

V-5b On procède comme en I-2b) :

0⩽ζpσ � 1q�1� 2�1�σ �
¸
n⩾2

pn� 1q�1�σ⩽
¸
n⩾2

» n�1

n
x�1�σdx �

» �8

2
x�1�σdx � 2�σ

σ
,

ce qui est la première inégalité voulue. Comme σ ⩾ 1, on a

0⩽ζpσ � 1q�1 ⩽ 2�1�σ � σ�12�σ ⩽ 2�2 � 2�1 � 3
4 .

On a ensuite

|ζpσ � 1� itq| � |1� pζpσ � 1� itq � 1q| ⩾ 1� |ζpσ � 1� itq � 1|

Or

|ζpσ � 1� itq � 1| �
��� ¸
n⩾2

n�σ�1�it
��� ⩽ ¸

n⩾2

|n�σ�1�it| �
¸
n⩾2

n�σ�1 � ζpσ � 1q � 1 ⩽ 3
4

et donc
|ζpσ � 1� itq| ⩾ 1� |ζpσ � 1� itq � 1| ⩾ 1� 3

4 � 1
4 ,

qui implique l'inégalité voulue.

V-5c On part de V-3b que l'on écrit en prenant la racine quatrième

p�q |ζpx� itq|�2 ⩽ ζpxq5{4|ζpx� 2itq|.|ζpx� 3itq|1{4

En utilisant V-4a, on obtient |ζpx� 2itq| ⩽ 3.2|t| et |ζpx� 3itq| ⩽ 3.3|t| ;
par ailleurs par encadrament série-intégrale, on a (pour x Ps1, 3s)

ζpxq ⩽ 1�
» �8

1
t�xdt � 1� 1{px� 1q � x{px� 1q ⩽ 3{px� 1q,

ce qui donne, en réinjectant ceci dans p�q
|ζpx� itq|�2 ⩽ p3{px� 1qq5{4.3.2|t|.p3.3|t|q1{4 � 2.311{4|t|5{4px� 1q�5{4 comme voulu.
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V-5d Pour ce faire, on part de V-5a : l'inégalité triangulaire donne

|ζpσ� itq|�1 ⩽ 4� ³σ�1
σ

��� ζ1px�itqζpx�itq2

���dx ⩽ 4� 4|t|�C.|t|5{4 ³σ�1
σ px� 1q�5{4dx en notant C � 2.311{4 :

on s'est servi ici de la majoration |ζ 1px� itq| ⩽ 4|t| vue en 5b) et de la majoration |ζpx� itq|�2 ⩽
C|t|5{4px� 1q�5{4 obtenue à la question 5c.
On primitive px� 1q�5{4 en �4px� 1q�1{4 et la première majoration vient.

Comme le 2ème terme est clairement plus grand que 4 (produit de 25 ⩾ 22 et de termes tous
⩾ 1), on peut conclure quant à la dernière inégalité en prenant le double du plus grand terme).

V-5e L'idée est la suivante : on procède comme 5-d), en utilisant la majoration |ζpx � itq|�1 ⩽
C|t|9{4px � 1q�1{4 (au lieu de la majoration |ζpx � itq|�1 ⩽ C|t|9{4px � 1q�5{4 obtenue en 5c)).
En élevant au carré, un px � 1q�1{2 apparaît, qui se primitive en 2px � 1q1{2 : c'est ainsi qu'un
terme borné vis à vis de x apparaît en�n.
La petite di�culté qu'il faut lever est que pour obtenir in �ne une majoration uniforme en
σ Ps1, 2s, on a besoin d'intégrer 5d) selon x P rσ, σ � 1s : la variable d'intégration x varie entre
1 et 3, et donc 5d doit être connue pour σ Ps1, 3s. Reprenons donc :

 Les inégalités de 5b) sont valides pour tous σ ⩾ 1 et t P R

 Concernant 5c), prenons x Ps1, 4s. Les majorations |ζpx� 2itq| ⩽ 3.2|t| et |ζpx� 3itq| ⩽ 3.3|t|
demeurent vraies ; il faut par contre adapter l'encadrement série intégrale puisqu'on a (pour
x Ps1, 4s)

ζpxq ⩽ 1�
» �8

1
t�xdt � 1� 1{px� 1q � x{px� 1q ⩽ 4{px� 1q,

ce qui donne en procédant comme en 5c) ci dessus
|ζpx� itq|�2 ⩽ p4{px� 1qq5{4.3.2|t|.p3.3|t|q1{4 � 27{2.36{4|t|5{4px� 1q�5{4 pour tout x Ps1, 4s.

 On en déduit la version attendue de 5d), valide pour σ Ps1, 3s cette fois, en procédant comme
on l'avait fait en 5d), partant de 5a) et en usant des majorations |ζ 1px � itq| ⩽ 4|t| du 5b) et
|ζpx� itq|�2 ⩽ C|t|5{4px� 1q�5{4 qu'on vient d'obtenir pour tout x Ps1, 4s et |t| ⩾ 1 :

|ζpσ � itq|�1 ⩽ 4 � ³σ�1
σ

��� ζ1px�itqζpx�itq2

���dx ⩽ 4 � 4|t| � C.|t|5{4 ³σ�1
σ px � 1q�5{4dx avec cette fois C �

27{2.36{4.
On obtient ainsi, pour tout σ Ps1, 3s cette fois :
|ζpσ � itq|�1 ⩽ 4 � 4|t| � C.|t|5{4

�
� 4px � 1q�1{4

�σ�1

σ
⩽ 4 � 42C|t|9{4pσ � 1q�1{4. Encore une

fois, on a 4 ⩽ 42C|t|9{4pσ � 1q�1{4 vu que pσ � 1q�1{4 ⩾ 2�1{4 et |t| ⩾ 1, on en tire donc
|ζpσ � itq|�1 ⩽ 25C|t|9{4pσ � 1q�1{4 pour tout σ Ps1, 3s. En posant D � 25C, on en tire donc :
5d)-bis pour tout x Ps1, 3s, |ζpx� itq|�2 ⩽ D2|t|9{2px� 1q�1{2

Cette fois, on peut écrire en réinjectant cette inégalité 5d)-bis que pour tout σ Ps1, 2s
|ζpσ � itq|�1 ⩽ 4� ³σ�1

σ

��� ζ1px�itqζpx�itq2

���dx
⩽ 4� 4|t| �D2.|t|9{2 ³σ�1

σ px� 1q�1{2dx

� 4 � 4D2.|t|11{2
�
2px � 1q1{2

�
σσ�1 ⩽ 4 � 8D2.|t|7{2 et donc pour tout σ Ps1, 2s et

tout t réel tel que |t| ⩾ 1
|ζpσ � itq|�1 ⩽ 42D2.|t|11{2

Ainsi le réel M � p4Dq2 convient.

V-5 Tout d'abord, la fonction ζ prolongée à H0 est en particulier continue sur l'ensemble fermé F
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de la question, puisqu'elle est holomorphe au voisinage de chacun des points de F . Il en est de
même pour ζ 1. Comme par ailleurs ζ ne s'annule pas sur F , on en déduit que le quotient ζ 1{ζ est
bien dé�ni, et donc continu par quotient, sur F .
On ne le demandait pas, mais F est bien fermé dans C en tant qu'image réciproque du fermé
r1,�8r2 de R2 par l'application s ÞÑ pRepsq, |Ims|q.
Par la question V-1e) on a |Φpσ� itq| � |ζ 1pσ� itq|{|ζpσ� itq|. Par la question précédente et la
question V-4b) on obtient donc

|Φpσ � itq| ⩽M |t|11{2|ζ 1pσ � itq| ⩽ 4M |t|13{2 ,

qui est l'inégalité voulue.

Partie VI.

VI-1 On observe que Λpnqe�nx ⩽ e�nxlogn. La suite pe�nx{2lognqnPN� est bornée car elle tend vers
0. On pose C � maxnPN� e�nx{2logn qui est donc une quantité positive �nie et on observe
que 0 ⩽ Λpnqe�nx ⩽ Ce�nx{2 comme la série géométrique de raison e�x{2 Ps � 1, 1r converge
absolument, cela implique que la série de terme général pe�nxΛpnqqnPN� converge.
Remarque : On peut également procéder par la règle de d'Alembert, ou encore écrire que
e�nxlogn � opne�nxq qui est le terme général d'une série convergente (par exemeple via la série
entière dérivée

°
nzn).

Soit x0 P R�
�. Comme x ÞÑ e�nxΛpnq décroît et est positive, on a supxPrx0,�8r |Λpnqe�nx| �

Λpnqe�nx0 . Cela entraîne que la série de fonctions continues x ÞÑ Λpnqe�nx est normalement
convergente sur rx0,�8r , ce qui implique que φ est continue sur rx0,�8r . Comme x0 peut être
choisi arbitrairement proche de 0, cela montre que φ est continue sur R�

�.

VI-2 Soit s P H1 de partie réelle σ. Soit n ⩾ 1. Le changement de variable y � nx implique que³�8
0 e�nxxs�1dx � n�sΓpsq ; on a en particulier

³�8
0 e�nxxσ�1dx � n�σΓpσq. Par l'interversion

série-intégrale des fonctions positives, on obtient» �8

0
|φpxqxs�1|dx �

» �8

0
φpxqxσ�1dx (4.39)

�
¸
n⩾1

Λpnq
» �8

0
e�nxxσ�1dx (4.40)

� Γpσq
¸
n⩾1

Λpnqn�σ � ΓpσqΦpσq
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qui est une quantité �nie. Cela montre que s1,�8r� Dφ et donc que Mφ est bien dé�nie sur
H1. L'interversion série-intégrale pour des fonctions intégrables s'applique donc et montre que
pour tout s P H1, Mφpsq � ΓpsqΦpsq.

VI-3 On �xe σ P s1, 2s. On pose Cσ � maxtPr�1,1s |Γpσ � itqΦpσ � itq| (par continuité sur le compact

r�1, 1s) et pour tout t P R tel que |t| ⩾ 1, la question V-6) implique que |Φpσ� itq| ⩽ 4M |t|13{2
et la question III-1g) appliquée à k � 8 et σ0 � 2 implique que |Γpσ � itq| ⩽ 24M8,2p1� |t|q�8.
On a donc, par la question précédente,

@t P R, |Mφpσ � itq| � |Γpσ � itqΦpσ � itq| (4.41)

⩽ Cσ1r�1,1sptq � 26MM8,2
|t|13{2

p1� |t|q81r1,�8rp|t|q (4.42)

⩽ Cσ1r�1,1sptq � 26MM8,2|t|�3{21r1,�8rp|t|q .

La fonction t ÞÑMφpσ� itq, qui est bien entendu continue sur R par produit de telles fonctions,
est donc intégrable sur R.

VI-4 C'est une conséquence de l'inversion de Mellin (question III-2c) et du fait que Φpσ � itq �
�ζ 1pσ � itq{ζpσ � itq (question V-1e).

VI-5a Le résultat de la questionV-2c assure que l'on peut écrire ζpsq � 1
s�1�fpsq, avec f holomorphe

sur H0. On a ainsi ζ 1psq � � 1
ps�1q2 � f 1psq pour tout s P H0, et donc pour tout s P H0 on a

hpsq � ps�1qf 1psq�fpsq
ps�1qζpsq , qui est donc un quotient de fonctions continues sur l'ensemble fermé F

des s de partie réelle ⩾ 1 (en tant que quotient de fonctions holomorphes sur H0), dont le
dénominateur ne s'annule pas sur F .

VI-5b Soit σ P r1, 2s et t P R. On suppose d'abord que |t| ⩾ 1. Dans ce cas σ � it � 1 et

hpσ � itq � ζ 1pσ � itq
ζpσ � itq �

1

σ � 1� it
� �Φpσ � itq � 1

σ � 1� it
,

par la question V-1e). La question V-6) entraîne alors les inégalités suivantes

|hpσ � itq| ⩽ |Φpσ � itq| � 1

|σ � 1� it| (4.43)

⩽ 4M |t|13{2 � 1

|t| (4.44)

⩽ 4M |t|13{2 � 1 ⩽ p4M � 1q|t|13{2

Soit t P r�1, 1s. Comme montré à la question précédente h se prolonge continûment à r1, 2s�r�1, 1s
qui est compact et donc (en notant toujours h ce prolongement) C � maxsPr1,2s�r�1,1s |hpsq| est
une quantité �nie.
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On pose alors K1 � maxpC, p4M � 1qq et on a pour tout σ P r1, 2s et tout t P R,

|hpσ � itq| ⩽ C1r�1,1sptq � p4M � 1q|t|13{21r1,�8rp|t|q ⩽ K1p1� |t|13{2q ,

qui est l'inégalité voulue.

VI-5c Soit pσ, tq P r1, 2s�R. Par la question III-1g) appliquée à σ0 � 2 et k � 8, on a |Γpσ � itq| ⩽
24M8,2p1� |t|q�8. Combiné à l'inégalité de la question précédente on a

|Γpσ � itqhpσ � itq| ⩽ 24M8,2K1p1� |t|13{2qp1� |t|q�8 (4.45)

⩽ 24M8,2K1p1� |t|q13{2p1� |t|q�8 � 24M8,2K1p1� |t|q�3{2,

qui est l'inégalité voulue avec K2 � 24M8,2K1. On en déduit pour tout x P R�
� et tout σ P r1, 2s,

que
@t P R, |Γpσ � itqhpσ � itqx�σ�1�it| ⩽ x�1�σK2p1� |t|q�3{2.

Comme t ÞÑ p1 � |t|q�3{2 est intégrable sur R, c'est aussi le cas de t P R ÞÑ Γpσ � itqhpσ �
itqx�pσ�itq puisque cette dernière fonction est également continue, et ceci est le résultat voulu.

VI-5d Les questions précédentes, plus précisément

 la question précédente pour le membre de gauche

 la question III-2e) pour la première intégrale du membre de droite, et la question VI-3) pour
la dernière
montrent que les intégrales suivantes sont absolument convergentes et donnent les égalités

1

2π

» �8

�8
Γpσ � itqhpσ � itqx�pσ�itqdt � 1

2π

» �8

�8

Γpσ � itq
σ � 1� it

x�pσ�itqdt (4.46)

� 1

2π

» �8

�8
Γpσ � itqζ

1pσ � itq
ζpσ � itq x

�pσ�itqdt(4.47)

� e�x

x
� 1

2π

» �8

�8
Γpσ � itqζ

1pσ � itq
ζpσ � itq x

�pσ�itqdt (4.48)

� e�x

x
�

¸
n⩾1

Λpnqe�nx � Ipxq ,

qui est le résultat voulu.

VI-5e On �xe x P R� et pour tous pσ, tqPr1, 2s�R, on pose gσptq � Γpσ � itqhpσ � itqx�pσ�itq.
La question VI-5a) montre que limσÑ1� gσptq � g1ptq, pour tout t P R.

La question VI-5c) montre ensuite que pour tout pσ, tq P r1, 2s�R, on a |gσptq| ⩽ fptq où
fptq � K2p1 � |t|q�3{2. Comme f est intégrable sur R, le théorème de convergence dominée
implique que limσÑ1�

³�8
�8 gσptqdt �

³�8
�8 g1ptqdt. Or la question précédente montre que pour

tout σ Ps1, 2s, on a Ipxq � ³�8
�8 gσptqdt. Donc Ipxq �

³�8
�8 g1ptqdt. On a donc

xIpxq � 1

2π

» �8

�8
Γp1� itqhp1� itqx�itdt � 1

2π

» �8

�8
Γp1� itqhp1� itqe�itlogxdt ,

qui est l'égalité voulue.
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VI-6 Le théorème de Riemann-Lebesgue implique que

lim
λÑ�8

» �8

�8
Γp1� itqhp1� itqeitλdt � 0

par intégrabilité sur R (démontrée en VI-5c)) de la fonction t ÞÑ Γp1� itqhp1� itq.
Appliqué à λ � �logx lorsque xÑ 0�, il entraîne le résultat voulu grâce à la question précédente.

VI-7 La question précédente implique que limxÑ0� x
°
n⩾1 Λpnqe�nx � 1. On utilise (Eq6) avec an �

Λpnq, λn � n, n ⩾ 1. On a alors Dpσq � °
n⩾1 Λpnqe�nx et donc pour tout p P N�, on a

p
Dppσq
Dpσq � ppσq°n⩾1 Λpnqe�nppσq

σ
°
n⩾1 Λpnqe�nσ

���ÝÑ
σÑ0�

1

et donc panqn⩾1 et pλnqnPN� satisfont l'hypothèse pH1q de (Eq6) qui permet d'a�rmer que

lim
nÑ�8

Dp1{nq�1
¸

1⩽k⩽n

Λpnq � 1{Γp2q � 1 .

Or on a montré que 1
nDp 1nq � 1

n

°
k⩾1 Λpkqe�k{n tend vers 1 lorsque nÑ �8. Cela prouve bien

(Eq2). La question I-4d) entraîne alors (Eq1)
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