Agrégation externe de mathématiques

Le but du sujet est d’étudier les propriétés d’un semi-groupe d’opérateurs (le semi-groupe de Riemann-
Liouville) dans lequel se plonge l'opérateur d’intégration (opérateur de Volterra). Aprés un passage
par le cadre des fonctions continues sur [0, 1], le reste du sujet se place dans le cadre L?([0,1]) pour
s'intéresser notamment & des propriétés d’idéaux d’opérateurs telles que la compacité, le caractére
Hilbert-Schmidt, et enfin la nucléarité dans la toute derniére question.

Le sujet est prétexte a balayer divers champs du programme d’analyse de I'agrégation. Cette variété a
permis a la plupart des candidats de s’exprimer dans les copies, en abordant souvent une proportion
significative du sujet.

Toujours en ce qui concerne les commentaires généraux, on note une grande disparité dans la qualité
de la rédaction (et de l'orthographe!) et de la présentation des copies.

Enfin, nous encourageons les candidats a lire attentivement I’énoncé ; cela évite des confusions dans la
nature des objets (notamment entre V' et J dans ce sujet).

En ce qui concerne plus précisément le sujet, la premiére partie est consacrée a des résultats
préliminaires variés et indépendants :

— Calcul d’intégrale élémentaire : le calcul par double IPP a souvent été privilégié, mais le cas
particulier n = m a été fait complétement a part, lorsqu’il n’était pas oublié.

— Equation différentielle d’ordre 2 a coefficients constants. Sur le (a), le plus souvent bien traiteé,
on constate quand méme des erreurs étonnantes. L’équation différentielle en elle-méme a été en
général bien résolue, mais la gestion des conditions au bord n’a pas été pas toujours bien traitée
avec & la fois des problémes de rédaction et des problémes de logique pour répondre effectivement
a la question posée. En particulier, certains candidats n’ont pas vu que ’ensemble des solutions
dépendait de A.

— Théoréme fondamental de I'analyse : pour le (a), trop de copies ont donné une réponse fausse
(en indiquant f — f(0)) mais trés majoritairement les candidats ont répondu correctement. Par
contre la preuve de ce résultat classique pose des difficultés & une majorité de candidats : elle
était le plus souvent ignorée, ou fausse, ou simplement mal rédigée.

— Adjoint d’un opérateur sur un Hilbert : en général cette question a été plutot bien traitée.

— Norme d’un opérateur diagonal sur un espace de Hilbert : de facon trés surprenante, cette question
a mis en grande difficulté une large majorité de candidats. Trés souvent, expliciter la norme d’une
somme de vecteurs orthogonaux n’était pas comprise (Pythagore ignoré) avec des confusions entre
somme ¢! et somme £2.

La seconde partie commence avec I'introduction des deux fonctions spéciales classiques de ’analyse :
la fonction I' et la fonction Béta, puis un calcul d’équivalent du coefficient de Fourier d’une fonction
puissance, via des techniques d’analyse complexe.

— La question 1. (surtout a/b/c) a été en général plutdt bien traitée du point de vue calcul.
Toutefois, en ce qui concerne la rédaction, on attendait au b. d’étre prudent avec les bornes dans
I'LLP.P. généralisée. Au c., une rédaction propre de la récurrence était attendue.

Nous en profitons pour rappeler aux candidats que le jury est particuliérement attentif au soin
et & la précision de la rédaction en début de sujet.

Quant a la question d. si 'énoncé du théoréme de continuité sous le signe § était en général bien
connu, dans ce cas précis, la domination a posé des difficultés.

— A la question 2. les candidats n’ont pas toujours vu en 2.a. qu'il fallait s’occuper (méme rapide-
ment) de la borne "1". Pour le 2.b., le fait que 'image de ¢ soit bien incluse dans R** x R**
a souvent été oublié. Le recours au théoréme d’inversion local, souvent invoqué, était inutile et
concrétement insuffisant tel quel. Au (ii), le changement de variable a été trop peu souvent ex-
plicité et trop peu de candidats ont véritablement détaillé 1’étape de ce changement de variable
multidimensionnel.
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Question 3 : les a. et b. ont en général été correctement traités, en particulier le recours a I'l.P.P.
a été vu. Cependant beaucoup trop de candidats ne simplifient pas exp(2in).

La question 3.c. a été abordée par une bonne proportion de candidats mais leur a posé de
grandes difficultés. Sans étre exhaustif sur celles-ci, notons tout de méme que le log complexe est
manipulé sans aucune précaution (en particulier attention au log d’un produit !), les hypotheéses de
la formule de Cauchy, notamment la nature du domaine, ne sont pas mentionnées (encore moins
vérifiées). On a constaté de nombreux “passages en force” dans cette question. Concrétement
cette question est trés rarement correctement traitée.

Enfin au 3.e, la gestion des équivalents et des comparaisons a été en général fragile.

La troisiéme partie s’intéresse a l'opérateur J d’intégration sur C'([0,1]) : on montre que le spectre
ponctuel est vide, et qu’il est compact en utilisant le théoréme d’Ascoli. On explicite par ailleurs les
itérées successives de J (préparant ainsi a U'introduction du semi-groupe dans la partie V).

La toute premiére question n’a pas posé de difficultés particuliéres. Mais pour l'injectivité de
J, certains candidats ont affirmé que, si l'intégrale d’une fonction continue est nulle alors cette
fonction est nulle, considérant -ou pas- que la fonction était positive (ce qui n’était pas le cas du
tout, puisqu’a valeurs complexes a priori).

Pour la troisiéme question, beaucoup de candidats ont oublié que f devait s’annuler en 0 et ont
donc affirmé que o,(J) = C\{0}.

Dans 4., les récurrences en a. et b. ont souvent été mal rédigées et comportaient des erreurs de
logique. Quant & c., peu de candidats ont pensé a utiliser une formule de Taylor et beaucoup se
sont lancés dans une récurrence, qu’ils ont eu en fait du mal a gérer.

On note aussi beaucoup de confusions entre J et J(f) dans cette question et la suivante.

Si la question a.a été souvent bien traitée, trés peu de candidats ont pensé & invoquer le théoréme
d’Ascoli qui donnait immédiatement le résultat.

La quatriéme partie s’intéresse toujours a l'opérateur d’intégration (noté V ici) mais cette fois
sur I'espace de Hilbert L?(0,1) : on calcule notamment son adjoint, les valeurs propres (et une base
hilbertienne associée) de V*V, et la norme de V.

La toute premiére question a été abordée par une large proportion de candidats avec plus ou
moins de réussite, avec parfois des confusions avec l'opérateur J. Le b. a été souvent “maltraité”,
les candidats se contentant de calculs formels.

La seconde question nécessitait de bien comprendre la nature des objets mis en jeu et cela a en
fait une question dont la rédaction a été délicate.

Si la question 3. a été abordée par un nombre significatif de candidats, trop de candidats ont
“forcé” les calculs & déboucher sur la formule annoncée.

Dans la cinquiéme partie, on aborde (enfin) I’aspect semi-groupe, en utilisant les résultats des parties
précédentes. On introduit le semi-groupe de Riemann-Liouville (Vs)s>0' On établit alors que c’est un
semi-groupe fortement continu et que V; est compact pour tout s > 0.

Le début de cette partie a été abordé par une petite proportion de candidats avec une réussite inégale.

Enfin la sixiéme partie établit des généralités sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt, puis montre que

1
les opérateurs Vs ont cette propriété exactement quand s > 3 Le probléme se conclut en demandant

de montrer qu’ils sont nucléaires exactement quand s > 1.

Cette derniére partie a été significativement abordée par extrémement peu de candidats.
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1)

2)

Proposition de corrigé

Partie I : Préliminaires

1
NOtOIlS I = f COS <W> coSs <(27’n—’_21)7rl‘> dx
0

Solution 1

Pour tous a,b € R, on a : cos(a) cos(b) = 3(cos(a + b) + cos(a — b)).
Ainsi

cos <(2”+21)”> cos (W) _ % (cos((n +m + 1)mz) + cos((n — m)rz)).

De plus, pour k € Z*, on a

1 krz)d L (sin(kra)] = —— (sin(k i
Jo cos(kmz)dx = T [sin(kmx)], = %(sm( m) —sin(0)) =0

etsik=0,ona

1 1
J cos(kmx)dx = J ldz = 1.

0
Comme m +n + 1 € N* on en déduit donc que

.

— S1m=n
fl oo (it DmaN (Cmt Dre) ]2 '
0 2 2 B
0 sin#m

Solution 2
On peut aussi procéder par double intégration par parties. Une premiére IPP (les fonctions
impliquées sont ¢’') permet d’obtenir (sans que 1’on détaille ici le calcul)

1
I 2m+1 J sin (2n + D7z sin 2m + )7z Qo
m+1) ), 2 2

Ainsi sim =mn, on a

1
I—J 1—cos2<(2n+21)7m> de=1-1
0

1
donc I = 3 dans ce cas.
2m +1
2n+1
a) Soit A > 0. Rappelons que cos(z) =0 <= z € {(k + %) m:ke Z}.

2
Lorsque m # n, une seconde IPP donne I = ( ) I donc I =0.

1 1
Or —=>0et (k+ 5)71' > 0 si et seulement si k € N. Ainsi, on obtient que

VA
1 1 1
cos|—=) =0« dkeN, —=(k+=|n
(ﬁ) VA ( 2)
4
— dk A= ———,
€N, (2k + 1)272
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b)

L’équation caractéristique associée a 1’équation différentielle est Ar2 + 1 = 0. Comme X\ >

i
0, les solutions de cette équation caractéristique sont r = iﬁ. Ainsi, les solutions de

léquation différentielle A\g” 4+ g = 0 sont données par

1 1
wb(@) =acos | —=x | + bsin | —=zx |, ou a,be C.
4a3(2) <ﬁ ) (ﬁ )

Remarquons que

by -
n -
Gap(1l) = gé,b(o) =0<=<et o Jet

@ Ccos (\%) + bsin (\15\) =0 a =0 ou cos (\%) =0.

Notons E I'ensemble des solutions de ’équation différentielle
A" +g=0 et g(1)=g'(0)=0.

Ainsi, d’aprés la question 1.2.a) :

4
si il existe k € N tel que A = m7 alors

T
Ey ={gso:a€eC} ougeo(x)=acos|—]|,
» = {9a,0 } ol gao() (\5)

sinon E) = {0}.
Pour tout x € [0,1], on a F'(z) = f(z).

Fixons zg € [0, 1]. Pour tout x € [0, 1], avec z # x¢, on a

F(z) — F(x) 1

T — X B f(l‘o) T — X (J: f(t) dt — on f(t) dt — (x - :ro)f(xo)>

e " (F() = Fao)) dt.

T — X0 z0

Notons I 5, = [z, 0] si * < zg et I 4, = [z0, ] si © > xo. Par I'inégalité triangulaire, on
en déduit que
F(z) — F (o)
r — X

— f(zo)| < sup |f(t) — f(zo)l-

telo .z

Fixons maintenant € > 0. Comme f est continue en xg, il existe § > 0 tel que
t€lzg — 0,20 + 6[n[0,1] = [f(t) — f(zo)| <e.

Soit = €]xg — 0,29 + 6[N[0,1]. Alors pour tout t € I 5, on a t €|lxg — d,z9 + 6[N[0,1] et
donc supyey, |f(t) — f(zo)| < e. Ainsi, si z €]lxg — d, 29 + [n[0,1], on a

F(x) = F(xo)

T — %o —f(ajo) §€.

Donc F est dérivable en zg et F'(x0) = f(x¢). Ceci étant vérifié pour tout zp € [0, 1], on en
déduit que F' est dérivable sur [0,1] et F' = f.

On pouvait aussi utiliser un argument reposant sur le théoréme de la moyenne mais en prenant
soin de distinguer partie réelle et partie imaginaire (car la fonction f est supposée a valeurs
complexes).
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4) a)

Soit T': H — H une application linéaire continue sur un espace de Hilbert H. Pour tout
re H, ona

|7 ()7 = <T(2), T(x))ir = (&, T*(T(x)))m,
et I'inégalité de Cauchy Schwarz implique que
1T ()7 < [(T* o T) (@) ||| ar-
En utilisant [.4.a), pour tout z € H, ||z|| < 1, on a
|T(2) |7 < |T* o Tl < |T* T,

Par passage au sup sur la boule unité (fermée) de H, on obtient par définition de la norme
d’une application linéaire continue que

2
|7 <|T*eT]. (3.1)
D’autre part, la norme || - | étant une norme d’algebre, on a |T* o T|| < |T*[|T|, ce qui
donne
2
171 <IT*NTI-

Si|T] # 0, en simplifiant par |T'[|, on obtient
ITI <1771 (3.2)

Cette inégalité est évidemment aussi vraie si |7 = 0, i.e. T = 0.

Rappelons maintenant que (7%)* = T car pour tous hy,hy € H, on a

Cha, (TF)*(he)ym = (T (M), hoy = (ha, T'(ha))m -

En appliquant (3.2) a T, on obtient que |T*| < [|(T*)*| = |T']. Ainsi, on en déduit finale-
ment que || = |T].
Finalement, en reprenant 'inégalité (3.1), on a

2 2
ITI” <IT* o TI<IT*ITI =TT,

ce qui permet de conclure que |T|* = [T* o T].

5) Si x est dans Hy := Vect {b, : n > 0}, I'espace vectoriel engendré par les b,,, alors on peut écrire
x sous la forme

N
T = Z Gnbp,
n=0

ou NeNeta,eC,0<n<N. Par linéarité de Dy, on a alors

N N
Da(z) = > anDa(bn) = Y. anAnbn.
n=0 n=0

En utilisant que (b, )n>0 est une base hilbertienne, on a donc (par la formule de Parseval appliquée
deux fois) que

N N
IDA@) 7 = ] lanAnl® < IAIZ ] lanl® = [A1% |2] -
n=0 n=0

Ainsi, pour tout x € Hy, on a |Da(x)||g < |Alwollz|z. Ceci prouve que Dp est continue de H
dans H et on a |Dy : Hi — H|| < |A|o. Comme H; est dense dans H (car (by,)n>0 est une base
hilbertienne de H), le théoréme de prolongement des applications linéaires continues implique
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1)

que Dj se prolonge en une (unique) application linéaire continue sur H (que l'on note encore
Dy) avec
IDAl =D : Hi — H| < [|A]oo-

D’autre part, pour tout n > 0, on a ||b,| = 1 et donc
[Anl = [Anbnllar = [ Da(bn) |5 < IDAllon]lzr = DAl
Ainsi Al < |Dal, ce qui donne finalement que |[Da| = ||Alco-

Autre méthode : Soit z € H. Comme (by,),>0 est une base hilbertienne de H, on peut écrire

+00
T = Z<1‘) bn>ana
n=0
avec
+00
2
le)F = D [ bay[* < +o0.
n=0
On pose alors
N +00
Da(z) = > A, bp) b (3.3)
n=0

Remarquons que
+00 e
2 Ml borl* <IAI% Y G, buyrl* < 4o,
n=0 n=0

et donc la série donnée par (3.3) converge dans H. De plus, on a
| DA (@) < A% 23

ce qui implique que Papplication linéaire Dy est continue avec |Hﬁ;\||\ < A oo-

Enfin, remarquons que
+0

Da(br) = Y. Ay by b = Ay (34)
n=0

car {bg,bnyg = 0sin # k, et 1 sinon. Donc Dy prolonge Dy.

On a 'unicité par linéarité, continuité et densité de Vect(b, : n > 0) dans H. Le calcul de |Hb7\||\
se fait exactement comme précédemment en utilisant (3.4)

Partie II : Fonctions Gamma et Béta

a) Soit s > 0. La fonction ¢ — t*~ et est continue sur ]0, +o0[ donc localement intégrable
sur |0, +0oo[. De plus, cette fonction est positive.
Onatsle? ~ t57lett— 51 est intégrable en 0 car s — 1 > —1. Ainsi I'intégrale

t—0t
1
f e tdt
0

De plus, on a (par critére de comparaison) t*~le™t = o(t%) lorsque t — +00. Comme

converge.

1
t—> o) est intégrable au voisinage de I'infini, on en déduit que

+00
J 5ot dt
1

converge.
Finalement, on conclut que I' est bien définie sur |0, +oo[.
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b)

d)

a)

Pour s > 0, on a

+00
[(s+1) = f tSe~tdt.
0
Effectuons une intégration par parties avec les deux fonctions de classe ¢! sur ]0, +oo],
u(t) =t et v(t) = —e~t. Fixons 0 < ¢ < M < +c0. La formule d’intégration par parties
donne

M M M
J et dt = —[t%e™"] +5J tle "t dt

3 3

M
=% — M%e M4 SJ t5 et dt. (3.5)

€

Or lim._,ge%¢ % = 0 (car s > 0) et limps 40 M3~ = 0 (par croissance comparée). En
faisant tendre € vers 0 et M vers +00 dans (3.5), on obtient ainsi que

+00
I'(s+1)= SJ t et dt = sT(s).
0

Montrons par récurrence que, pour tout n € N, la proposition &, = “T'(n + 1) = n!” est
vraie.

Pour n =0, on a

A A
F1)= lim | e‘dt= lim —[e'] =~ < lim e —e0> =1=0!.
A—+00 0 A—+00 A—+00

Ainsi # est vraie.
Supposons maintenant que &7, est vraie pour un certain entier n € N. En appliquant d’abord
la question II.1.b) avec s = n + 1, puis 'hypothése de récurrence, on en déduit alors que

'm+2)=Tn+1+1)=Mnm+1DI'n+1)=Mn+1)n! = (n+1)!

autrement dit &, .1 est vraie.
Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout entier n € N, on a I'(n + 1) = nl.
On a
e Pour tout ¢t > 0, la fonction s — ¢t le™t est continue sur ]0, +oo[.
e Pour tout s > 0, la fonction t — ¢t le™t est continue (donc mesurable) sur ]0, +oo].

e Fixons 0 <a <b< +400. Pourtout a < s <b,onal0<t5 et <tv letsi0<t <1
etonal <t et < tt—le=t st > 1. Ainsi, on peut écrire que, pour tout a < s < b
et tout £ > 0, on a

0< et <o let 40 Te .
+00
Or, d’apres I1.1.a), puisque I'(a) et I'(b) existent, 'intégrale f (t* te ™t 1P let) dt
converge. Ainsi, on peut appliquer le théoréme de continuité dgs intégrales & parameétres
qui implique que I' est continue sur [a, b], ceci quelque soit a,b avec 0 < a < b < 400.
On en déduit alors que I' est continue sur |0, co].

Soient 5,5’ > 0. La fonction ¢ — #*~1(1 — t)*~! est continue sur ]0,1[ donc localement

intégrable sur 0, 1[. De plus, cette fonction est positive. On a t71(1 — t)s 1 ~ 571 et
t—0

t — 71 est intégrable en 0 car s — 1 > —1. Ainsi 'intégrale

1/2 /
I(s, ') :J (1 — ) L at
0
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b)

converge. De méme, t~1(1 —t)¥ 1 ~ (1 —t)¥"1ett—> (1 —1)""" est intégrable en 1
t—1—
car s —1 > —1. Ainsi 'intégrale

1
J(s,s) = f Bl YL
1/2

converge.

On peut aussi invoquer un argument de symétrie en remarquant que J(s,s’) = I(s',s), via

le changement de variable ¢t — 1 — t.

Finalement, on en déduit que B est bien définie sur |0, +00[x]0, +oo[.

(i) Si (z,y) €]0, +00[x]0, 1], il est clair que xzy > 0 et (1 —y) > 0 et donc ¢ est bien a
valeurs dans ]0, +o0[x]0, +o0[. Maintenant si (u,v) €]0, 4+00[x]0, +[, on a

_u
ry=u Y= utw

p(@,y) = (u,v) = =
T=xYy+v=u+v T =u-+v

Remarquons que z > 0 et y €]0,1[. Ceci prouve que ¢ est bien une bijection de
10, +00[x]0, 1[ sur ]0, +00[x]0, +00[, et que

U
u—+v

0 H(u,v) = (u + v, > , pour (u,v) €]0,4+00[%x]0, +0].

I est clair que ¢ est de classe C! sur ]0, +00[x]0, 1] (car ses composantes sont des poly-
nomes en x et y) et ¢! est aussi de classe C! sur 0, +00[x]0, +00[ (car ses composantes
sont des polynomes ou fractions rationnelles en u et v dont le dénominateur ne s’annule
pas). Ainsi ¢ est bien un C!-difféomorphisme.

(ii) Remarquons que toutes les fonctions intégrandes qui interviennent dans les expressions
des fonctions I' et B sont positives et donc on peut appliquer le théoréme de Fubini-
Tonelli. Ainsi, pour tout s,s’ > 0, on a

[(s)[(s') = f w* ¥ e () dy do.
10,+00[2

On va faire le changement de variable (u,v) = @(z,y). On sait d’aprés la question
I1.2.b.(i) que ¢ est un C! difféomorphisme de ]0, +oo0[x]0, 1[ sur ]0, +c0[x]0, +oo[. De
plus, la matrice Jacobienne de ¢ au point (z,y) €]0,4+00[x]0,1[ est donnée par

(13@ —xx)'

Jac(p)(z,y) = —2y —z(1 —y) = —x,

Ainsi le jacobien de ¢ est

et donc |Jac(y)(z,y)| = x. Ainsi, par la formule de changement de variable, comme
U+v=2x, 0na

I(s)I(s) = f (29)* " (2(1 — )" Lo wdrdy
10,+00[x]0,1[

- f 2+ e s (1 — y)¥ T da dy.
]10,400[x]0,1[
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b)

En appliquant une nouvelle fois le théoréme de Fubini-Tonelli, on en déduit que

1
xSJrSl*le*x dx f y‘sil(l — ’y)Slil dy = F(S + Sl)B(S7 8/)'
0

+00

['(s)I'(s) = f

0

On obtient la relation demandée, a savoir que, pour tous s,s’ > 0, on a

['(s)[(s') =T'(s+ s')B(s, s")

IH(O) _ fl e—2i7rnu du = — 1 [e—2i7rnu]1 _ 1 (e—ZiTrn . eO) =0.

0 2imn 0 2imn

Les intégrales I, (a) et I, (o — 1) sont bien définies puisque o — 1 > —1.
Les fonctions u — u® et u —> e~ %™ gont de classe ¢! sur ]0, 1] et, comme a > 0, on a

lim,, g u®e™2™ = (. On peut donc effectuer une intégration par parties généralisée et on
obtient
I (Ot) _ 1 [uaefZiﬂnu]l + aQ Jl uaflefﬂﬂ'nu du
n - . . I
2imn 0" 2imn ),
soit )
1 « 4
I(a) = —— + — uDl*le*2Z7Tnu du.
n(@) 2imtn  2imn L

1
Il reste a remarquer que I, (o —1) = f u® e dy, = O(1).

0
1

Pour cela, remarquons que |e~27™%| = 1 et donc U u
0

ozflewirnu du

! 1
gf wtdu = =, ce
0 [0

qui permet de conclure que I,(a) = O(1/n).

Rappelons que log(z) = log |z|+iarg)_, +(2), pour z € C\R™. La fonction f est holomorphe
sur C\R™, qui est un ouvert étoilé, et C. est un lacet contenu dans C\R~. Donc par le
théoréme de Cauchy, on a

f(z)dz = 0.
Ce

0= f(z)dz+ (z)dz — (z)dz + f f(z)d=. (3.6)

7 [1e] Ve [—ie,—i]

En paramétrant I’arc de cercle v, par 7,.(t) = re’, pour t € [-7/2,0], on a

0 . . 0 . .
(2)dz = flre™yire® dt = irf exp(alog(re™) — 2imnre + it) dt.

s s
T T2 2

Or log(re') = log(r) + it, lorsque —% <t < 0 et donc
0 .

f(z)dz = z'rj exp(alog(r) + iat — 2imnre 4 it) dt. (3.7)
3

De plus,
1 1
f(z)dz = —J f(t)dt = —f exp(alog(t) — 2imnt) dt,

soit

1
f[l ]f(z) dz = J e 2t 4t (3.8)
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De méme, on a
1 1
f f(z)dz = —if f(=it)dt = —ij exp(alog(—it) — 2mnt) dt.
[—ie,—1] € €
Or log(—it) = log(t) —i% pour t > 0, d’ou
1

f f(z)dz = —if exp(alog(t) — iag — 27nt) dt,
[—ie,—1]

soit .
J f(2)dz = e~ (@FDT f t%e 2™ (. (3.9)
[—ie,—1] €

En utilisant (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9), on en déduit que

1 ) 0
f tae—2zrrnt dt = lj
c _

) 1
+e (et J @™ dt. (3.10)

£

0
exp(iat — 2imne™ + it) dt — iaf exp(aloge + iat — 2imnee’ + it) dt+

s
2

vl

1
La fonction ¢t — t%e*™ est continue sur ]0, 1], et [t%e~ 2| = t* avec f t“ dt convergente

(car a > —1). Ainsi l'intégrale "
fl t¥e 2 dt
0
converge et on a donc

1 1
lim | t%e 2™ dqt = f t%e 2™t 4t = I, (). (3.11)
e—0 < 0
1

De méme, 'intégrale f t*e 2™ 4t converge (en 0, on a t%~ 2™t ~ {®) et donc
0 t—0+

1 1
lim | %2 dt :f t%e 2™ (¢, (3.12)

e—0 £ 0
Enfin, pour tout ¢ € [—7/2,0], en utilisant que sin(¢) < 0, on a
aeQWnesin(t) <e®

lexp (alog(e) + iat — 2imnee’ + it)| =€

)

d’ou

0
isj exp (alog(e) + iat — 2imnee™ + it) dt
—7/2

T
< 550‘“ — 0, lorsque ¢ — 0,

car aw + 1 > 0. D’ou, en passant a la limite dans (3.10), et en utilisant (3.11) et (3.12), on
en déduit que

) 1
In(Oé) = Rn<a) + e_(a"‘l)lgL tae27rnt dt.

d) On a
0
\Rn(a)] < f eansin(G) dé,

Wl

©) https://www.devenirenseignant.gouv.fr page 58


https://www.devenirenseignant.gouv.fr

Agrégation externe de mathématiques

et en utilisant le changement de variable t = —6, on en déduit que
|Rn(0£)| < J e—27rnsin(t) dt.
0

Par concavité de ¢t —> sin(¢) sur [0,7/2], on a sin(t) > 2t (le graphe est au dessus de ses
cordes). On en déduit alors que

1
Ru@)l < | e (1)

ce qui prouve que Ry (a) = O(1/n).

En utilisant les questions I1.3.c) et 11.3.d), on a donc

i 1 1
I(a) = e~(@FDF f u“e™ ™ dy, + O () .
0

n

Or en utilisant le changement de variable v = 2wnu, on a

Jvl ) 1 2T
o —2ZTNU o, —v
u%e du = J v% Y dw.
0 (2mn )+l Jg

2mn
Or f v¥e "dv — I'(a + 1) lorsque n — +00, ce qu’on peut réécrire comme

2mn
J v¥e 'dv=T(a+1)+0(1), n— +oo0.
0

e—(a—i—l)%r 1 1

Comme —1 < a < 0, le terme O (%) est o (#) car a +1 < 1, et donc

Ainsi

e—(OH—l)%r 1
In(a) = WP(O& + 1) + o0 (na+1> .
Autrement dit,
L) ~ D g

n—to (2rn)atl
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Partie III : L’opérateur d’intégration sur C([0, 1]).

1) a) D’apreés la question 1.3.b), pour tout f € C([0,1]), J(f) est dérivable sur [0, 1] et en particu-
lier, on a J(f) € C([0,1]). L’application J est clairement linéaire par linéarité¢ de l'intégrale.
Enfin, pour toute f € C([0,1]) et pour tout x € [0,1], on a

[J()(@)] < JO [F@)]dE <z flloo < oo

ce qui donne | J(f)|lec < | f]oo. On en déduit que lapplication linéaire J est continue et
|J]| < 1. D’autre part si f(t) = po(t) = 1 pour t € [0,1], on a [|poe = 1 et J(po)(x) = =,
d’ott |J(po)|w = 1. Par définition de la norme d’une application linéaire, on en déduit donc
que |J] = 1.
b) Soit f € C([0,1]) telle que F' = J(f) = 0. En utilisant la question 1.3.b), on sait que F' est
dérivable et F' = f. On en déduit donc que f = 0. Ainsi, ker(J) = {0} et J est injective.
¢) L’application J n’est pas surjective.
En effet, supposons le contraire et considérons g € C([0, 1]) qui n’est pas dérivable sur [0, 1].
Par exemple, on peut considérer g(t) = |t - % , ou encore t — +/t, pour t € [0,1]. Si J était
surjective, alors il existerait f € C([0,1]) telle que J(f) = g. Mais alors d’aprés la question
[.3.b) la fonction g serait dérivable sur [0, 1], ce qui n’est pas vraie. On conclut donc que J
n’est pas surjective.

Autre méthode : On peut aussi remarquer que pour toute fonction f € C([0,1]), on a
J(f)(0) = 0, et la fonction constante égale a 1 est bien une fonction de C([0, 1]) mais qui
n’est pas dans 'image de J et donc J n’est pas surjective.

2) Soit A € C, A # 0, et f € C([0,1]) telle que J(f) = Af. On a f = A"LJ(f). Or, d’aprés la
question 1.3.b), la fonction J(f) est dérivable sur [0,1] et (J(f))" = f. Ainsi f est dérivable sur
[0,1] et f" = A71f. On en déduit alors que f’ est continue sur [0, 1] et donc f est de classe €*
sur [0, 1]. De plus, la fonction f est solution de I’équation différentielle

y ="ty

3) Soit A € C et supposons que A soit une valeur propre de J. Alors, il existe f € C([0,1]), avec
f #0, telle que J(f) = \f.
Si A =0, on aalors J(f) = 0 et la question III.1.b) implique que f = 0, ce qui est absurde.
Si A # 0, la question II1.2) implique que f est de classe C! et solution de I’équation différentielle

y ="y

On sait que les solutions de cette équation différentielle sont de la forme yi(z) = ke 't on
k € C. Donc il existe k € C telle que f(x) = ke ' pour z € [0,1]. D’autre part, comme
J(£)(0) =0, on a f(0) = ALJ(f)(0) = 0. On en déduit k& = f(0) = 0. Ainsi f = 0, ce qui est
aussi une contradiction. Ainsi, on peut conclure que J n’a aucune valeur propre.

Autre méthode : Si A # 0, on peut aussi invoquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour dire
que 'unique solution de I’équation différentielle du premier ordre linéaire a coefficients constants

1
f= Xfet f(0)=0,est f=0.
4) Soient f e C([0,1]).
a) Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété &2, suivante est vraie : “J"(f)
est de classe €™ sur [0,1] et pour tout 0 < k < n, on a (J*(f))HF) = Jr=Fk(f)".
Pour n = 0, on a JY(f) = f est continue sur [0,1], i.e. de classe €°, et

(oM@ = fO = f = JO70f).
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Ainsi & est vraie. Supposons maintenant la propriété &2, vraie pour un certain entier
n>0.0na J"(f) = J(J*(f)). Donc, d’aprés la question 1.3 appliquée & J™(f) (qui est
bien continue car €™ sur [0,1]), J*"(f) est dérivable sur [0, 1] et

(S = T (). (3.13)

Comme J"(f) est de classe € sur [0, 1] puisque &, est supposée vraie, on en déduit que
JFL(f) est de classe C™! sur [0, 1].

De plus, si £ =0, on a
(THHEN©O = T L) = T,

et pour 1 < k < n+ 1, en utilisant (3.13), on a

(N = () ED = () F,
L’hypothése de récurrence donne, puisque k — 1 < n, que
(JHNY = D) = TR,
donc &1 est vraie.

D’aprés la question I11.4.a), on a pour 0 < k <nsoit n —k—1> 0,

(" ()B(0) = TF(£)(0) = J(I"F1(£))(0) =0,
car si g € C([0,1]), on a J(g)(0) = 0.

On applique la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n & J™(f) qui est de classe
€™ sur [0,1]. On obtient que pour tout z € [0, 1] et tout n > 1, on a

-1
n ) = N (Jn(f))(k) (0) ﬂjk 1 ‘ T — g (n)
) = 3 Rt s [

Or d’aprés la question II11.4.b), pour tout 0 < k < n, on a (J™(f))*)(0) = 0, ce qui donne
n _ 1 v _ n\n—1/1n (n)
(N = oy | =0

0

Il reste a remarquer, d’aprés la question 111.4.a), qu’on a (J*(f))™ = J»"(f) = f, dou

n _; I:L,_ n—1
(TN = 5y | =0

Soit f e C([0,1]) avec | f]o < 1. Pour tous x,y € [0, 1], on a

() (@) = J() )] =

fo(w at — foyf(t) dt' _

Y
R dt\ < flole—yl <z —yl,

ce qui prouve que J(f) est 1-lipschitzienne sur [0, 1].

Rédaction alternative : puisque J(f)" = f, on a sup |J(f) (t)] = ||f|o < 1 et 'inégalité
te[0,1]

des accroissements finis implique que J(f) est 1-lipschitzienne sur [0, 1].

D’apres la définition d’une application linéaire compacte, nous devons montrer que l’en-
semble A := {Jf: fe C([0,1]),]|flcc < 1} est relativement compacte dans C([0,1]). Pour
cela, nous allons utiliser le théoréme d’Ascoli. Autrement dit, nous devons montrer que
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e A est équicontinue en tout point de [0, 1].

e pour tout x € [0, 1], 'ensemble {g(z) : g € A} est borné.
Le premier point est clair car d’aprés la question I11.5.a), pour g = J(f) avec f € C([0,1])
et | fllo < 1, la fonction g est 1-lipschitzienne et donc : pour tout € > 0, et tous x,y € [0, 1],
on a [g(y) — g(z)| < e dés que [z —y[ <e.
Le second point est aussi clair car si g € A, on a |g|lc < 1 (d’aprés la question I11.1.a) par
exemple).
On peut alors appliquer le théoréme d’Ascoli qui implique que A est une partie relativement

compacte de C([0,1]).
Partie IV : L’opérateur d’intégration sur L?(0,1).

Soient f € L?(0,1) et z, 20 € [0, 1]. Supposons que x > zo. On a

V() x) = V(o) =

[ 0 dt\ <[ 7).

Par Cauchy-Schwarz, on en déduit que

V(@) - V) o)l < ( [ dt) v ( [ rf<t>|2dt) < Va0l fll

o Zo

Le cas = < xg est symétrique et on obtient donc finalement que pour tout x, zg € [0,1], on

V() &) = V(o) < Vlw = ol | f2- (3.14)

Cette inégalité implique clairement que V'(f) est continue sur [0,1] (en fait V' est 1/2-
Holderienne). Ainsi V(L2(0,1)) < C([0,1]).

Remarquons alors que C([0,1]) = L?(0,1) et pour toute fonction g € C([0,1]) (et méme
toute fonction bornée sur [0,1]), on a

lgll2 < llgllo- (3.15)

On en déduit alors que V(L?(0,1)) = L%(0,1) et V est linéaire (par linéarité de I'intégrale).
De plus, si on utilise (3.14) avec xg = 0, en tenant compte du fait que V(f)(0) = 0, on a,
pour tout z € [0,1],

V() @) <Valflz < ]2 (3.16)
D’ow, avec (3.15), on obtient que
IV(Hl2 < IVHleo < [ fll2-

Ainsi V est continue de L?(0,1) dans L?(0,1) et on a |V < 1.
Soient f,g e L?(0,1). On a

1
G V()2 = (V(9). 2 = jo V(g)(@)F(x) da

En utilisant la définition de V' (g), on obtient

GVt (= (o0 at) Fa (3.17)

0 0
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Remarquons que L%(0,1) = L*(0,1) (avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz) et le théoréme de
Fubini-Tonelli permet d’écrire que

1 prx 1 1 1 1
L jo 90|17 ()] dt da < jo L 9(0)[1 ()] dt dar = L o(t)]dt jo 1 (@)]dz < +oo.

L’application du théoréme de Fubini est donc licite dans (3.17) et on obtient

= [ o ([ Far) a (318)

Posons alors pour ¢ € [0,1], T'(f)(t) = f f(z)dz. Remarquons par la relation de Chasles

ff dx—ff dx—ff Ydo — V(£)(2).

Autrement dit, T'(f) = V(f). Comme on ’a vu dans la question IV.1.a) (ou a
nouveau parce que | f[1 < Hng), ona |[V(f)(1)] < |fllz et [V] < 1. Ainsi on obtient que

ITH)l2 < VDI + V2 < 2[fll2-

que

Variante : on peut aussi remarquer que pour tout ¢ € [0,1], on a

1 1
T(F)(1)] < f F(@)|dz < jo F@)dz = [ fl1 < |l

et donc avec l'inégalité (3.15), on en déduit que [|T(f)|2 < [|T'(f)]oo < | fll2-
On a ainsi prouvé que T est une application linéaire continue de L?(0,1) dans lui méme.
L’équation (3.18) implique alors que

1
(g V() = jo g T dt = (g, T(f))a-

Cette derniére inégalité étant vraie pour toute fonction g € L%(0,1), on en déduit que
V*(f) = T(f) dans L?(0,1). Autrement dit, pour presque tout = € [0,1], on a

1
V(@) = T = | fw)du
On a d’une part, en utilisant la définition de ’adjoint,

{(V*oV)(h), hy2 = (V(h),V(h))2 = [V (h)]3,
et d’autre part, en utilisant que h est un vecteur propre de V* oV,

(Vo V)(h), hys = (Ah, hys = A|h]3.

Ainsi A|h|3 = |[V(h)|3, et comme h # 0, on en déduit que A\ = ’V’;h@g > 0.
Comme A # 0, pour presque tout x € [0,1], on a i
h(z) = %(V* o V) (h)(x).
Considérons pour x € [0, 1],
) = U:V(h)(t) dt. (3.19)
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D’aprés ce qui précéde, on a f(x) = h(z) pour presque tout x € [0,1]. De plus, f est
continue. En effet, d’aprés la question IV.1.a), V/(h) € C([0,1]) et on remarque (comme
dans la question IV.1.b)) que, pour tout x € [0, 1],

J‘V &—J‘vwxw@_c—vaqmmw_c—v%m@% (3.20)

avec ¢ = J V(h)(t)dt. D’apres IV.1.a), V/(h) € C([0,1]) et donc d’aprés III.1.a), on a
0

V2(h) = J(V(h)) € C([0,1]). Comme X # 0, ceci prouve que f € C([0,1]).

Enfin, comme f = h presque partout, on a V2(f) = V2(h) et I'équation (3.20) implique que
Af = c—V2(f), et cette égalité a lieu pour tout x € [0,1].

Remarquons que comme f est continue, on a V(f) = J(f) et V2(f) = J?(f). D’aprés la
question IV.2.b), comme A # 0, on a

c 1
f:x—xﬁgy (3.21)

D’aprés 111.4.a), J2(f) est de classe €2 sur [0,1] et on a (J2(f))" = J>72(f) = JO(f) = f
L’équation (3.21) implique alors que f est de classe €2 sur [0, 1] et pour tout = € [0, 1], o
a

£'(@) = (@),

D’autre part, d’apres (3.19), on a f(1) = 0 et en utilisant (3.21) (par exemple) et la question
1.3), on obtient aussi que

S 1
= _X(,]Q(f)) = —XJ(f)-

En particulier, f’(0) = 0. Tout ceci permet d’affirmer que f € E) (ou E) est définie a la
question 1.2.). Or, d’aprés la question 1.2.b), si A # A\ := 4(2k + 1) 2772 pour tout k € N,
alors F)\ = {0}. Ainsi, si A est une valeur propre de V* o V', nécessairement A = Ay pour un
certain k € N.

Dans ce cas, si hy est un vecteur propre (non nul) de V* oV dans L2(0 1) associé a la
valeur propre A, alors, d’aprés ce qui précéde, il existe hy € E\, telle que hy = hy, presque
partout. En utilisant une nouvelle fois la question 1.2.b), il existe a € C telle que hy(z) =

1
a cos <a:) Ainsi, pour presque tout z € [0, 1],

o
hi(x) = acos (x/lATfC) _ acos (W‘) .

. . . 2k + 1)7mx )
Réciproquement, on vérifie que si hg(z) = cos <(2)7T>, alors (en intégrant), on a

2 . 2k + 1Drx
Okt n sin ( 5

1 T 1
vwmmw=fwmw&=@m3%4ﬂm0%§”ﬁL:m;}Wm@,

T

V(hi)(z) =

). Puis en réintégrant, on a

soit (V* ] V)(hk) = )\khk.

4
Finalement, on a prouvé que les valeurs propres de V* oV sont les A\, = m, keN,
et
ker(V* oV — \g) = Chy,
2k + 1
o hi(x) = cos ((—Z)MJ)
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3)

a)

Remarquons que

lg(2u)| siu€ [0, %]
Gu)| =
G {|g(—2u)| siue|-1

Or g € L*(0,1) et donc clairement (par 1-périodicité), G € L?(0,1). Par conséquent, CA}(n)
est bien définie et on a

1
G(n) = f G(t)e 2™ dt.
0

Par 1-périodicité, on a

~ 1/2 .
G(n) = G(t)e 2™ dt.
—1/2
D’ou
N 0 : , 1/2 4 .
G(n) _ f g(_Qt)eerthzwnt dt + f g(2t)efz7rt72z7mt dt.
—-1/2 0
Effectuons le changement de variable u = —t dans la premiére intégrale. Cela donne
~ 1/2 . . 1/2 o
G(TL) — J g(2u)ez7ru+2z7mu du + J g(Qt)e—mrt—mﬁnt dt.
0 0

1/2 , ,
_J g(2t) (e(2n+1)z7rt +e—(2n+1)mt> dt
0

1/2
= 2J g(2t) cos((2n + 1)mt) dt.
0

Il reste & effectuer le changement de variable s = 2t et on obtient

O(n) = J " (s) cos (Ws) ds.

0

Soit g € L?(0,1) telle que g est orthogonal au sous-espace engendré par les f,, n € N. On a
alors, pour tout n € N,

o=@n»:ﬂ£ﬂﬁm<wﬂﬁ”)m

D’apres la question IV.5.a), cela implique que C:’(n) = 0 pour tout n € N.

D’autre part, si n > 0, en utilisant la parité du cosinus, on a

G(—n) fg(s) cos <(_2”2“)”> ds — fl 4(s) cos <(2”_21)”> ds = G(n—1) 0.

0 0

Finalement, on obtient que pour tout n € Z, on a G (n) = 0. Par injectivité de 'application
G+— (@(n))nez, on en déduit que G = 0 dans L?(0, 1). Finalement, cela implique que pour
presque tout u € [0,1/2], g(2u) = 0, soit pour presque tout u € [0, 1], on a g(u) = 0. Ainsi
g = 0 dans L?(0,1). Donc l'orthogonal du sous-espace engendré par les f,, n € N, est {0},
ce qui est équivalent au fait que le sous-espace engendré par les f,, n € N, est dense dans
L%(0,1).

D’autre part, d’aprés la question I.1., on a

1 sin=m

<fnafm>2 = {

0 sinon

Ainsi, (fn)n>0 est une famille orthonormale de L?(0,1). On en déduit alors que la famille
(fn)n>0 est une base hilbertienne de L?(0,1).
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4)

4
(2n + 1)272
Comme (f,)n>0 est une base hilbertienne de L?(0, 1), on a, avec les notations de L5, que V¥oV =
Dy, avec A = (An)n>o0 et by, = f,. On en déduit donc que

Pour tout n > 0, on a (V* o V)(f,) = Anfn, avec A\, = d’aprés la question IV.2.c).

[VFo V] =[Afe-

4
Or la suite (An)n>0 est décroissante et donc [Ale = [Ao| = —5- Donc
T
4
VioV|= —.
v ov=

D’aprés la question 1.4.b), on a [V |? = |V* o V|. On déduit donc de la question IV.4) que

2
-2

Partie V : Un semi-groupe d’opérateurs.

On peut se ramener aux résultats du programme sur la convolution dans R : on peut définir f sur
R par f = f sur [0,1] et f = 0 ailleurs. De la méme fagon, on définit @ et on note la convolution

de la méme fagon :
+00

(0 f)(z) = JOO w(x—t)f(t)dt  ouzeR.

On remarque que f € LP(R), & € L'(R), avec ”fHLp(R) = | flzro,1) et @] w) = [wlLr0,1)-

Un théoréme classique sur la convolution (dans R) implique alors que (1 * £)(z) est bien défini
pour presque tout x € R. De plus, (@ * f) € LP(R) et

| * fll oy < 1] 21wy |1 2o (w)-

Il reste a remarquer que (@ * f)(x) = (w* f)(x) pour presque tout z € [0,1] d’on la conclusion.

Autre méthode : soit p > 1 et f € LP(0,1). Alors, en particulier f € L'(0,1) (inégalité de Holder

pour p > 1). En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on a

Ll (f lw(z —t)||f(t)] dt) dz = fol |£(t)] (f lw(z — t)] dx) dt.

Or, en utilisant le changement de variable u = x — ¢, on a

1 1—t 1
L fw(z — £)] dz = fo ()| du < fo fw(us) | ds = 0] 11 0,1)-

1 €T
| (fo \w(:c—t)Hf(t)!dt> de < [wlpon] oo < +oo.

Ainsi, pour presque tout z € [0, 1], on a

jo e — £ df <+,

et donc (w * f)(x) est bien défini pour presque tout x € [0, 1].
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D’autre part, remarquons que

1 1
(w= f)(x) = J w(t) f(z — t)][(ojgg) (t)dt = J w(t)Fy(x) dt,

0 0

ou Fy(z) = fz — 1)Ly 1) ().
Il est clair que la fonction Fy est dans LP(0,1) et on a | Fy| zo(0,1) < | f]Lr(0,1)- Ainsi, par I'inégalité
triangulaire intégrale dans LP,

1 1
lw* flr,1) < L [w ()| Fill pp(0,1) dt < L lw@)|[ fllzro,1) dt = |w] 1ol fllzr0,1) < +o0.

Ceci prouve que w # f est dans LP(0,1) et 'inégalité demandée.

Autre méthode : enfin, on pourrait aussi redémontrer la bornitude en passant par I'inégalité de
Holder et le théoréme de Fubini.

1
2) a) Posons ws(t) = mts_l, pour t €]0,1]. Comme s > 0, remarquons que I'(s) est bien défini
s

et strictement positif (la fonction ¢ —— t*~le™ est continue et strictement positive sur
10, +o0[). De plus, comme s > 0, la fonction ¢ — #*~! est intégrable sur [0, 1] et donc
ws € L1(0,1). De plus, remarquons que

Vi(f) = ws = f.

On peut donc appliquer la question V.1) qui donne que pour toute fonction f e L?(0,1), la
quantité Vi(f)(z) est bien définie pour presque tout z € [0, 1]. De plus, Vi(f) € L?(0,1) et

HVs(f)HL?(o,l) = [ws = fHLQ(O,l) < ||wsHL1(0,1)HfHL2(0,1)-
Ceci prouve que I'application linéaire Vj est continue de L?(0,1) dans lui-méme et
Vsl < llwsllz2(0,1)-

Or on a

o L etae A= o
w = — = =
SILHON = gy sT(s) " 10 sT'(s)
car s > 0. Or sI'(s) = I'(s + 1) (d’aprés la question II.1.b), et donc on obtient que

1
< .

Vo)) = 1 fo @,

Effectuons le changement de variable ¢ = zu (ou z est fixé dans |0, 1]). On a alors

1 xs+n 1
Vs(pn)(z) = I’(ls)fo (x — uaﬁ)s_lu":cna: du = ) L (1— u)s—lun du.

Or d’apreés la question I1.2.b.(ii), on a

' s—l,m . _ _ T+ DIs)
L(l—u) Lu du—B(n+1,s)—m.

En utilisant que I'(n 4+ 1) = n! (question II.1.c)), on en déduit que

n! nts n!
Vs(pn)(z) = mx o= mpn+s($)'
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)

En utilisant la question V.2.b) et I'inégalité triangulaire, on a

n!
V. _ B R L _
1Vs(pn) — pnl2 ‘F(n—i—l—}-s)pm_s Pn )
n! n! 1
I — — +|——— .
F(n+1+5)Hpn+s Pall2 lr(n+1+s) Ip-1l2

D’une part, pour le second terme, par continuité de I' (question I1.1.d)), on a

lim '(n+1+s)=T(n+1)=nl,

s—07F
ce qui implique que
n!
lm [————1 = 0.
s—0t+ |D(n+1+s) ‘ [Pnllz

D’autre part, par un calcul élémentaire :

1 2 N
2s+1 s+1

1 1
pn+s_pn2: thrs_thdtg 5 —112dt =
2
0 0
ce qui donne immédiatement que

sli%l+ “anrs - anZ = 0.

On en déduit alors que lim+ |Vs(pn) — pul2 = 0.
s—0

Autre méthode : on pouvait aussi utiliser le théoréme de convergence dominée (nous ne le
détaillons pas ici).

Remarquons d’abord que les polynémes sont denses dans L2(0,1). En effet, si f € L?(0,1)
et ¢ > 0, alors, comme les fonctions continues sur [0, 1] sont denses dans L?(0,1), il existe

5
g € C([0,1]) telle que ||f — g2 < 5 Le théoréme de Weierstrass implique alors qu'il existe

. €
un polynome p tel que g —ple < 5+ Ainsi g —pl2 < g =2l < 5-
L’inégalité triangulaire permet alors d’écrire

+ - =c.

[\D\(‘f)
| M

If =pl2 < 1f =gl +llg = pl2 <

Ceci prouve donc que les polynoémes sont denses dans L?(0,1).
D’autre part, si p est un polyndéme, on peut écrire p = Zg:o anpn et donc, par linéarité de
Vs, on a

M=

[Vs(p) — pll2 = an(Vs(pn) — pn)

Z |an|[Vs(pn) = pall2,
0 n=0

n
et la question V.2.c) implique que lim+ [Vs(p) — p“2 =0.
s—0

Maintenant, si f € L?(0,1) et ¢ > 0. Par densité des polynémes dans L?(0,1), on peut
trouver un polynéme p tel que | f — pll2 < e. On écrit alors

IVa(F) = fll2 < [Vs(F) = Vs(p) 2 + IVa(p) = pl2 + lp = Flla < Vsl + DI f = pl2 + [Vs(p) = pll2-

En utilisant la question V.2.a), on en déduit que

uunﬂ2<((1

— +1 s — .
e 1)+ %) ol

©) https://www.devenirenseignant.gouv.fr page 68


https://www.devenirenseignant.gouv.fr

Agrégation externe de mathématiques

En utilisant que lim+ [Vs(p) — pl2 = 0 et le fait que lim I'(s + 1) = I'(1) = 1, on obtient
s—0 s—0*t
que

limsup [Vi(f) = fl2 < 2¢

s—07t

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que limsup ||V5(f)— f|2 = 0 et donc finalement
s—0t
que lim [[Vi(f) = flla =0
s—0+

Soient s1,52 > 0 et f e L2(0,1). On a, pour presque z € [0,1],

(Va0 Vi (@) = iy |, @ =00 (f () — ) 1dt>d

En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, remarquons que

[ [ 1sote =t tta— e atau= "1 ([ @ - w0 aa) at

En utilisant le changement de variable u = (1 — \)t + Az, on obtient que
T 1
f (2 — ) (u— 1) du =(z — 1)1 524 J (1 A5 1a 1 ax
t 0
—(x —t)15271 B(s1, 59). (3.22)
Ainsi
xr — U — tdu = B(s1,s2 t
[ ] e =ttt dedu = Bswsa) [ 1701 -t

= B(s1,52)'(s1 + 52) Vs 455 (| f]) (2)-

Ceci prouve donc que pour presque tout x € [0, 1],
X u
J J If®)||z — u|* " Hu — 27 dt du < +oo.
0 Jo

On peut donc appliquer le théoréme de Fubini et on obtient que, pour presque tout z € [0, 1],
on a

Ve V)6 = i o 7O ([ =07 =0t au) ar

En réutilisant (3.22), on en déduit que

(Var 0 Vi) () () = f F) (@ — D+t

En utilisant la question II.2.b., on conclut que

Vi o Ve (@) = sy | SOl =777t = V(e

Ceci étant vrai pour presque tout z € [0,1], on en déduit que (Vs, o Vi, )(f) = Vi 450 (f)
dans L%(0,1), et finalement comme cette égalité est satisfaite pour toute f € L2(0,1), on
peut affirmer que Vs, o Vi, = Vi, 4s,.
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3)

Ia+1)
Fla+1+s)
(et pas seulement pour « entier) si bien que, pour tout n € N,

Autre méthode : en reprenant le 2.b., on a en fait Vi(p,) =

n! I'(n+sy+1)
Fn+1+s2)(n+14s1+s2)

n!
I'(n+1+s2)

= Vsi+s2 (pn) .

(VS1 © VSQ)(pn) = Vs1 (pn+sz) = Pn+s1+s2

Pa+s pour tout a =

0

Ainsi, par linéarité, on a Vi, o Vs, = Vs 44, sur I'espace vectoriel engendré par les p, et donc
leur fermeture dans L2(0, 1) par continuité; autrement dit on a égalité sur L%(0,1) puisque les

polynémes y sont denses.

a) On va utiliser un procédé d’extraction diagonale. Commengons par utiliser le fait que Tp
est compacte. Ainsi il existe une application strictement croissante pg : N — N telle que
la suite (To(zy,(n)))n=0 converge dans H. Par récurrence, pour tout j > 0, on construit
une application strictement croissante ¢; : N — N telle que la suite (T5(2(pg0...00,)(n)) Jn0

converge dans H. On pose alors p(n) = (¢g o0 pp)(n).
L’application ¢ : N — N est strictement croissante. En effet, on a

p(n+1) —¢(n) = (poo---o@n)(pnti(n+1)) = (poo---0@n)(n),

et lapplication ¢, 41 étant strictement croissante de N dans lui-méme, on a ¢,+1(n+ 1) >
n+1 et comme la composée d’applications strictement croissante est strictement croissante,

on a

pn+1) =pn) = (poo---opa)(n+1) = (poo---op)(n) >
De plus, si j € N, la suite (T;(x,,
qui converge dans H. Donc la suite (T}(2,(n)))n=0 converge dans H.

(n)))n=j est une sous-suite de la suite (T (z(yo.. O%)(n))) >0

b) Soit € > 0. Comme klim |7 —T| = 0, il existe ko € N tel que |Ty, — T| < e. D’autre
—+m

part, d’aprés la question précédente, la suite (Tk,(%y(n)))n>0 converge dans H et donc en

particulier, est une suite de Cauchy. Ainsi, il existe N € N tel que
2 N = Ty (Tp(n)) = Tho (Tpm)) |1 < €
En utilisant 'inégalité triangulaire, on en déduit donc que pour tout n,m > N, on a
IT (o)) = T(@pm)) [ < T = Tho) (@) 71 + [ Tho (T p(n)) = Tho (Zipm)) | 1+
+ (T = T ) (@ oo ) | 1

<2 WT Tko || + “Tko( )) - Tko (xcp(m))HH
< 3e.

Ainsi la suite (T'(xy(n))n>0 est de Cauchy dans H et donc converge (par complétude de
I'espace de Hilbert H). On peut donc en conclure que T'(Bp) est relativement compacte,

ol By est la boule unité fermée de H. Ainsi, application T" est compacte.

a) Comme p; € L*(0,1), on a K,(f) € L?(0,1) (car L?(0,1) est un espace vectoriel). Par
linéarité de l'intégrale, I'application K, est bien linéaire de L?(0,1) dans L?(0,1). De plus,

on a

1
1Kn()lz < an]uz j )| Py )] d

Or [pjl2 < 1 et par 'inégalité de Cauchy—Schwarz on a

1
fo F) Py ()] du < 12| Pz
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D’ou
[ En(f)l2 < Cal f2,
dn
avec C), = Z |Pjnl2 < +00. Ceci montre que K, est continue de L?(0, 1) dans lui-méme.
7=0

Il reste & remarquer que l'image de K, est contenue dans F' := Vect {p; : 0 < j < dy,}, qui
est de dimension finie. On conclut que K, est de rang fini donc compacte : pour détailler,
pour toute suite bornée (f3); de la boule unité fermée de L2(0,1), la suite (Kn(fk))k est
bornée, dans F' = L?(0,1), de dimension finie, donc il existe une sous-suite convergente.

b) Pour f e L?(0,1), pour presque tout z € [0, 1], remarquons qu’on a

X x 1
Vs(f)(:v)=r(15) jo £(u) (@ — u)*~ du = fo F(w)s( — ) du = fo F(w)ips( — ) du,

car Ys(x —u) = 0si x < u < 1. De plus,

Kol F)(x) = dZ’a ([ @) au)
-[ 1 f(U)jin,n(U)wj du

1
- [ fweu - v
0

D’ou

ou F est définie sur [0, 1] x [—1,1] par

flx—t) siz—1<t<z (cequiestéquivalent a0 <z —1t<1)
F(x,t) =

0 sinon.

On en déduit alors par I'inégalité triangulaire intégrale :

1 1 i
W) = KoDllzon < [ 1= @0 ([ 1FG0P ac) " a

mais

1
f |F(z, 1)) dx = f [f(z =) dx = f ()P du < [ £17200,5
0 [0,1] O[t,t+1] [0,1][—¢,1—1]

ce qui donne que

[Vs(f) = En(P)ll20,1) < [¥s = Qul 1l f 220,y
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Autre méthode (a la main) : On écrit

1

1 2
wan - < [ ([ 1w - euolireia) .

0

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz puis le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient
que

-l < ([ 1= ania) ([ jw - eooiireopa) a

0 -1

1 1

= s —QnLl(m)J (s — Qu)(1)] ( j IF(:v,t)\2dx> dt
—1 0

< s = Qul 1l oy

en reprenant l’explication précédente sur le calcul de l'intégrale de F. On obtient alors de
méme que

[Vs(£) = En(P)l20,1) < 95 = Qul 1l F 220,y

Comme dans la question V.2.d., on montre que les polynomes sont denses L!(—1,1) (on uti-
lise le théoréme de Weierstrass, la densité des fonctions continues sur [—1, 1] dans L*(—1,1)
et le fait qu'on ait [g]L1(_11) < 2sup_y 17 |g| pour toute fonction continue g sur [—1,1]).

Or, la fonction 1, est dans L'(—1,1) : en effet, 1), est continue sur [—1,1]\{0} et u > u*!
est intégrable au voisinage de 0 car s > 0 (intégrale de Riemann). Soit € > 0. Alors il existe
une suite de polynémes (Q,) de degré d,, et un entier N tel que, pour tout n > N, on ait
19s — Qnll1(<1,1) < €. D’aprés la question V.4.b), pour toute fonction f € L%*(0,1), on a
alors

IVa(f) = Kn(f)]2 < €l f2,

ce qui implique que |Vs — K, || < . Autrement dit,

lim |V — K| = 0.
n—+0a0

Mais d’aprés la question V.4.a, K, est une application linéaire compacte de L?(0,1) dans
lui méme. La question V.3.b) implique alors que V; est une application linéaire compacte
de L?(0,1) dans L?(0,1).

Partie VI : Opérateurs de Hilbert-Schmidt

e}
1) S’il existe une base hilbertienne (vy,)n>0 de H telle que Z 1T (vn) |3 < 400, alors T' est Hilbert-

n=0

Schmidt par définition.

Réciproquement, supposons que 1" soit Hilbert-Schmidt, c’est a dire qu'il existe une base (b)x>0
de H telle que

+00
2 TR < +oo,
k=0

et soit (yn)n>0 une autre base hilbertienne de H. Par la formule de Parseval (appliquée avec la
base hilbertienne (7;)n>0, on a

+00 +00

DT@E = 35 D) KT ®r),vmom .
k=0

k=0n=0
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2)

Or |<T(bk)77n>H‘ = |<bk7T*(’Yn)>H| = ‘<T*('7n)7bk>H|7 d’ou

400 +00

2 ITOG = 3 S KT () b

k=0n=0

Le théoréme de Fubini-Tonelli (version discréte) implique alors que

+00 +0
ZHT by | gg *(Yn), bidm |,

et en appliquant une nouvelle fois la formule de Parseval (mais avec la base hilbertienne (bg)r>0),

on en déduit que
+o0 +00
D T®R)E = D 1T () -
k=0 n=0

D’une part, on en déduit que T est aussi Hilbert-Schmidt. D’autre part, comme 1’égalité précé-
dente est vraie en fait pour tout couple de bases hilbertiennes, on a aussi que

+o0 +00
DT ()7 = X 1T ()|
n=0 k=0

et donc, on en déduit finalement que

Z |7 (vie) 7 = 2 IT(0x) |7 < +c0.
k=0

Autre méthode : on peut aussi invoquer que T%* = T pour conclure.

a) Comme (bg)r>0 est une base hilbertienne de H, pour tout x € H, on a

+00
r = Z<x7bk>H bk7
k=0

ot la série converge (en norme) dans H. D’autre part, (b;)o<j<n étant une base orthonormale
de F}, et on a

PFn 2<x bk>ku
Ainsi
+o0
xr — Ppna: = Z <x,bk>ku
k=n+1

La linéarité et la continuité de T implique que

T(z) — Sp(z) = > <a.bpyaT(br).

k=n+1

Avec 'inégalité triangulaire puis 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

400 +0 12 s 4o 1/2
(T = Sa)(@)lm < ), |<xabk>H||T(bk)|H<< )y |<ffabk>H|2> (Z ||T(bk)||2) :

k=n+1 k=n+1 k=n+1
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L’inégalité de Bessel (ou via Parseval) implique alors que

‘oo 1/2
(T = Sn)(@) | < llzla ( > T(bk)2> ,

k=n+1
ce qui entraine que

+0 1/2
IT = Sul < < > \T(bk)\%{) :

k=n+1

+00

b) Comme la série Y., |T(bx)|% converge, on sait que liI}_l Z |IT(b) |3 = 0, ainsi par la
n——+0o

k=n+1
question VI.2.a), on en déduit que

lim |T — S, =0.
n——+0o0

Remarquons alors que I'image de S, est contenue dans le sous-espace vectoriel engendré par
les T'(bx), 0 < k < n, donc de dimension finie. Ainsi S, est compact car de rang fini (méme
raisonnement que dans la question V.4.a)). La question V.3.b) permet alors d’en déduire

que T est aussi compacte.
3) a)Ona

1 .
<nwm%»=ﬂnwmmfmmm

- 1“(13) JO 1 <r e dt) dz.

0
Or avec le changement de variable uw = x — ¢, on a

fx efQiﬂ’n(xft) ({L’ - t)sfl dt = J‘x o~ 2imnu, s—1 du,
0 0

T
‘[ e—%wnuus—ldu> dzr.
0

ce qui donne

<%®»%»=&@£(

Comme |e~2imnu

de Fubini, ce qui donne

(Vs(en), enpe = F(ls) Ll e 2imny sl (Ll dx) du

_ 1 1672MWuu571 — ) du

7, o
1

= @ (In(s = 1) = In(s)) -

Soit s €]0,1[. Alors s — 1 €] — 1,0[, et en utilisant les questions I1.3.b) et II.3.e), on a

In(s) = O (i) ot In(s—1) = (;fz))e— +o <nl> |

Ainsi, on en déduit que

Vilen)sends — (ez;n) +o (:) e (i) |

w7l = w1l et s > 0, il est facile de voir qu’on peut utiliser le théoréme
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Or, comme s €]0, 1], le terme O (%) est o( ) d’ott

(iend e = oo o ()

ce qui donne I’équivalent suivant

TS

e 2

<‘/s (en); en>2 ~

n—+o (27n)s’

b) Supposons que Vi soit Hilbert-Schmidt sur L2(0,1). Alors, comme (e, ),z est une base
hilbertienne de L2(0,1), on a, d’aprés la question VI.1),

+00

2. Vslen)l3 < +o0.

n=0
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

400

+00
D Valen), enyal* < 7 [Valen) | < +o0.
n=0

n=0

Or d’apreés la question VI.3.b), on a [(Vs(en),en 2|

série
1
Z 77,25

n

e (27r R Ainsi, cela implique que la

converge et donc nécessairement 2s > 1, c’est-a-dire s > 1/2.

4) L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

[ ansotas ([ eora) ([ uors)” =i ([ Keora)

Or par le théoréme de Fubini-Tonelli

1 /¢l
[ ([} 1P ay) do = 15 8sqosgugon <
et donc pour presque tout z € [0, 1], on a
1

f |K (x,y)|* dy < +o0. (3.23)

0
En particulier, Tk (f)(x) est bien définie pour presque tout x € [0,1], et on a

2 5 2
TelN@E < 1115 | 1K) Pay.
En intégrant par rapport & x, on obtient que
f T (F)(@) 2 do < DFIRIK oo npn o)

Donc T (f) € L*(0,1) et on a |Tx(f)|2 < K|l z2(j0,17x[0,171f 2. Ceci prouve que I'application
linéaire T est continue de L?(0,1) dans L2(0,1) et

1Tk | < 1K 22([0,17x[0,1]-
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Montrons maintenant que Tk est Hilbert-Schmidt. Pour cela, fixons (b, ),>0 une base hilbertienne
de L?(0, 1) et notons pour presque tout (z,y) € [0,1] x [0,1], K, (y) = K(z,y). L’inégalité (3.23)
implique que pour presque tout = € [0,1], K, € L?(0,1) et on a

Tr(f)(w) = (K, fo
D’ou

+00 +00 1 +00 1
S Tk B = Y L T (bn)(@)Pdz = 3 jo KK, bya? da.
n=0 n=0 n=0

En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on a

400 1 +o0
S T (b)) = f S [ badal? i
n=0 n=0

0

Or par la formule de Parseval appliquée a K, € L?(0,1), on a

+00
D KB, bayal® = [ Ko3,
n=0

ce qui donne

“+00 1 1 1
S T () 3 = fo 1Kol de = fo (L \K(a:,yn?dy) de = |K |22 17x01] < +00-
n=0

On en déduit que Tk est Hilbert-Schmidt.
5) D’aprés la question VI.3.b), si V; est Hilbert-Schmidt, alors s > 1/2.

Réciproquement, supposons que s > 1/2. On voit que Vi = Tk, avec

Ks(z,y) = F(ls)][[o,x[(y)(x - y)8_17 ou (z,y) € [0,1] x [0,1].

En utilisant que 2s —1 >0, on a

Ll (fo o) dy) do = L <

I'(s)? J, 2s—1 |,
1 1 ,.2s—1
= f i dz
I'(s)2 )y 2s—1
1

Ainsi, K € L([0,1] x [0,1]) et la question VI.4) implique que Vs = Tk, est Hilbert-Schmidt.

6) Supposons que V; s’écrit comme une série absolument convergente d’applications linéaires conti-
nues de L?(0,1) dans L?(0,1) de rang 1. Il est clair que toute application linéaire continue de
rang 1 sur L?(0,1) s’écrit comme (z @ y)(h) := (h,y)2 & avec x,y,h € L?(0,1). De plus, il n’est
pas difficile de voir que |z ® y| = ||z[2]|y[l2. L’hypothése implique donc qu'’il existe deux suites
(71)k>0 et (yx)kso0 de L2(0,1) telle que

+00 =
Vo= Y ok ®ui, avec Y [aklalykl2 < +oo.
k=0 k=0
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Remarquons alors que
+00
(Valen),end2 = D {en, yk2(Th, en)2,
k=0

d’oui, avec I'inégalité triangulaire et le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

+00 +00

+00
DT Valen) endal < D0 Y [Ken, yrdal (s en ol
n=0 n=0k=0

00 +00

= 3N Ken, yiall<zn, endal.

k=0n=0

Or avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis I'inégalité de Parseval, on a

12 /oo 1/2
Z [Ken, 2l Kok, en 2l < (Z |<enayk>2|2> (Z |<93kaen>2|2> < llzkl2lyw -
n=0

On en déduit finalement que
+00

Z |<Vs(en)aen>2| < +0. (3.24)
n=0

Maintenant, supposons par I’absurde que 0 < s < 1. Si 0 < s < 1, d’apreés la question VI.3.a), on a

Valen)senda]  ~

n—+w (27rn)s

1
ce qui implique que la série Z —, converge, ce qui est absurde. On obtient également une contradiction
n=1

dans le cas ot s = 1, car un calcul élémentaire montre que Vi (e,) = L ¢, et donc

2imn

1
2imn’

<‘/1 (en)a en>2 =

ce qui donne également une contradiction avec (3.24). Ainsi, si Vs s’écrit comme une série absolument
convergente d’applications linéaires continues de L?(0,1) dans L?(0,1) de rang 1, alors nécessairement
s> 1.

Réciproquement, supposons que s > 1. Comme § > %, la question VI.5) implique que V% est Hilbert-

Schmidt. D’aprés la question V.2.e), on a aussi que VsoVs = V,. En utilisant que (e, )nez est une base
hilbertienne de L?(0,1), on a, pour tout f € L%(0,1),

f) = Z<V% (f)a en>2 €n,

neZ

d’ou par linéarité et continuité de V%,

Va(£) = V5 (V3(5) = 2 V5 (f) en)aVs (en)

neZ

= YL V2 (en))2Vs (en)

A

= Y (Vs (en) @ VE(ea))(f).

neZ
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De plus, remarquons qu’avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la question VI.1), on a

2 1Vs(en) @ Vi (el = D 1Vs () 11V (en)|

nez nez
1/2 1/2
< (Z V;(en)|2> (Z HV;*(en)!Q>
nez neZ
= > Vz(en)l?,
neZ

quantité finie car V% est Hilbert-Schmidt. Ainsi, on en déduit que

Vi= 2 Va(ea) ® Vi (en),

neZ

ou la série est absolument convergente.
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