
Agrégation externe de mathématiques

Le but du sujet est d’étudier les propriétés d’un semi-groupe d’opérateurs (le semi-groupe de Riemann-
Liouville) dans lequel se plonge l’opérateur d’intégration (opérateur de Volterra). Après un passage
par le cadre des fonctions continues sur r0, 1s, le reste du sujet se place dans le cadre L2

pr0, 1sq pour
s’intéresser notamment à des propriétés d’idéaux d’opérateurs telles que la compacité, le caractère
Hilbert-Schmidt, et enfin la nucléarité dans la toute dernière question.
Le sujet est prétexte à balayer divers champs du programme d’analyse de l’agrégation. Cette variété a
permis à la plupart des candidats de s’exprimer dans les copies, en abordant souvent une proportion
significative du sujet.
Toujours en ce qui concerne les commentaires généraux, on note une grande disparité dans la qualité
de la rédaction (et de l’orthographe !) et de la présentation des copies.
Enfin, nous encourageons les candidats à lire attentivement l’énoncé ; cela évite des confusions dans la
nature des objets (notamment entre V et J dans ce sujet).

En ce qui concerne plus précisément le sujet, la première partie est consacrée à des résultats
préliminaires variés et indépendants :

— Calcul d’intégrale élémentaire : le calcul par double IPP a souvent été privilégié, mais le cas
particulier n “ m a été fait complètement à part, lorsqu’il n’était pas oublié.

— Équation di!érentielle d’ordre 2 à coe"cients constants. Sur le (a), le plus souvent bien traité,
on constate quand même des erreurs étonnantes. L’équation di!érentielle en elle-même a été en
général bien résolue, mais la gestion des conditions au bord n’a pas été pas toujours bien traitée
avec à la fois des problèmes de rédaction et des problèmes de logique pour répondre e!ectivement
à la question posée. En particulier, certains candidats n’ont pas vu que l’ensemble des solutions
dépendait de ω.

— Théorème fondamental de l’analyse : pour le (a), trop de copies ont donné une réponse fausse
(en indiquant f ´ fp0q) mais très majoritairement les candidats ont répondu correctement. Par
contre la preuve de ce résultat classique pose des di"cultés à une majorité de candidats : elle
était le plus souvent ignorée, ou fausse, ou simplement mal rédigée.

— Adjoint d’un opérateur sur un Hilbert : en général cette question a été plutôt bien traitée.
— Norme d’un opérateur diagonal sur un espace de Hilbert : de façon très surprenante, cette question

a mis en grande di"culté une large majorité de candidats. Très souvent, expliciter la norme d’une
somme de vecteurs orthogonaux n’était pas comprise (Pythagore ignoré) avec des confusions entre
somme ε1 et somme ε2.

La seconde partie commence avec l’introduction des deux fonctions spéciales classiques de l’analyse :
la fonction ! et la fonction Bêta, puis un calcul d’équivalent du coe"cient de Fourier d’une fonction
puissance, via des techniques d’analyse complexe.

— La question 1. (surtout a/b/c) a été en général plutôt bien traitée du point de vue calcul.
Toutefois, en ce qui concerne la rédaction, on attendait au b. d’être prudent avec les bornes dans
l’I.P.P. généralisée. Au c., une rédaction propre de la récurrence était attendue.
Nous en profitons pour rappeler aux candidats que le jury est particulièrement attentif au soin
et à la précision de la rédaction en début de sujet.
Quant à la question d. si l’énoncé du théorème de continuité sous le signe

!
était en général bien

connu, dans ce cas précis, la domination a posé des di"cultés.
— A la question 2. les candidats n’ont pas toujours vu en 2.a. qu’il fallait s’occuper (même rapide-

ment) de la borne "1". Pour le 2.b., le fait que l’image de ϑ soit bien incluse dans R`˚
ˆ R`˚

a souvent été oublié. Le recours au théorème d’inversion local, souvent invoqué, était inutile et
concrètement insu"sant tel quel. Au (ii), le changement de variable a été trop peu souvent ex-
plicité et trop peu de candidats ont véritablement détaillé l’étape de ce changement de variable
multidimensionnel.
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— Question 3 : les a. et b. ont en général été correctement traités, en particulier le recours à l’I.P.P.
a été vu. Cependant beaucoup trop de candidats ne simplifient pas expp2inϖq.
La question 3.c. a été abordée par une bonne proportion de candidats mais leur a posé de
grandes di"cultés. Sans être exhaustif sur celles-ci, notons tout de même que le log complexe est
manipulé sans aucune précaution (en particulier attention au log d’un produit !), les hypothèses de
la formule de Cauchy, notamment la nature du domaine, ne sont pas mentionnées (encore moins
vérifiées). On a constaté de nombreux “passages en force” dans cette question. Concrètement
cette question est très rarement correctement traitée.
Enfin au 3.e, la gestion des équivalents et des comparaisons a été en général fragile.

La troisième partie s’intéresse à l’opérateur J d’intégration sur Cpr0, 1sq : on montre que le spectre
ponctuel est vide, et qu’il est compact en utilisant le théorème d’Ascoli. On explicite par ailleurs les
itérées successives de J (préparant ainsi à l’introduction du semi-groupe dans la partie V).

— La toute première question n’a pas posé de di"cultés particulières. Mais pour l’injectivité de
J , certains candidats ont a"rmé que, si l’intégrale d’une fonction continue est nulle alors cette
fonction est nulle, considérant -ou pas- que la fonction était positive (ce qui n’était pas le cas du
tout, puisqu’à valeurs complexes a priori).

— Pour la troisième question, beaucoup de candidats ont oublié que f devait s’annuler en 0 et ont
donc a"rmé que ϱppJq “ Czt0u.

— Dans 4., les récurrences en a. et b. ont souvent été mal rédigées et comportaient des erreurs de
logique. Quant à c., peu de candidats ont pensé à utiliser une formule de Taylor et beaucoup se
sont lancés dans une récurrence, qu’ils ont eu en fait du mal à gérer.
On note aussi beaucoup de confusions entre J et Jpfq dans cette question et la suivante.

— Si la question a.a été souvent bien traitée, très peu de candidats ont pensé à invoquer le théorème
d’Ascoli qui donnait immédiatement le résultat.

La quatrième partie s’intéresse toujours à l’opérateur d’intégration (noté V ici) mais cette fois
sur l’espace de Hilbert L2

p0, 1q : on calcule notamment son adjoint, les valeurs propres (et une base
hilbertienne associée) de V ˚V , et la norme de V .

— La toute première question a été abordée par une large proportion de candidats avec plus ou
moins de réussite, avec parfois des confusions avec l’opérateur J . Le b. a été souvent “maltraité”,
les candidats se contentant de calculs formels.

— La seconde question nécessitait de bien comprendre la nature des objets mis en jeu et cela a en
fait une question dont la rédaction a été délicate.

— Si la question 3. a été abordée par un nombre significatif de candidats, trop de candidats ont
“forcé” les calculs à déboucher sur la formule annoncée.

Dans la cinquième partie, on aborde (enfin) l’aspect semi-groupe, en utilisant les résultats des parties
précédentes. On introduit le semi-groupe de Riemann-Liouville

`
Vs

˘
s!0

. On établit alors que c’est un
semi-groupe fortement continu et que Vs est compact pour tout s ! 0.

Le début de cette partie a été abordé par une petite proportion de candidats avec une réussite inégale.

Enfin la sixième partie établit des généralités sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt, puis montre que
les opérateurs Vs ont cette propriété exactement quand s !

1

2
¨ Le problème se conclut en demandant

de montrer qu’ils sont nucléaires exactement quand s ! 1.

Cette dernière partie a été significativement abordée par extrêmement peu de candidats.
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Proposition de corrigé

Partie I : Préliminaires

1) Notons I “

" 1

0
cos

ˆ
p2n ` 1qϖx

2

˙
cos

ˆ
p2m ` 1qϖx

2

˙
dx.

Solution 1
Pour tous a, b P R, on a : cospaq cospbq “

1
2pcospa ` bq ` cospa ´ bqq.

Ainsi

cos

ˆ
p2n ` 1qϖx

2

˙
cos

ˆ
p2m ` 1qϖx

2

˙
“

1

2
pcosppn ` m ` 1qϖxq ` cosppn ´ mqϖxqq .

De plus, pour k P Z˚, on a
" 1

0
cospkϖxqdx “

1

kϖ
rsinpkϖxqs

1
0 “

1

kϖ
psinpkϖq ´ sinp0qq “ 0

et si k “ 0, on a " 1

0
cospkϖxqdx “

" 1

0
1 dx “ 1.

Comme m ` n ` 1 P N˚, on en déduit donc que

" 1

0
cos

ˆ
p2n ` 1qϖx

2

˙
cos

ˆ
p2m ` 1qϖx

2

˙
dx “

$
’’&

’’%

1

2
si m “ n

0 si n ‰ m

.

Solution 2
On peut aussi procéder par double intégration par parties. Une première IPP (les fonctions
impliquées sont C 1) permet d’obtenir (sans que l’on détaille ici le calcul)

I “

ˆ
2m ` 1

2n ` 1

˙ " 1

0
sin

ˆ
p2n ` 1qϖx

2

˙
sin

ˆ
p2m ` 1qϖx

2

˙
dx .

Ainsi si m “ n, on a

I “

" 1

0
1 ´ cos

2

ˆ
p2n ` 1qϖx

2

˙
dx “ 1 ´ I

donc I “
1

2
dans ce cas.

Lorsque m ‰ n, une seconde IPP donne I “

ˆ
2m ` 1

2n ` 1

˙2

I donc I “ 0.

2) a) Soit ω ! 0. Rappelons que cospxq “ 0 "ñ x P
#`
k `

1
2

˘
ϖ : k P Z

(
.

Or
1

?

ω
! 0 et pk `

1

2
qϖ ! 0 si et seulement si k P N. Ainsi, on obtient que

cos

ˆ
1

?

ω

˙
“ 0 "ñ Dk P N, 1

?

ω
“

ˆ
k `

1

2

˙
ϖ

"ñ Dk P N, ω “
4

p2k ` 1q2ϖ2
.
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b) L’équation caractéristique associée à l’équation di!érentielle est ωr2 ` 1 “ 0. Comme ω !

0, les solutions de cette équation caractéristique sont r “ ˘
i

?

ω
. Ainsi, les solutions de

l’équation di!érentielle ωg2
` g “ 0 sont données par

ga,bpxq “ a cos

ˆ
1

?

ω
x

˙
` b sin

ˆ
1

?

ω
x

˙
, où a, b P C.

Remarquons que

ga,bp1q “ g1
a,b

p0q “ 0 "ñ

$
’’’’&

’’’’%

b
?

ω
“ 0

et

a cos

ˆ
1

?

ω

˙
` b sin

ˆ
1

?

ω

˙
“ 0

"ñ

$
’’’&

’’’%

b “ 0

et

a “ 0 ou cos

ˆ
1

?

ω

˙
“ 0.

Notons Eω l’ensemble des solutions de l’équation di!érentielle

ωg2
` g “ 0 et gp1q “ g1

p0q “ 0.

Ainsi, d’après la question I.2.a) :

si il existe k P N tel que ω “
4

p2k ` 1q2ϖ2
, alors

Eω “ tga,0 : a P Cu où ga,0pxq “ a cos

ˆ
x

?

ω

˙
,

sinon Eω “ t0u.
3) a) Pour tout x P r0, 1s, on a F 1

pxq “ fpxq.
b) Fixons x0 P r0, 1s. Pour tout x P r0, 1s, avec x ‰ x0, on a

F pxq ´ F px0q

x ´ x0
´ fpx0q “

1

x ´ x0

ˆ"
x

0
fptqdt ´

"
x0

0
fptqdt ´ px ´ x0qfpx0q

˙

“
1

x ´ x0

"
x

x0

pfptq ´ fpx0qqdt.

Notons Ix,x0 “ rx, x0s si x # x0 et Ix,x0 “ rx0, xs si x ! x0. Par l’inégalité triangulaire, on
en déduit que ˇ̌

ˇ̌F pxq ´ F px0q

x ´ x0
´ fpx0q

ˇ̌
ˇ̌ ↭ sup

tPIx,x0
|fptq ´ fpx0q|.

Fixons maintenant ς ! 0. Comme f est continue en x0, il existe φ ! 0 tel que

t Psx0 ´ φ, x0 ` φrXr0, 1s ùñ |fptq ´ fpx0q| # ς.

Soit x Psx0 ´ φ, x0 ` φrXr0, 1s. Alors pour tout t P Ix,x0 , on a t Psx0 ´ φ, x0 ` φrXr0, 1s et
donc suptPIx,x0 |fptq ´ fpx0q| # ς. Ainsi, si x Psx0 ´ φ, x0 ` φrXr0, 1s, on a

ˇ̌
ˇ̌F pxq ´ F px0q

x ´ x0
´ fpx0q

ˇ̌
ˇ̌ ↭ ς.

Donc F est dérivable en x0 et F 1
px0q “ fpx0q. Ceci étant vérifié pour tout x0 P r0, 1s, on en

déduit que F est dérivable sur r0, 1s et F 1
“ f .

On pouvait aussi utiliser un argument reposant sur le théorème de la moyenne mais en prenant
soin de distinguer partie réelle et partie imaginaire (car la fonction f est supposée à valeurs
complexes).
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4) a) Soit T : H $Ñ H une application linéaire continue sur un espace de Hilbert H. Pour tout
x P H, on a

}T pxq}
2
H “ xT pxq, T pxqyH “ xx, T ˚

pT pxqqyH ,

et l’inégalité de Cauchy Schwarz implique que

}T pxq}
2
H ↭ }pT ˚

˝ T qpxq}H}x}H .

b) En utilisant I.4.a), pour tout x P H, }x} ↭ 1, on a

}T pxq}
2
H ↭ |}T ˚

˝ T }|}x}
2
H ↭ |}T ˚

˝ T }|.

Par passage au sup sur la boule unité (fermée) de H, on obtient par définition de la norme
d’une application linéaire continue que

|}T }|
2 ↭ |}T ˚

˝ T }|. (3.1)

D’autre part, la norme |} ¨ }| étant une norme d’algèbre, on a |}T ˚
˝ T }| ↭ |}T ˚

}| |}T }|, ce qui
donne

|}T }|
2 ↭ |}T ˚

}| |}T }|.

Si |}T }| ‰ 0, en simplifiant par |}T }|, on obtient

|}T }| ↭ |}T ˚
}|. (3.2)

Cette inégalité est évidemment aussi vraie si |}T }| “ 0, i.e. T “ 0.
Rappelons maintenant que pT ˚

q
˚

“ T car pour tous h1, h2 P H, on a

xh1, pT ˚
q

˚
ph2qyH “ xT ˚

ph1q, h2yH “ xh1, T ph2qyH .

En appliquant (3.2) à T ˚, on obtient que |}T ˚
}| ↭ |}pT ˚

q
˚
}| “ |}T }|. Ainsi, on en déduit finale-

ment que |}T }| “ |}T ˚
}|.

Finalement, en reprenant l’inégalité (3.1), on a

|}T }|
2 ↭ |}T ˚

˝ T }| ↭ |}T ˚
}| |}T }| “ |}T }|

2,

ce qui permet de conclure que |}T }|
2

“ |}T ˚
˝ T }|.

5) Si x est dans H1 :“ Vect tbn : n ↫ 0u, l’espace vectoriel engendré par les bn, alors on peut écrire
x sous la forme

x “

Nÿ

n“0

anbn,

où N P N et an P C, 0 ↭ n ↭ N . Par linéarité de D!, on a alors

D!pxq “

Nÿ

n“0

anDωpbnq “

Nÿ

n“0

anωnbn.

En utilisant que pbnqn↫0 est une base hilbertienne, on a donc (par la formule de Parseval appliquée
deux fois) que

}D!pxq}
2
H “

Nÿ

n“0

|an|
2
|ωn|

2 ↭ }”}
2
8

Nÿ

n“0

|an|
2

“ }”}
2
8}x}

2
H .

Ainsi, pour tout x P H1, on a }D!pxq}H ↭ }”}8}x}H . Ceci prouve que D! est continue de H1

dans H et on a |}D! : H1 Ñ H}| ↭ }”}8. Comme H1 est dense dans H (car pbnqn↫0 est une base
hilbertienne de H), le théorème de prolongement des applications linéaires continues implique
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que D! se prolonge en une (unique) application linéaire continue sur H (que l’on note encore
D!) avec

|}D!}| “ |}D! : H1 Ñ H}| ↭ }”}8.

D’autre part, pour tout n ↫ 0, on a }bn} “ 1 et donc

|ωn| “ }ωnbn}H “ }D!pbnq}H ↭ |}D!}|}bn}H “ |}D!}|.

Ainsi }”}8 ↭ |}D!}|, ce qui donne finalement que |}D!}| “ }”}8.

Autre méthode : Soit x P H. Comme pbnqn↫0 est une base hilbertienne de H, on peut écrire

x “

`8ÿ

n“0

xx, bnyHbn,

avec

}x}
2
H “

`8ÿ

n“0

|xx, bnyH |
2

# `8.

On pose alors

$D!pxq “

`8ÿ

n“0

ωnxx, bnyHbn. (3.3)

Remarquons que
`8ÿ

n“0

|ωnxx, bnyH |
2 ↭ }”}

2
8

`8ÿ

n“0

|xx, bnyH |
2

# `8,

et donc la série donnée par (3.3) converge dans H. De plus, on a

} $D!pxq}
2
H ↭ }”}

2
8}x}

2
H ,

ce qui implique que l’application linéaire $D! est continue avec |} $D!}| ↭ }”}8.
Enfin, remarquons que

$D!pbkq “

`8ÿ

n“0

ωnxbk, bnyHbn “ ωkbk, (3.4)

car xbk, bnyH “ 0 si n ‰ k, et 1 sinon. Donc $D! prolonge D!.
On a l’unicité par linéarité, continuité et densité de Vectpbn : n ↫ 0q dans H. Le calcul de |} $D!}|

se fait exactement comme précédemment en utilisant (3.4)
Partie II : Fonctions Gamma et Bêta

1) a) Soit s ! 0. La fonction t %$Ñ ts´1
e

´t est continue sur s0,`8r donc localement intégrable
sur s0,`8r. De plus, cette fonction est positive.
On a ts´1

e
´t

„
tÑ0`

ts´1 et t %$Ñ ts´1 est intégrable en 0 car s ´ 1 ! ´1. Ainsi l’intégrale

" 1

0
ts´1

e
´t

dt

converge.
De plus, on a (par critère de comparaison) ts´1

e
´t

“ o
`
1
t2

˘
lorsque t Ñ `8. Comme

t %$Ñ
1

t2
est intégrable au voisinage de l’infini, on en déduit que

" `8

1
ts´1

e
´t

dt

converge.
Finalement, on conclut que ! est bien définie sur s0,`8r.
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b) Pour s ! 0, on a

!ps ` 1q “

" `8

0
tse´t

dt.

E!ectuons une intégration par parties avec les deux fonctions de classe C 1 sur s0,`8r,
uptq “ ts et vptq “ ´e

´t. Fixons 0 # ς # M # `8. La formule d’intégration par parties
donne

"
M

ε

tse´t
dt “ ´

“
tse´t

‰M
ε

` s

"
M

ε

ts´1
e

´t
dt

“ ςse´ε
´ M s

e
´M

` s

"
M

ε

ts´1
e

´t
dt. (3.5)

Or limεÑ0 ςse´ε
“ 0 (car s ! 0) et limMÑ`8 M s

e
´M

“ 0 (par croissance comparée). En
faisant tendre ς vers 0 et M vers `8 dans (3.5), on obtient ainsi que

!ps ` 1q “ s

" `8

0
ts´1

e
´t

dt “ s!psq.

c) Montrons par récurrence que, pour tout n P N, la proposition Pn “ “!pn ` 1q “ n! ” est
vraie.
Pour n “ 0, on a

!p1q “ lim
AÑ`8

"
A

0
e

´t
dt “ lim

AÑ`8
´

“
e

´t
‰A
0

“ ´

ˆ
lim

AÑ`8
e

´A
´ e

0

˙
“ 1 “ 0! .

Ainsi P0 est vraie.
Supposons maintenant que Pn est vraie pour un certain entier n P N. En appliquant d’abord
la question II.1.b) avec s “ n ` 1, puis l’hypothèse de récurrence, on en déduit alors que

!pn ` 2q “ !pn ` 1 ` 1q “ pn ` 1q!pn ` 1q “ pn ` 1qn! “ pn ` 1q!

autrement dit Pn`1 est vraie.
Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout entier n P N, on a !pn ` 1q “ n!.

d) On a
‚ Pour tout t ! 0, la fonction s %$Ñ ts´1

e
´t est continue sur s0,`8r.

‚ Pour tout s ! 0, la fonction t %$Ñ ts´1
e

´t est continue (donc mesurable) sur s0,`8r.
‚ Fixons 0 # a # b # `8. Pour tout a ↭ s ↭ b, on a 0 ↭ ts´1

e
´t ↭ ta´1

e
´t si 0 # t # 1

et on a 0 ↭ ts´1
e

´t ↭ tb´1
e

´t si t ↫ 1. Ainsi, on peut écrire que, pour tout a ↭ s ↭ b
et tout t ! 0, on a

0 ↭ ts´1
e

´t ↭ ta´1
e

´t
` tb´1

e
´t.

Or, d’après II.1.a), puisque !paq et !pbq existent, l’intégrale
" `8

0
pta´1

e
´t

` tb´1
e

´t
qdt

converge. Ainsi, on peut appliquer le théorème de continuité des intégrales à paramètres
qui implique que ! est continue sur ra, bs, ceci quelque soit a, b avec 0 # a # b # `8.
On en déduit alors que ! est continue sur s0,8r.

2) a) Soient s, s1
! 0. La fonction t %$Ñ ts´1

p1 ´ tqs
1´1 est continue sur s0, 1r donc localement

intégrable sur s0, 1r. De plus, cette fonction est positive. On a ts´1
p1 ´ tqs

1´1
„

tÑ0`
ts´1 et

t %$Ñ ts´1 est intégrable en 0 car s ´ 1 ! ´1. Ainsi l’intégrale

Ips, s1
q “

" 1{2

0
ts´1

p1 ´ tqs
1´1

dt
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converge. De même, ts´1
p1 ´ tqs

1´1
„

tÑ1´
p1 ´ tqs

1´1 et t %$Ñ p1 ´ tqs
1´1 est intégrable en 1

car s1
´ 1 ! ´1. Ainsi l’intégrale

Jps, s1
q “

" 1

1{2
ts´1

p1 ´ tqs
1´1

dt

converge.
On peut aussi invoquer un argument de symétrie en remarquant que Jps, s1

q “ Ips1, sq, via
le changement de variable t %Ñ 1 ´ t.
Finalement, on en déduit que B est bien définie sur s0,`8rˆs0,`8r.

b) (i) Si px, yq Ps0,`8rˆs0, 1r, il est clair que xy ! 0 et xp1 ´ yq ! 0 et donc ϑ est bien à
valeurs dans s0,`8rˆs0,`8r. Maintenant si pu, vq Ps0,`8rˆs0,`8r, on a

ϑpx, yq “ pu, vq "ñ

$
’&

’%

xy “ u

x “ xy ` v “ u ` v

"ñ

$
’’&

’’%

y “
u

u ` v

x “ u ` v

.

Remarquons que x ! 0 et y Ps0, 1r. Ceci prouve que ϑ est bien une bijection de
s0,`8rˆs0, 1r sur s0,`8rˆs0,`8r, et que

ϑ´1
pu, vq “

ˆ
u ` v,

u

u ` v

˙
, pour pu, vq Ps0,`8rˆs0,`8r.

Il est clair que ϑ est de classe C1 sur s0,`8rˆs0, 1r (car ses composantes sont des poly-
nômes en x et y) et ϑ´1 est aussi de classe C1 sur s0,`8rˆs0,`8r (car ses composantes
sont des polynômes ou fractions rationnelles en u et v dont le dénominateur ne s’annule
pas). Ainsi ϑ est bien un C1-di!éomorphisme.

(ii) Remarquons que toutes les fonctions intégrandes qui interviennent dans les expressions
des fonctions ! et B sont positives et donc on peut appliquer le théorème de Fubini-
Tonelli. Ainsi, pour tout s, s1

! 0, on a

!psq!ps1
q “

"

s0,`8r2
us´1vs

1´1
e

´pu`vq
du dv.

On va faire le changement de variable pu, vq “ ϑpx, yq. On sait d’après la question
II.2.b.(i) que ϑ est un C1 di!éomorphisme de s0,`8rˆs0, 1r sur s0,`8rˆs0,`8r. De
plus, la matrice Jacobienne de ϑ au point px, yq Ps0,`8rˆs0, 1r est donnée par

ˆ
y x

1 ´ y ´x

˙
.

Ainsi le jacobien de ϑ est

Jacpϑqpx, yq “ ´xy ´ xp1 ´ yq “ ´x,

et donc |Jacpϑqpx, yq| “ x. Ainsi, par la formule de changement de variable, comme
u ` v “ x, on a

!psq!ps1
q “

"

s0,`8rˆs0,1r
pxyq

s´1
pxp1 ´ yqq

s
1´1

e
´x x dx dy

“

"

s0,`8rˆs0,1r
xs`s

1´1
e

´xys´1
p1 ´ yq

s
1´1

dx dy.
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En appliquant une nouvelle fois le théorème de Fubini-Tonelli, on en déduit que

!psq!ps1
q “

" `8

0
xs`s

1´1
e

´x
dx

" 1

0
ys´1

p1 ´ yq
s

1´1
dy “ !ps ` s1

qBps, s1
q.

On obtient la relation demandée, à savoir que, pour tous s, s1
! 0, on a

!psq!ps1
q “ !ps ` s1

qBps, s1
q

3) a) Pour n ↫ 1, on a

Inp0q “

" 1

0
e

´2iϑnu
du “ ´

1

2iϖn

“
e

´2iϑnu
‰1
0

“ ´
1

2iϖn

`
e

´2iϑn
´ e

0
˘

“ 0.

b) Les intégrales Inp↼q et Inp↼ ´ 1q sont bien définies puisque ↼ ´ 1 ! ´1.
Les fonctions u %$Ñ uϖ et u %$Ñ e

´2iϑnu sont de classe C 1 sur s0, 1s et, comme ↼ ! 0, on a
limuÑ0 uϖe´2iϑnu

“ 0. On peut donc e!ectuer une intégration par parties généralisée et on
obtient

Inp↼q “ ´
1

2iϖn

“
uϖe´2iϑnu

‰1
0

`
↼

2iϖn

" 1

0
uϖ´1

e
´2iϑnu

du,

soit
Inp↼q “ ´

1

2iϖn
`

↼

2iϖn

" 1

0
uϖ´1

e
´2iϑnu

du.

Il reste à remarquer que Inp↼ ´ 1q “

" 1

0
uϖ´1

e
´2iϑnu

du “ Op1q.

Pour cela, remarquons que |e
´2iϑnu

| “ 1 et donc
ˇ̌
ˇ̌
" 1

0
uϖ´1

e
´2iϑnu

du

ˇ̌
ˇ̌ ↭

" 1

0
uϖ´1

du “
1

↼
, ce

qui permet de conclure que Inp↼q “ Op1{nq.
c) Rappelons que logpzq “ log |z|`i args´ϑ,ϑrpzq, pour z P CzR´. La fonction f est holomorphe

sur CzR´, qui est un ouvert étoilé, et Cε est un lacet contenu dans CzR´. Donc par le
théorème de Cauchy, on a "

Cω

fpzqdz “ 0.

D’où
0 “

"

ϱ1

fpzq dz `

"

r1,εs
fpzqdz ´

"

ϱω

fpzqdz `

"

r´iε,´is
fpzqdz. (3.6)

En paramétrant l’arc de cercle ↽r par ↽rptq “ reit, pour t P r´ϖ{2, 0s, on a
"

ϱr

fpzqdz “

" 0

´ε
2

fpreitqireit dt “ ir

" 0

´ε
2

expp↼ logpreitq ´ 2iϖnreit ` itqdt.

Or logpreitq “ logprq ` it, lorsque ´
ϑ

2 ↭ t ↭ 0 et donc
"

ϱr

fpzq dz “ ir

" 0

´ε
2

expp↼ logprq ` i↼t ´ 2iϖnreit ` itqdt. (3.7)

De plus, "

r1,εs
fpzqdz “ ´

" 1

ε

fptqdt “ ´

" 1

ε

expp↼ logptq ´ 2iϖntqdt,

soit "

r1,εs
fpzqdz “ ´

" 1

ε

tϖe´2iϑnt
dt. (3.8)

© https://www.devenirenseignant.gouv.fr page 57

https://www.devenirenseignant.gouv.fr


Agrégation externe de mathématiques

De même, on a
"

r´iε,´is
fpzqdz “ ´i

" 1

ε

fp´itqdt “ ´i

" 1

ε

expp↼ logp´itq ´ 2ϖntqdt.

Or logp´itq “ logptq ´ iϑ2 pour t ! 0, d’où
"

r´iε,´is
fpzqdz “ ´i

" 1

ε

expp↼ logptq ´ i↼
ϖ

2
´ 2ϖntqdt,

soit "

r´iε,´is
fpzqdz “ e

´pϖ`1q iε
2

" 1

ε

tϖe´2ϑnt
dt. (3.9)

En utilisant (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9), on en déduit que
" 1

ε

tϖe´2iϑnt
dt “ i

" 0

´ε
2

exppi↼t ´ 2iϖneit ` itqdt ´ iς

" 0

´ε
2

expp↼ log ς ` i↼t ´ 2iϖnςeit ` itqdt`

` e
´pϖ`1q iε

2

" 1

ε

tϖe2ϑnt dt. (3.10)

La fonction t %$Ñ tϖe2iϑnt est continue sur s0, 1s, et |tϖe´2iϑnt
| “ tϖ avec

" 1

0
tϖ dt convergente

(car ↼ ! ´1). Ainsi l’intégrale " 1

0
tϖe´2iϑnt

dt

converge et on a donc

lim
εÑ0

" 1

ε

tϖe´2iϑnt
dt “

" 1

0
tϖe´2iϑnt

dt “ Inp↼q. (3.11)

De même, l’intégrale
" 1

0
tϖe´2ϑnt

dt converge (en 0, on a tϖe´2ϑnt
„

tÑ0`
tϖ) et donc

lim
εÑ0

" 1

ε

tϖe´2ϑnt
dt “

" 1

0
tϖe´2ϑnt

dt. (3.12)

Enfin, pour tout t P r´ϖ{2, 0s, en utilisant que sinptq ↭ 0, on a
ˇ̌
exp

`
↼ logpςq ` i↼t ´ 2iϖnςeit ` it

˘ˇ̌
“ ςϖe2ϑnε sinptq ↭ ςϖ,

d’où
ˇ̌
ˇ̌
ˇiς

" 0

´ϑ{2
exp

`
↼ logpςq ` i↼t ´ 2iϖnςeit ` it

˘
dt

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ↭

ϖ

2
ςϖ`1

Ñ 0, lorsque ς Ñ 0,

car ↼ ` 1 ! 0. D’où, en passant à la limite dans (3.10), et en utilisant (3.11) et (3.12), on
en déduit que

Inp↼q “ Rnp↼q ` e
´pϖ`1q iε

2

" 1

0
tϖe2ϑnt dt.

d) On a

|Rnp↼q| ↭
" 0

´ε
2

e
2ϑn sinpςq

d⇀,
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et en utilisant le changement de variable t “ ´⇀, on en déduit que

|Rnp↼q| ↭
"

ϑ{2

0
e

´2ϑn sinptq
dt.

Par concavité de t %$Ñ sinptq sur r0,ϖ{2s, on a sinptq ↫ 2
ϑ
t (le graphe est au dessus de ses

cordes). On en déduit alors que

|Rnp↼q| ↭
"

ϑ{2

0
e

´4nt
dt “

1

4n
p1 ´ e

´2nϑ
q ↭ 1

4n
,

ce qui prouve que Rnp↼q “ Op1{nq.
e) En utilisant les questions II.3.c) et II.3.d), on a donc

Inp↼q “ e
´pϖ`1q iε

2

" 1

0
uϖe´2ϑnu

du ` O

ˆ
1

n

˙
.

Or en utilisant le changement de variable v “ 2ϖnu, on a
" 1

0
uϖe´2ϑnu

du “
1

p2ϖnqϖ`1

" 2ϑn

0
vϖe´v

dv.

Or
" 2ϑn

0
vϖe´v

dv $Ñ !p↼ ` 1q lorsque n Ñ `8, ce qu’on peut réécrire comme

" 2ϑn

0
vϖe´v

dv “ !p↼ ` 1q ` op1q, n Ñ `8.

Ainsi

Inp↼q “
e

´pϖ`1q iε
2

p2ϖnqϖ`1
!p↼ ` 1q ` o

ˆ
1

nϖ`1

˙
` O

ˆ
1

n

˙
.

Comme ´1 # ↼ # 0, le terme O
`
1
n

˘
est o

`
1

nϑ`1

˘
car ↼ ` 1 # 1, et donc

Inp↼q “
e

´pϖ`1q iε
2

p2ϖnqϖ`1
!p↼ ` 1q ` o

ˆ
1

nϖ`1

˙
.

Autrement dit,

Inp↼q „
nÑ`8

!p↼ ` 1q

p2ϖnqϖ`1
e

´pϖ`1q iε
2 .
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Partie III : L’opérateur d’intégration sur Cpr0, 1sq.

1) a) D’après la question I.3.b), pour tout f P Cpr0, 1sq, Jpfq est dérivable sur r0, 1s et en particu-
lier, on a Jpfq P Cpr0, 1sq. L’application J est clairement linéaire par linéarité de l’intégrale.
Enfin, pour toute f P Cpr0, 1sq et pour tout x P r0, 1s, on a

|Jpfqpxq| ↭
"

x

0
|fptq|dt ↭ x}f}8 ↭ }f}8,

ce qui donne }Jpfq}8 ↭ }f}8. On en déduit que l’application linéaire J est continue et
|}J}| ↭ 1. D’autre part si fptq “ p0ptq “ 1 pour t P r0, 1s, on a }p0}8 “ 1 et Jpp0qpxq “ x,
d’où }Jpp0q}8 “ 1. Par définition de la norme d’une application linéaire, on en déduit donc
que |}J}| “ 1.

b) Soit f P Cpr0, 1sq telle que F “ Jpfq “ 0. En utilisant la question I.3.b), on sait que F est
dérivable et F 1

“ f . On en déduit donc que f “ 0. Ainsi, kerpJq “ t0u et J est injective.
c) L’application J n’est pas surjective.

En e!et, supposons le contraire et considérons g P Cpr0, 1sq qui n’est pas dérivable sur r0, 1s.
Par exemple, on peut considérer gptq “

ˇ̌
t ´

1
2

ˇ̌
, ou encore t %Ñ

?
t, pour t P r0, 1s. Si J était

surjective, alors il existerait f P Cpr0, 1sq telle que Jpfq “ g. Mais alors d’après la question
I.3.b) la fonction g serait dérivable sur r0, 1s, ce qui n’est pas vraie. On conclut donc que J
n’est pas surjective.
Autre méthode : On peut aussi remarquer que pour toute fonction f P Cpr0, 1sq, on a
Jpfqp0q “ 0, et la fonction constante égale à 1 est bien une fonction de Cpr0, 1sq mais qui
n’est pas dans l’image de J et donc J n’est pas surjective.

2) Soit ω P C, ω ‰ 0, et f P Cpr0, 1sq telle que Jpfq “ ωf . On a f “ ω´1Jpfq. Or, d’après la
question I.3.b), la fonction Jpfq est dérivable sur r0, 1s et pJpfqq

1
“ f . Ainsi f est dérivable sur

r0, 1s et f 1
“ ω´1f . On en déduit alors que f 1 est continue sur r0, 1s et donc f est de classe C 1

sur r0, 1s. De plus, la fonction f est solution de l’équation di!érentielle

y1
“ ω´1y.

3) Soit ω P C et supposons que ω soit une valeur propre de J . Alors, il existe f P Cpr0, 1sq, avec
f ‰ 0, telle que Jpfq “ ωf .
Si ω “ 0, on a alors Jpfq “ 0 et la question III.1.b) implique que f “ 0, ce qui est absurde.
Si ω ‰ 0, la question III.2) implique que f est de classe C1 et solution de l’équation di!érentielle

y1
“ ω´1y.

On sait que les solutions de cette équation di!érentielle sont de la forme ykpxq “ ke´ω
´1

x, où
k P C. Donc il existe k P C telle que fpxq “ ke´ω

´1
x, pour x P r0, 1s. D’autre part, comme

Jpfqp0q “ 0, on a fp0q “ ω´1Jpfqp0q “ 0. On en déduit k “ fp0q “ 0. Ainsi f “ 0, ce qui est
aussi une contradiction. Ainsi, on peut conclure que J n’a aucune valeur propre.
Autre méthode : Si ω ‰ 0, on peut aussi invoquer le théorème de Cauchy-Lipschitz pour dire
que l’unique solution de l’équation di!érentielle du premier ordre linéaire à coe"cients constants
f 1

“
1

ω
f et fp0q “ 0, est f “ 0.

4) Soient f P Cpr0, 1sq.
a) Montrons par récurrence que pour tout n P N, la propriété Pn suivante est vraie : “Jn

pfq

est de classe C n sur r0, 1s et pour tout 0 ↭ k ↭ n, on a pJn
pfqq

pkq
“ Jn´k

pfq”.
Pour n “ 0, on a J0

pfq “ f est continue sur r0, 1s, i.e. de classe C 0, et

pJ0
pfqq

p0q
“ f p0q

“ f “ J0´0
pfq.
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Ainsi P0 est vraie. Supposons maintenant la propriété Pn vraie pour un certain entier
n ↫ 0. On a Jn`1

pfq “ JpJn
pfqq. Donc, d’après la question I.3 appliquée à Jn

pfq (qui est
bien continue car C n sur r0, 1s), Jn`1

pfq est dérivable sur r0, 1s et

pJn`1
pfqq

1
“ Jn

pfq. (3.13)

Comme Jn
pfq est de classe C n sur r0, 1s puisque Pn est supposée vraie, on en déduit que

Jn`1
pfq est de classe Cn`1 sur r0, 1s.

De plus, si k “ 0, on a

pJn`1
pfqq

p0q
“ Jn`1

pfq “ Jn`1´0
pfq,

et pour 1 ↭ k ↭ n ` 1, en utilisant (3.13), on a

pJn`1
pfqq

pkq
“ ppJn`1

pfqq
1
q

pk´1q
“ pJn

pfqq
pk´1q.

L’hypothèse de récurrence donne, puisque k ´ 1 ↭ n, que

pJn`1
pfqq

pkq
“ Jn´pk´1q

pfq “ Jn`1´k
pfq,

donc Pn`1 est vraie.

b) D’après la question III.4.a), on a pour 0 ↭ k # n soit n ´ k ´ 1 ↫ 0,

pJn
pfqq

pkq
p0q “ Jn´k

pfqp0q “ JpJn´k´1
pfqqp0q “ 0,

car si g P Cpr0, 1sq, on a Jpgqp0q “ 0.
c) On applique la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre n à Jn

pfq qui est de classe
C n sur r0, 1s. On obtient que pour tout x P r0, 1s et tout n ↫ 1, on a

pJn
pfqqpxq “

n´1ÿ

k“0

pJn
pfqq

pkq
p0q

k!
xk `

1

pn ´ 1q!

"
x

0
px ´ tqn´1

pJn
pfqq

pnq
ptqdt.

Or d’après la question III.4.b), pour tout 0 ↭ k # n, on a pJn
pfqq

pkq
p0q “ 0, ce qui donne

pJn
pfqqpxq “

1

pn ´ 1q!

"
x

0
px ´ tqn´1

pJn
pfqq

pnq
ptqdt.

Il reste à remarquer, d’après la question III.4.a), qu’on a pJn
pfqq

pnq
“ Jn´n

pfq “ f , d’où

pJn
pfqqpxq “

1

pn ´ 1q!

"
x

0
px ´ tqn´1fptqdt.

5) a) Soit f P Cpr0, 1sq avec }f}8 ↭ 1. Pour tous x, y P r0, 1s, on a

|Jpfqpxq ´ Jpfqpyq| “

ˇ̌
ˇ̌
"

x

0
fptqdt ´

"
y

0
fptqdt

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
"

y

x

fptqdt

ˇ̌
ˇ̌ ↭ }f}8|x ´ y| ↭ |x ´ y|,

ce qui prouve que Jpfq est 1-lipschitzienne sur r0, 1s.
Rédaction alternative : puisque Jpfq

1
“ f , on a sup

tPr0,1s
|Jpfq

1
ptq| “ }f}8 ↭ 1 et l’inégalité

des accroissements finis implique que Jpfq est 1-lipschitzienne sur r0, 1s.
b) D’après la définition d’une application linéaire compacte, nous devons montrer que l’en-

semble A :“ tJf : f P Cpr0, 1sq, }f}8 ↭ 1u est relativement compacte dans Cpr0, 1sq. Pour
cela, nous allons utiliser le théorème d’Ascoli. Autrement dit, nous devons montrer que
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‚ A est équicontinue en tout point de r0, 1s.
‚ pour tout x P r0, 1s, l’ensemble tgpxq : g P Au est borné.

Le premier point est clair car d’après la question III.5.a), pour g “ Jpfq avec f P Cpr0, 1sq

et }f}8 ↭ 1, la fonction g est 1-lipschitzienne et donc : pour tout ς ! 0, et tous x, y P r0, 1s,
on a |gpyq ´ gpxq| ↭ ς dès que |x ´ y| ↭ ς.
Le second point est aussi clair car si g P A, on a }g}8 ↭ 1 (d’après la question III.1.a) par
exemple).
On peut alors appliquer le théorème d’Ascoli qui implique que A est une partie relativement
compacte de Cpr0, 1sq.

Partie IV : L’opérateur d’intégration sur L2p0, 1q.

1) a) Soient f P L2
p0, 1q et x, x0 P r0, 1s. Supposons que x ↫ x0. On a

|V pfqpxq ´ V pfqpx0q| “

ˇ̌
ˇ̌
"

x

x0

fptqdt

ˇ̌
ˇ̌ ↭

"
x

x0

|fptq|dt.

Par Cauchy-Schwarz, on en déduit que

|V pfqpxq ´ V pfqpx0q| ↭
ˆ"

x

x0

dt

˙1{2 ˆ"
x

x0

|fptq|
2
dt

˙
↭

?
x ´ x0}f}2.

Le cas x ↭ x0 est symétrique et on obtient donc finalement que pour tout x, x0 P r0, 1s, on
a

|V pfqpxq ´ V pfqpx0q| ↭
a

|x ´ x0| }f}2. (3.14)

Cette inégalité implique clairement que V pfq est continue sur r0, 1s (en fait V est 1{2-
Hölderienne). Ainsi V pL2

p0, 1qq & Cpr0, 1sq.
Remarquons alors que Cpr0, 1sq & L2

p0, 1q et pour toute fonction g P Cpr0, 1sq (et même
toute fonction bornée sur r0, 1s), on a

}g}2 ↭ }g}8. (3.15)

On en déduit alors que V pL2
p0, 1qq & L2

p0, 1q et V est linéaire (par linéarité de l’intégrale).
De plus, si on utilise (3.14) avec x0 “ 0, en tenant compte du fait que V pfqp0q “ 0, on a,
pour tout x P r0, 1s,

|V pfqpxq| ↭
?
x}f}2 ↭ }f}2. (3.16)

D’où, avec (3.15), on obtient que

}V pfq}2 ↭ }V pfq}8 ↭ }f}2.

Ainsi V est continue de L2
p0, 1q dans L2

p0, 1q et on a |}V }| ↭ 1.
b) Soient f, g P L2

p0, 1q. On a

xg, V ˚
pfqy2 “ xV pgq, fy2 “

" 1

0
V pgqpxqfpxqdx

En utilisant la définition de V pgq, on obtient

xg, V ˚
pfqy2 “

" 1

0

ˆ"
x

0
gptqdt

˙
fpxqdx. (3.17)
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Remarquons que L2
p0, 1q & L1

p0, 1q (avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz) et le théorème de
Fubini-Tonelli permet d’écrire que

" 1

0

"
x

0
|gptq||fpxq|dt dx ↭

" 1

0

" 1

0
|gptq||fpxq|dt dx “

" 1

0
|gptq|dt

" 1

0
|fpxq|dx # `8.

L’application du théorème de Fubini est donc licite dans (3.17) et on obtient

xg, V ˚
pfqy2 “

" 1

0
gptq

ˆ" 1

t

fpxqdx

˙
dt. (3.18)

Posons alors pour t P r0, 1s, T pfqptq “

" 1

t

fpxqdx. Remarquons par la relation de Chasles
que

T pfqptq “

" 1

0
fpxqdx ´

"
t

0
fpxqdx “

" 1

0
fpxqdx ´ V pfqptq.

Autrement dit, T pfq “ V pfqp1q ´ V pfq. Comme on l’a vu dans la question IV.1.a) (ou à
nouveau parce que }f}1 ↭ }f}2), on a |V pfqp1q| ↭ }f}2 et |}V }| ↭ 1. Ainsi on obtient que

}T pfq}2 ↭ |V pfqp1q| ` }V pfq}2 ↭ 2}f}2.

Variante : on peut aussi remarquer que pour tout t P r0, 1s, on a

|T pfqptq| ↭
" 1

t

|fpxq|dx ↭
" 1

0
|fpxq|dx “ }f}1 ↭ }f}2,

et donc avec l’inégalité (3.15), on en déduit que }T pfq}2 ↭ }T pfq}8 ↭ }f}2.
On a ainsi prouvé que T est une application linéaire continue de L2

p0, 1q dans lui même.
L’équation (3.18) implique alors que

xg, V ˚
pfqy2 “

" 1

0
gptqT pfqptqdt “ xg, T pfqy2.

Cette dernière inégalité étant vraie pour toute fonction g P L2
p0, 1q, on en déduit que

V ˚
pfq “ T pfq dans L2

p0, 1q. Autrement dit, pour presque tout x P r0, 1s, on a

V ˚
pfqpxq “ T pfqpxq “

" 1

x

fpuqdu.

2) a) On a d’une part, en utilisant la définition de l’adjoint,

xpV ˚
˝ V qphq, hy2 “ xV phq, V phqy2 “ }V phq}

2
2,

et d’autre part, en utilisant que h est un vecteur propre de V ˚
˝ V ,

xpV ˚
˝ V qphq, hy2 “ xωh, hy2 “ ω}h}

2
2.

Ainsi ω}h}
2
2 “ }V phq}

2
2, et comme h ‰ 0, on en déduit que ω “

}V phq}
2
2

}h}
2
2

! 0.

b) Comme ω ‰ 0, pour presque tout x P r0, 1s, on a

hpxq “
1

ω
pV ˚

˝ V qphqpxq.

Considérons pour x P r0, 1s,

fpxq “
1

ω

" 1

x

V phqptqdt. (3.19)
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D’après ce qui précède, on a fpxq “ hpxq pour presque tout x P r0, 1s. De plus, f est
continue. En e!et, d’après la question IV.1.a), V phq P Cpr0, 1sq et on remarque (comme
dans la question IV.1.b)) que, pour tout x P r0, 1s,

ωfpxq “

" 1

0
V phqptqdt ´

"
x

0
V phqptqdt “ c ´ V pV phqqpxq “ c ´ V 2

phqpxq, (3.20)

avec c “

" 1

0
V phqptq dt. D’après IV.1.a), V phq P Cpr0, 1sq et donc d’après III.1.a), on a

V 2
phq “ JpV phqq P Cpr0, 1sq. Comme ω ‰ 0, ceci prouve que f P Cpr0, 1sq.

Enfin, comme f “ h presque partout, on a V 2
pfq “ V 2

phq et l’équation (3.20) implique que
ωf “ c ´ V 2

pfq, et cette égalité a lieu pour tout x P r0, 1s.
c) Remarquons que comme f est continue, on a V pfq “ Jpfq et V 2

pfq “ J2
pfq. D’après la

question IV.2.b), comme ω ‰ 0, on a

f “
c

ω
´

1

ω
J2

pfq. (3.21)

D’après III.4.a), J2
pfq est de classe C 2 sur r0, 1s et on a pJ2

pfqq
2

“ J2´2
pfq “ J0

pfq “ f .
L’équation (3.21) implique alors que f est de classe C 2 sur r0, 1s et pour tout x P r0, 1s, on
a

f2
pxq “ ´

1

ω
fpxq.

D’autre part, d’après (3.19), on a fp1q “ 0 et en utilisant (3.21) (par exemple) et la question
I.3), on obtient aussi que

f 1
“ ´

1

ω
pJ2

pfqq
1

“ ´
1

ω
Jpfq.

En particulier, f 1
p0q “ 0. Tout ceci permet d’a"rmer que f P Eω (où Eω est définie à la

question I.2.). Or, d’après la question I.2.b), si ω ‰ ωk :“ 4p2k ` 1q
´2ϖ´2 pour tout k P N,

alors Eω “ t0u. Ainsi, si ω est une valeur propre de V ˚
˝ V , nécessairement ω “ ωk pour un

certain k P N.
Dans ce cas, si hk est un vecteur propre (non nul) de V ˚

˝ V dans L2
p0, 1q associé à la

valeur propre ωk, alors, d’après ce qui précède, il existe h̃k P Eωk
telle que h̃k “ hk presque

partout. En utilisant une nouvelle fois la question I.2.b), il existe a P C telle que h̃kpxq “

a cos

ˆ
1

?
ωk

x

˙
. Ainsi, pour presque tout x P r0, 1s,

hkpxq “ a cos

ˆ
1

?
ωk

x

˙
“ a cos

ˆ
p2k ` 1qϖx

2

˙
.

Réciproquement, on vérifie que si hkpxq “ cos

ˆ
p2k ` 1qϖx

2

˙
, alors (en intégrant), on a

V phkqpxq “
2

p2k ` 1qϖ
sin

ˆ
p2k ` 1qϖx

2

˙
. Puis en réintégrant, on a

V ˚
pV phkqpxq “

" 1

x

V phkqptqdt “
4

p2k ` 1q2ϖ2

„
´ cos

ˆ
p2k ` 1qϖt

2

˙%1

x

“
4

p2k ` 1q2ϖ2
hkpxq,

soit pV ˚
˝ V qphkq “ ωkhk.

Finalement, on a prouvé que les valeurs propres de V ˚
˝V sont les ωk “

4

p2k ` 1q2ϖ2
, k P N,

et
kerpV ˚

˝ V ´ ωkq “ Chk,

où hkpxq “ cos

ˆ
p2k ` 1qϖx

2

˙
.
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3) a) Remarquons que

|Gpuq| “

#
|gp2uq| si u P

“
0, 12

‰

|gp´2uq| si u P
‰
´

1
2 , 0

“
.

Or g P L2
p0, 1q et donc clairement (par 1-périodicité), G P L2

p0, 1q. Par conséquent, pGpnq

est bien définie et on a
pGpnq “

" 1

0
Gptqe´2iϑnt

dt.

Par 1-périodicité, on a
pGpnq “

" 1{2

´1{2
Gptqe´2iϑnt

dt.

D’où
pGpnq “

" 0

´1{2
gp´2tqe´iϑt´2iϑnt

dt `

" 1{2

0
gp2tqe´iϑt´2iϑnt

dt.

E!ectuons le changement de variable u “ ´t dans la première intégrale. Cela donne

pGpnq “

" 1{2

0
gp2uqe

iϑu`2iϑnu
du `

" 1{2

0
gp2tqe´iϑt´2iϑnt

dt.

“

" 1{2

0
gp2tq

´
e

p2n`1qiϑt
` e

´p2n`1qiϑt
¯
dt

“ 2

" 1{2

0
gp2tq cospp2n ` 1qϖtqdt.

Il reste à e!ectuer le changement de variable s “ 2t et on obtient

pGpnq “

" 1

0
gpsq cos

ˆ
p2n ` 1qϖs

2

˙
ds.

b) Soit g P L2
p0, 1q telle que g est orthogonal au sous-espace engendré par les fn, n P N. On a

alors, pour tout n P N,

0 “ xg, fny2 “

?

2

" 1

0
gpsq cos

ˆ
p2n ` 1qϖs

2

˙
ds.

D’après la question IV.5.a), cela implique que pGpnq “ 0 pour tout n P N.
D’autre part, si n ! 0, en utilisant la parité du cosinus, on a

pGp´nq “

" 1

0
gpsq cos

ˆ
p´2n ` 1qϖs

2

˙
ds “

" 1

0
gpsq cos

ˆ
p2n ´ 1qϖs

2

˙
ds “ pGpn ´ 1q “ 0.

Finalement, on obtient que pour tout n P Z, on a pGpnq “ 0. Par injectivité de l’application
G %$Ñ p pGpnqqnPZ, on en déduit que G “ 0 dans L2

p0, 1q. Finalement, cela implique que pour
presque tout u P r0, 1{2s, gp2uq “ 0, soit pour presque tout u P r0, 1s, on a gpuq “ 0. Ainsi
g “ 0 dans L2

p0, 1q. Donc l’orthogonal du sous-espace engendré par les fn, n P N, est t0u,
ce qui est équivalent au fait que le sous-espace engendré par les fn, n P N, est dense dans
L2

p0, 1q.
D’autre part, d’après la question I.1., on a

xfn, fmy2 “

#
1 si n “ m

0 sinon
.

Ainsi, pfnqn↫0 est une famille orthonormale de L2
p0, 1q. On en déduit alors que la famille

pfnqn↫0 est une base hilbertienne de L2
p0, 1q.
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4) Pour tout n ↫ 0, on a pV ˚
˝ V qpfnq “ ωnfn, avec ωn “

4

p2n ` 1q2ϖ2
d’après la question IV.2.c).

Comme pfnqn↫0 est une base hilbertienne de L2
p0, 1q, on a, avec les notations de I.5, que V ˚

˝V “

D!, avec ” “ pωnqn↫0 et bn “ fn. On en déduit donc que

|}V ˚
˝ V }| “ }”}8.

Or la suite pωnqn↫0 est décroissante et donc }”}8 “ |ω0| “
4

ϖ2
¨ Donc

|}V ˚
˝ V }| “

4

ϖ2
¨

5) D’après la question I.4.b), on a |}V }|
2

“ |}V ˚
˝ V }|. On déduit donc de la question IV.4) que

|}V }| “
2

ϖ
¨

Partie V : Un semi-groupe d’opérateurs.

1) On peut se ramener aux résultats du programme sur la convolution dans R : on peut définir f̃ sur
R par f̃ “ f sur r0, 1s et f̃ “ 0 ailleurs. De la même façon, on définit w̃ et on note la convolution
de la même façon :

pw̃ ˚ f̃qpxq “

" `8

´8
w̃px ´ tqf̃ptqdt où x P R.

On remarque que f̃ P Lp
pRq, w̃ P L1

pRq, avec }f̃}LppRq “ }f}Lpp0,1q et }w̃}L1pRq “ }w}L1p0,1q.
Un théorème classique sur la convolution (dans R) implique alors que pw̃ ˚ f̃qpxq est bien défini
pour presque tout x P R. De plus, pw̃ ˚ f̃q P Lp

pRq et

}w̃ ˚ f̃}LppRq ↭ }w̃}L1pRq }f̃}LppRq.

Il reste à remarquer que pw̃ ˚ f̃qpxq “ pw ˚ fqpxq pour presque tout x P r0, 1s d’où la conclusion.

Autre méthode : soit p ↫ 1 et f P Lp
p0, 1q. Alors, en particulier f P L1

p0, 1q (inégalité de Hölder
pour p ↫ 1). En utilisant le théorème de Fubini-Tonelli, on a

" 1

0

ˆ"
x

0
|wpx ´ tq||fptq|dt

˙
dx “

" 1

0
|fptq|

ˆ" 1

t

|wpx ´ tq|dx

˙
dt.

Or, en utilisant le changement de variable u “ x ´ t, on a
" 1

t

|wpx ´ tq|dx “

" 1´t

0
|wpuq|du ↭

" 1

0
|wpuq|du “ }w}L1p0,1q.

D’où " 1

0

ˆ"
x

0
|wpx ´ tq||fptq|dt

˙
dx ↭ }w}L1p0,1q}f}L1p0,1q # `8.

Ainsi, pour presque tout x P r0, 1s, on a
"

x

0
|wpx ´ tq||fptq|dt # `8,

et donc pw ˚ fqpxq est bien défini pour presque tout x P r0, 1s.
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D’autre part, remarquons que

pw ˚ fqpxq “

" 1

0
wptqfpx ´ tq1Ip0,xqptqdt “

" 1

0
wptqFtpxqdt,

où Ftpxq “ fpx ´ tq1Ipt,1qpxq.
Il est clair que la fonction Ft est dans Lp

p0, 1q et on a }Ft}Lpp0,1q ↭ }f}Lpp0,1q. Ainsi, par l’inégalité
triangulaire intégrale dans Lp,

}w ˚ f}Lpp0,1q ↭
" 1

0
|wptq|}Ft}Lpp0,1q dt ↭

" 1

0
|wptq|}f}Lpp0,1q dt “ }w}L1p0,1q}f}Lpp0,1q # `8.

Ceci prouve que w ˚ f est dans Lp
p0, 1q et l’inégalité demandée.

Autre méthode : enfin, on pourrait aussi redémontrer la bornitude en passant par l’inégalité de
Hölder et le théorème de Fubini.

2) a) Posons wsptq “
1

!psq
ts´1, pour t Ps0, 1s. Comme s ! 0, remarquons que !psq est bien défini

et strictement positif (la fonction t %$Ñ ts´1
e

´t est continue et strictement positive sur
s0,`8r). De plus, comme s ! 0, la fonction t %$Ñ ts´1 est intégrable sur r0, 1s et donc
ws P L1

p0, 1q. De plus, remarquons que

Vspfq “ ws ˚ f.

On peut donc appliquer la question V.1) qui donne que pour toute fonction f P L2
p0, 1q, la

quantité Vspfqpxq est bien définie pour presque tout x P r0, 1s. De plus, Vspfq P L2
p0, 1q et

}Vspfq}L2p0,1q “ }ws ˚ f}L2p0,1q ↭ }ws}L1p0,1q}f}L2p0,1q.

Ceci prouve que l’application linéaire Vs est continue de L2
p0, 1q dans lui-même et

|}Vs}| ↭ }ws}L1p0,1q.

Or on a
}ws}L1p0,1q “

1

!psq

" 1

0
ts´1

dt “
1

s!psq
rtss

1
0 “

1

s!psq

car s ! 0. Or s!psq “ !ps ` 1q (d’après la question II.1.b), et donc on obtient que

|}Vs}| ↭ 1

!ps ` 1q
¨

b) On a

Vsppnqpxq “
1

!psq

"
x

0
px ´ tqs´1tn dt.

E!ectuons le changement de variable t “ xu (où x est fixé dans s0, 1s). On a alors

Vsppnqpxq “
1

!psq

" 1

0
px ´ uxq

s´1unxnx du “
xs`n

!psq

" 1

0
p1 ´ uq

s´1un du.

Or d’après la question II.2.b.(ii), on a
" 1

0
p1 ´ uq

s´1un du “ Bpn ` 1, sq “
!pn ` 1q!psq

!pn ` 1 ` sq
.

En utilisant que !pn ` 1q “ n! (question II.1.c)), on en déduit que

Vsppnqpxq “
n!

!pn ` 1 ` sq
xn`s

“
n!

!pn ` 1 ` sq
pn`spxq.
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c) En utilisant la question V.2.b) et l’inégalité triangulaire, on a

}Vsppnq ´ pn}2 “

››››
n!

!pn ` 1 ` sq
pn`s ´ pn

››››
2

↭ n!

!pn ` 1 ` sq
}pn`s ´ pn}2 `

ˇ̌
ˇ̌ n!

!pn ` 1 ` sq
´ 1

ˇ̌
ˇ̌ }pn}2.

D’une part, pour le second terme, par continuité de ! (question II.1.d)), on a

lim
sÑ0`

!pn ` 1 ` sq “ !pn ` 1q “ n!,

ce qui implique que

lim
sÑ0`

ˇ̌
ˇ̌ n!

!pn ` 1 ` sq
´ 1

ˇ̌
ˇ̌ }pn}2 “ 0.

D’autre part, par un calcul élémentaire :

}pn`s ´ pn}
2
2 “

" 1

0
|tn`s

´ tn|
2
dt ↭

" 1

0
|ts ´ 1|

2
dt “

1

2s ` 1
´

2

s ` 1
` 1,

ce qui donne immédiatement que

lim
sÑ0`

}pn`s ´ pn}2 “ 0.

On en déduit alors que lim
sÑ0`

}Vsppnq ´ pn}2 “ 0.

Autre méthode : on pouvait aussi utiliser le théorème de convergence dominée (nous ne le
détaillons pas ici).

d) Remarquons d’abord que les polynômes sont denses dans L2
p0, 1q. En e!et, si f P L2

p0, 1q

et ς ! 0, alors, comme les fonctions continues sur r0, 1s sont denses dans L2
p0, 1q, il existe

g P Cpr0, 1sq telle que }f ´ g}2 ↭ ς

2
¨ Le théorème de Weierstrass implique alors qu’il existe

un polynôme p tel que }g ´ p}8 ↭ ς

2
¨ Ainsi }g ´ p}2 ↭ }g ´ p}8 ↭ ς

2
¨

L’inégalité triangulaire permet alors d’écrire

}f ´ p}2 ↭ }f ´ g}2 ` }g ´ p}2 ↭
ς

2
`

ς

2
“ ς.

Ceci prouve donc que les polynômes sont denses dans L2
p0, 1q.

D’autre part, si p est un polynôme, on peut écrire p “
&

N

n“0 anpn et donc, par linéarité de
Vs, on a

}Vsppq ´ p}2 “

›››››

Nÿ

n“0

anpVsppnq ´ pnq

›››››
2

↭
Nÿ

n“0

|an|}Vsppnq ´ pn}2,

et la question V.2.c) implique que lim
sÑ0`

}Vsppq ´ p}2 “ 0.

Maintenant, si f P L2
p0, 1q et ς ! 0. Par densité des polynômes dans L2

p0, 1q, on peut
trouver un polynôme p tel que }f ´ p}2 ↭ ς. On écrit alors

}Vspfq ´f}2 ↭ }Vspfq ´Vsppq}2 ` }Vsppq ´p}2 ` }p´f}2 ↭ p|}Vs}| `1q}f ´p}2 ` }Vsppq ´p}2.

En utilisant la question V.2.a), on en déduit que

}Vspfq ´ f}2 ↭
ˆ

1

!ps ` 1q
` 1

˙
ς ` }Vsppq ´ p}2.
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En utilisant que lim
sÑ0`

}Vsppq ´ p}2 “ 0 et le fait que lim
sÑ0`

!ps ` 1q “ !p1q “ 1, on obtient
que

lim sup

sÑ0`
}Vspfq ´ f}2 ↭ 2ς.

Ceci étant vrai pour tout ς ! 0, on en déduit que lim sup

sÑ0`
}Vspfq´f}2 “ 0 et donc finalement

que lim
sÑ0`

}Vspfq ´ f}2 “ 0

e) Soient s1, s2 ! 0 et f P L2
p0, 1q. On a, pour presque x P r0, 1s,

pVs1 ˝ Vs2qpfqpxq “
1

!ps1q!ps2q

"
x

0
px ´ uq

s1´1

ˆ"
u

0
fptqpu ´ tqs2´1

dt

˙
du.

En utilisant le théorème de Fubini-Tonelli, remarquons que
"

x

0

"
u

0
|fptq||x ´ u|

s1´1
|u ´ t|s2´1

dt du “

"
x

0
|fptq|

ˆ"
x

t

px ´ uq
s1´1

pu ´ tqs2´1
du

˙
dt.

En utilisant le changement de variable u “ p1 ´ ωqt ` ωx, on obtient que
"

x

t

px ´ uq
s1´1

pu ´ tqs2´1 du “px ´ tqs1`s´2`1
" 1

0
p1 ´ ωq

s1´1ωs2´1 dω

“px ´ tqs1`s2´1Bps1, s2q. (3.22)

Ainsi
"

x

0

"
u

0
|fptq||x ´ u|

s1´1
|u ´ t|s2´1

dt du “ Bps1, s2q

"
x

0
|fptq|px ´ tqs1`s2´1

dt

“ Bps1, s2q!ps1 ` s2qVs1`s2p|f |qpxq.

Ceci prouve donc que pour presque tout x P r0, 1s,
"

x

0

"
u

0
|fptq||x ´ u|

s1´1
|u ´ t|s2´1

dt du # `8.

On peut donc appliquer le théorème de Fubini et on obtient que, pour presque tout x P r0, 1s,
on a

pVs1 ˝ Vs2qpfqpxq “
1

!ps1q!ps2q

"
x

0
fptq

ˆ"
x

t

px ´ uq
s1´1

pu ´ tqs2´1
du

˙
dt.

En réutilisant (3.22), on en déduit que

pVs1 ˝ Vs2qpfqpxq “
Bps1, s2q

!ps1q!ps2q

"
x

0
fptqpx ´ tqs1`s2´1

dt.

En utilisant la question II.2.b., on conclut que

pVs1 ˝ Vs2qpfqpxq “
1

!ps1 ` s2q

"
x

0
fptqpx ´ tqs1`s2´1

dt “ Vs1`s2pfqpxq.

Ceci étant vrai pour presque tout x P r0, 1s, on en déduit que pVs1 ˝ Vs2qpfq “ Vs1`s2pfq

dans L2
p0, 1q, et finalement comme cette égalité est satisfaite pour toute f P L2

p0, 1q, on
peut a"rmer que Vs1 ˝ Vs2 “ Vs1`s2 .
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Autre méthode : en reprenant le 2.b., on a en fait Vsppϖq “
!p↼ ` 1q

!p↼ ` 1 ` sq
pϖ`s pour tout ↼ ↫ 0

(et pas seulement pour ↼ entier) si bien que, pour tout n P N,

pVs1 ˝ Vs2qppnq “
n!

!pn ` 1 ` s2q
Vs1

`
pn`s2

˘
“

n!

!pn ` 1 ` s2q

!pn ` s2 ` 1q

!pn ` 1 ` s1 ` s2q
pn`s1`s2

“ Vs1`s2ppnq .

Ainsi, par linéarité, on a Vs1 ˝ Vs2 “ Vs1`s2 sur l’espace vectoriel engendré par les pn et donc
leur fermeture dans L2

p0, 1q par continuité ; autrement dit on a égalité sur L2
p0, 1q puisque les

polynômes y sont denses.
3) a) On va utiliser un procédé d’extraction diagonale. Commençons par utiliser le fait que T0

est compacte. Ainsi il existe une application strictement croissante ϑ0 : N $Ñ N telle que
la suite pT0pxφ0pnqqqn↫0 converge dans H. Par récurrence, pour tout j ↫ 0, on construit
une application strictement croissante ϑj : N $Ñ N telle que la suite pTjpxpφ0˝¨¨¨˝φjqpnqqqn↫0

converge dans H. On pose alors ϑpnq “ pϑ0 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϑnqpnq.
L’application ϑ : N $Ñ N est strictement croissante. En e!et, on a

ϑpn ` 1q ´ ϑpnq “ pϑ0 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϑnqpϑn`1pn ` 1qq ´ pϑ0 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϑnqpnq,

et l’application ϑn`1 étant strictement croissante de N dans lui-même, on a ϑn`1pn ` 1q ↫
n`1 et comme la composée d’applications strictement croissante est strictement croissante,
on a

ϑpn ` 1q ´ ϑpnq ↫ pϑ0 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϑnqpn ` 1q ´ pϑ0 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϑnqpnq ! 0.

De plus, si j P N, la suite pTjpxφpnqqqn↫j est une sous-suite de la suite pTjpxpφ0˝¨¨¨˝φjqpnqqqn↫0

qui converge dans H. Donc la suite pTjpxφpnqqqn↫0 converge dans H.
b) Soit ς ! 0. Comme lim

kÑ`8
|}Tk ´ T }| “ 0, il existe k0 P N tel que |}Tk0 ´ T }| ↭ ς. D’autre

part, d’après la question précédente, la suite pTk0pxφpnqqqn↫0 converge dans H et donc en
particulier, est une suite de Cauchy. Ainsi, il existe N P N tel que

n,m ↫ N ùñ }Tk0pxφpnqq ´ Tk0pxφpmqq}H ↭ ς.

En utilisant l’inégalité triangulaire, on en déduit donc que pour tout n,m ↫ N , on a

}T pxφpnqq ´ T pxφpmqq}H ↭ }pT ´ Tk0qpxφpnqq}H ` }Tk0pxφpnqq ´ Tk0pxφpmqq}H`

` }pT ´ Tk0qpxφpmqq}H

↭ 2 |}T ´ Tk0}| ` }Tk0pxφpnqq ´ Tk0pxφpmqq}H

↭ 3ς.

Ainsi la suite pT pxφpnqqn↫0 est de Cauchy dans H et donc converge (par complétude de
l’espace de Hilbert H). On peut donc en conclure que T pBHq est relativement compacte,
où BH est la boule unité fermée de H. Ainsi, l’application T est compacte.

4) a) Comme pj P L2
p0, 1q, on a Knpfq P L2

p0, 1q (car L2
p0, 1q est un espace vectoriel). Par

linéarité de l’intégrale, l’application Kn est bien linéaire de L2
p0, 1q dans L2

p0, 1q. De plus,
on a

}Knpfq}2 ↭
dnÿ

j“0

}pj}2

" 1

0
|fpuq||Pj,npuq|du.

Or }pj}2 ↭ 1 et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
" 1

0
|fpuq||Pj,npuq|du ↭ }f}2}Pj,n}2.
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D’où
}Knpfq}2 ↭ Cn}f}2,

avec Cn “

dnÿ

j“0

}Pj,n}2 # `8. Ceci montre que Kn est continue de L2
p0, 1q dans lui-même.

Il reste à remarquer que l’image de Kn est contenue dans F :“ Vect tpj : 0 ↭ j ↭ dnu, qui
est de dimension finie. On conclut que Kn est de rang fini donc compacte : pour détailler,
pour toute suite bornée pfkqk de la boule unité fermée de L2

p0, 1q, la suite
`
Knpfkq

˘
k

est
bornée, dans F & L2

p0, 1q, de dimension finie, donc il existe une sous-suite convergente.
b) Pour f P L2

p0, 1q, pour presque tout x P r0, 1s, remarquons qu’on a

Vspfqpxq “
1

!psq

"
x

0
fpuqpx ´ uq

s´1
du “

"
x

0
fpuq⇁spx ´ uqdu “

" 1

0
fpuq⇁spx ´ uqdu,

car ⇁spx ´ uq “ 0 si x # u # 1. De plus,

Knpfqpxq “

dnÿ

j“0

ˆ" 1

0
fpuqPj,npuqdu

˙
xj

“

" 1

0
fpuq

dnÿ

j“0

Pj,npuqxj du

“

" 1

0
fpuqQnpx ´ uqdu.

D’où

pVspfq ´ Knpfqqpxq “

" 1

0

`
⇁s ´ Qnqpx ´ uqfpuqdu

“

"
x

x´1

`
⇁s ´ Qnqptqfpx ´ tqdt

“

" 1

´1

`
⇁s ´ QnqptqF px, tqdt

où F est définie sur r0, 1s ˆ r´1, 1s par

F px, tq “

#
fpx ´ tq si x ´ 1 ↭ t ↭ x (ce qui est équivalent à 0 ↭ x ´ t ↭ 1)
0 sinon.

On en déduit alors par l’inégalité triangulaire intégrale :

}Vspfq ´ Knpfq}L2p0,1q ↭
" 1

´1
|⇁s ´ Qnqptq|

ˆ" 1

0
|F px, tq|

2
dx

˙ 1
2

dt

mais
" 1

0
|F px, tq|

2
dx “

"

r0,1s ’rt,t`1s
|fpx ´ tq|

2
dx “

"

r0,1s ’r´t,1´ts
|fpuq|

2
du ↭ }f}

2
L2p0,1q,

ce qui donne que

}Vspfq ´ Knpfq}L2p0,1q ↭ }⇁s ´ Qn}L1p´1,1q}f}L2p0,1q.
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Autre méthode (à la main) : On écrit

}Vspfq ´ Knpfq}
2
2 ↭

" 1

0

ˆ" 1

´1
|p⇁s ´ Qnqptq||F px, tq|dt

˙2

dx.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz puis le théorème de Fubini-Tonelli, on obtient
que

}Vspfq ´ Knpfq}
2
2 ↭

" 1

0

ˆ" 1

´1
|p⇁s ´ Qnqptq|dt

˙ ˆ" 1

´1
|p⇁s ´ Qnqptq||F px, tq|

2
dt

˙
dx

“ }⇁s ´ Qn}L1p´1,1q

" 1

´1
|p⇁s ´ Qnqptq|

ˆ" 1

0
|F px, tq|

2
dx

˙
dt

↭ }⇁s ´ Qn}
2
L1p´1,1q}f}

2
L2p0,1q

en reprenant l’explication précédente sur le calcul de l’intégrale de F . On obtient alors de
même que

}Vspfq ´ Knpfq}L2p0,1q ↭ }⇁s ´ Qn}L1p´1,1q}f}L2p0,1q.

c) Comme dans la question V.2.d., on montre que les polynômes sont denses L1
p´1, 1q (on uti-

lise le théorème de Weierstrass, la densité des fonctions continues sur r´1, 1s dans L1
p´1, 1q

et le fait qu’on ait }g}L1p´1,1q ↭ 2 supr´1,1s |g| pour toute fonction continue g sur r´1, 1s).
Or, la fonction ⇁s est dans L1

p´1, 1q : en e!et, ⇁s est continue sur r´1, 1szt0u et u %$Ñ us´1

est intégrable au voisinage de 0 car s ! 0 (intégrale de Riemann). Soit ς ! 0. Alors il existe
une suite de polynômes pQnq de degré dn et un entier N tel que, pour tout n ↫ N , on ait
}⇁s ´ Qn}L1p´1,1q ↭ ς. D’après la question V.4.b), pour toute fonction f P L2

p0, 1q, on a
alors

}Vspfq ´ Knpfq}2 ↭ ς}f}2,

ce qui implique que |}Vs ´ Kn}| ↭ ς. Autrement dit,

lim
nÑ`8 |}Vs ´ Kn}| “ 0.

Mais d’après la question V.4.a, Kn est une application linéaire compacte de L2
p0, 1q dans

lui même. La question V.3.b) implique alors que Vs est une application linéaire compacte
de L2

p0, 1q dans L2
p0, 1q.

Partie VI : Opérateurs de Hilbert-Schmidt

1) S’il existe une base hilbertienne p↽nqn↫0 de H telle que
8ÿ

n“0

}T p↽nq}
2
H # `8, alors T est Hilbert-

Schmidt par définition.
Réciproquement, supposons que T soit Hilbert-Schmidt, c’est à dire qu’il existe une base pbkqk↫0

de H telle que
`8ÿ

k“0

}T pbkq}
2
H # `8,

et soit p↽nqn↫0 une autre base hilbertienne de H. Par la formule de Parseval (appliquée avec la
base hilbertienne p↽nqn↫0, on a

`8ÿ

k“0

}T pbkq}
2
H “

`8ÿ

k“0

`8ÿ

n“0

|xT pbkq, ↽nyH |
2.
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Or |xT pbkq, ↽nyH | “ |xbk, T ˚
p↽nqyH | “ |xT ˚

p↽nq, bkyH |, d’où

`8ÿ

k“0

}T pbkq}
2
H “

`8ÿ

k“0

`8ÿ

n“0

|xT ˚
p↽nq, bkyH |

2.

Le théorème de Fubini-Tonelli (version discrète) implique alors que

`8ÿ

k“0

}T pbkq}
2
H “

`8ÿ

n“0

`8ÿ

k“0

|xT ˚
p↽nq, bkyH |

2,

et en appliquant une nouvelle fois la formule de Parseval (mais avec la base hilbertienne pbkqk↫0),
on en déduit que

`8ÿ

k“0

}T pbkq}
2
H “

`8ÿ

n“0

}T ˚
p↽nq}

2
H .

D’une part, on en déduit que T ˚ est aussi Hilbert-Schmidt. D’autre part, comme l’égalité précé-
dente est vraie en fait pour tout couple de bases hilbertiennes, on a aussi que

`8ÿ

n“0

}T ˚
p↽nq}

2
H “

`8ÿ

k“0

}T p↽kq}
2
H

et donc, on en déduit finalement que

`8ÿ

k“0

}T p↽kq}
2
H “

`8ÿ

k“0

}T pbkq}
2
H # `8.

Autre méthode : on peut aussi invoquer que T ˚˚
“ T pour conclure.

2) a) Comme pbkqk↫0 est une base hilbertienne de H, pour tout x P H, on a

x “

`8ÿ

k“0

xx, bkyH bk,

où la série converge (en norme) dans H. D’autre part, pbjq0↭j↭n étant une base orthonormale
de Fn et on a

PFnpxq “

nÿ

k“0

xx, bkyHbk.

Ainsi

x ´ PFnx “

`8ÿ

k“n`1

xx, bkyHbk.

La linéarité et la continuité de T implique que

T pxq ´ Snpxq “

`8ÿ

k“n`1

xx, bkyHT pbkq.

Avec l’inégalité triangulaire puis l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

}pT ´Snqpxq}H ↭
`8ÿ

k“n`1

|xx, bkyH |}T pbkq}H ↭
˜ `8ÿ

k“n`1

|xx, bkyH |
2

¸1{2 ˜ `8ÿ

k“n`1

}T pbkq}
2

¸1{2
.
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L’inégalité de Bessel (ou via Parseval) implique alors que

}pT ´ Snqpxq}H ↭ }x}H

˜ `8ÿ

k“n`1

}T pbkq}
2

¸1{2
,

ce qui entraine que

|}T ´ Sn}| ↭
˜ `8ÿ

k“n`1

}T pbkq}
2
H

¸1{2
.

b) Comme la série
&

k
}T pbkq}

2
H

converge, on sait que lim
nÑ`8

`8ÿ

k“n`1

}T pbkq}
2
H “ 0, ainsi par la

question VI.2.a), on en déduit que

lim
nÑ`8 |}T ´ Sn}| “ 0.

Remarquons alors que l’image de Sn est contenue dans le sous-espace vectoriel engendré par
les T pbkq, 0 ↭ k ↭ n, donc de dimension finie. Ainsi Sn est compact car de rang fini (même
raisonnement que dans la question V.4.a)). La question V.3.b) permet alors d’en déduire
que T est aussi compacte.

3) a) On a

xVspenq, eny2 “

" 1

0
Vspenqpxqe

´2iϑnx
dx

“
1

!psq

" 1

0

ˆ"
x

0
e

´2iϑnpx´tq
px ´ tqs´1

dt

˙
dx.

Or avec le changement de variable u “ x ´ t, on a
"

x

0
e

´2iϑnpx´tq
px ´ tqs´1

dt “

"
x

0
e

´2iϑnuus´1
du,

ce qui donne

xVspenq, eny2 “
1

!psq

" 1

0

ˆ"
x

0
e

´2iϑnuus´1
du

˙
dx.

Comme |e
´2iϑnuus´1

| “ us´1 et s ! 0, il est facile de voir qu’on peut utiliser le théorème
de Fubini, ce qui donne

xVspenq, eny2 “
1

!psq

" 1

0
e

´2iϑnuus´1

ˆ" 1

u

dx

˙
du

“
1

!psq

" 1

0
e

´2iϑnuus´1
p1 ´ uqdu

“
1

!psq
pInps ´ 1q ´ Inpsqq .

Soit s Ps0, 1r. Alors s ´ 1 Ps ´ 1, 0r, et en utilisant les questions II.3.b) et II.3.e), on a

Inpsq “ O

ˆ
1

n

˙
et Inps ´ 1q “

!psq

p2ϖnqs
e

´ iεs
2 ` o

ˆ
1

ns

˙
.

Ainsi, on en déduit que

xVspenq, eny2 “
e

´ iεs
2

p2ϖnqs
` o

ˆ
1

ns

˙
` O

ˆ
1

n

˙
.
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Or, comme s Ps0, 1r, le terme O
`
1
n

˘
est o

`
1
ns

˘
, d’où

xVspenq, eny2 “
e

´ iεs
2

p2ϖnqs
` o

ˆ
1

ns

˙
,

ce qui donne l’équivalent suivant

xVspenq, eny2 „
nÑ`8

e
´ iεs

2

p2ϖnqs
.

b) Supposons que Vs soit Hilbert-Schmidt sur L2
p0, 1q. Alors, comme penqnPZ est une base

hilbertienne de L2
p0, 1q, on a, d’après la question VI.1),

`8ÿ

n“0

}Vspenq}
2
2 # `8.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

`8ÿ

n“0

|xVspenq, eny2|
2 ↭

`8ÿ

n“0

}Vspenq}
2
2 # `8.

Or d’après la question VI.3.b), on a |xVspenq, eny2| „
nÑ`8

1
p2ϑnqs . Ainsi, cela implique que la

série ÿ

n

1

n2s

converge et donc nécessairement 2s ! 1, c’est-à-dire s ! 1{2.
4) L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

" 1

0
|Kpx, yq||fpyq|dy ↭

ˆ" 1

0
|Kpx, yq|

2
dy

˙1{2 ˆ" 1

0
|fpyq|

2
dy

˙1{2
“ }f}2

ˆ" 1

0
|Kpx, yq|

2
dy

˙1{2
.

Or par le théorème de Fubini-Tonelli
" 1

0

ˆ" 1

0
|Kpx, yq|

2
dy

˙
dx “ }K}

2
L2pr0,1sˆr0,1s # 8,

et donc pour presque tout x P r0, 1s, on a
" 1

0
|Kpx, yq|

2
dy # `8. (3.23)

En particulier, TKpfqpxq est bien définie pour presque tout x P r0, 1s, et on a

|TKpfqpxq|
2 ↭ }f}

2
2

" 1

0
|Kpx, yq|

2
dy.

En intégrant par rapport à x, on obtient que
" 1

0
|TKpfqpxq|

2
dx ↭ }f}

2
2}K}

2
L2pr0,1sˆr0,1s.

Donc TKpfq P L2
p0, 1q et on a }TKpfq}2 ↭ }K}L2pr0,1sˆr0,1s}f}2. Ceci prouve que l’application

linéaire TK est continue de L2
p0, 1q dans L2

p0, 1q et

|}TK}| ↭ }K}L2pr0,1sˆr0,1s.
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Montrons maintenant que TK est Hilbert-Schmidt. Pour cela, fixons pbnqn↫0 une base hilbertienne
de L2

p0, 1q et notons pour presque tout px, yq P r0, 1s ˆ r0, 1s, Kxpyq “ Kpx, yq. L’inégalité (3.23)
implique que pour presque tout x P r0, 1s, Kx P L2

p0, 1q et on a

TKpfqpxq “ xKx, fy2.

D’où
`8ÿ

n“0

}TKpbnq}
2
2 “

`8ÿ

n“0

" 1

0
|TKpbnqpxq|

2
dx “

`8ÿ

n“0

" 1

0
|xKx, bny2|

2
dx.

En utilisant le théorème de Fubini-Tonelli, on a

`8ÿ

n“0

}TKpbnq}
2
2 “

" 1

0

`8ÿ

n“0

|xKx, bny2|
2
dx.

Or par la formule de Parseval appliquée à Kx P L2
p0, 1q, on a

`8ÿ

n“0

|xKx, bny2|
2

“ }Kx}
2
2,

ce qui donne

`8ÿ

n“0

}TKpbnq}
2
2 “

" 1

0
}Kx}

2
2 dx “

" 1

0

ˆ" 1

0
|Kpx, yq|

2
dy

˙
dx “ }K}

2
L2pr0,1sˆr0,1s # `8.

On en déduit que TK est Hilbert-Schmidt.
5) D’après la question VI.3.b), si Vs est Hilbert-Schmidt, alors s ! 1{2.

Réciproquement, supposons que s ! 1{2. On voit que Vs “ TKs avec

Kspx, yq “
1

!psq
1Ir0,xrpyqpx ´ yq

s´1, où px, yq P r0, 1s ˆ r0, 1s.

En utilisant que 2s ´ 1 ! 0, on a
" 1

0

ˆ" 1

0
|Kspx, yq|

2
dy

˙
dx “

1

!psq2

" 1

0

ˆ"
x

0
px ´ yq

2s´2
dy

˙
dx

“
1

!psq2

" 1

0

„
´

px ´ yq
2s´1

2s ´ 1

%x

0

dx

“
1

!psq2

" 1

0

x2s´1

2s ´ 1
dx

“
1

2sp2s ´ 1q!psq2
# `8.

Ainsi, Ks P L2
pr0, 1s ˆ r0, 1sq et la question VI.4) implique que Vs “ TKs est Hilbert-Schmidt.

6) Supposons que Vs s’écrit comme une série absolument convergente d’applications linéaires conti-
nues de L2

p0, 1q dans L2
p0, 1q de rang 1. Il est clair que toute application linéaire continue de

rang 1 sur L2
p0, 1q s’écrit comme px b yqphq :“ xh, yy2 x avec x, y, h P L2

p0, 1q. De plus, il n’est
pas di"cile de voir que |}x b y}| “ }x}2}y}2. L’hypothèse implique donc qu’il existe deux suites
pxkqk↫0 et pykqk↫0 de L2

p0, 1q telle que

Vs “

`8ÿ

k“0

xk b yk, avec
`8ÿ

k“0

}xk}2}yk}2 # `8.

© https://www.devenirenseignant.gouv.fr page 76

https://www.devenirenseignant.gouv.fr


Agrégation externe de mathématiques

Remarquons alors que

xVspenq, eny2 “

`8ÿ

k“0

xen, yky2xxk, eny2,

d’où, avec l’inégalité triangulaire et le théorème de Fubini-Tonelli, on obtient

`8ÿ

n“0

|xVspenq, eny2| ↭
`8ÿ

n“0

`8ÿ

k“0

|xen, yky2||xxk, eny2|

“

`8ÿ

k“0

`8ÿ

n“0

|xen, yky2||xxk, eny2|.

Or avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz puis l’inégalité de Parseval, on a

`8ÿ

n“0

|xen, yky2||xxk, eny2| ↭
˜`8ÿ

n“0

|xen, yky2|
2

¸1{2 ˜`8ÿ

n“0

|xxk, eny2|
2

¸1{2
↭ }xk}2}yk}2.

On en déduit finalement que
`8ÿ

n“0

|xVspenq, eny2| # `8. (3.24)

Maintenant, supposons par l’absurde que 0 # s ↭ 1. Si 0 # s # 1, d’après la question VI.3.a), on a

|xVspenq, eny2| „
nÑ`8

1

p2ϖnqs

ce qui implique que la série
ÿ

n↫1

1

ns
converge, ce qui est absurde. On obtient également une contradiction

dans le cas où s “ 1, car un calcul élémentaire montre que V1penq “
1

2iϑnen et donc

xV1penq, eny2 “
1

2iϖn
,

ce qui donne également une contradiction avec (3.24). Ainsi, si Vs s’écrit comme une série absolument
convergente d’applications linéaires continues de L2

p0, 1q dans L2
p0, 1q de rang 1, alors nécessairement

s ! 1.

Réciproquement, supposons que s ! 1. Comme s

2 !
1
2 , la question VI.5) implique que V s

2
est Hilbert-

Schmidt. D’après la question V.2.e), on a aussi que V s
2

˝V s
2

“ Vs. En utilisant que penqnPZ est une base
hilbertienne de L2

p0, 1q, on a, pour tout f P L2
p0, 1q,

V s
2
pfq “

ÿ

nPZ
xV s

2
pfq, eny2 en,

d’où par linéarité et continuité de V s
2
,

Vspfq “ V s
2

`
V s

2
pfq

˘
“

ÿ

nPZ
xV s

2
pfq, eny2V s

2
penq

“

ÿ

nPZ
xf, V s̊

2
penqy2V s

2
penq

“

ÿ

nPZ
pV s

2
penq b V s̊

2
penqqpfq.
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De plus, remarquons qu’avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la question VI.1), on a
ÿ

nPZ
|}V s

2
penq b V s̊

2
penq}| “

ÿ

nPZ
}V s

2
penq}}V s̊

2
penq}

↭
˜

ÿ

nPZ
}V s

2
penq}

2

¸1{2 ˜
ÿ

nPZ
}V s̊

2
penq}

2

¸1{2

“

ÿ

nPZ
}V s

2
penq}

2,

quantité finie car V s
2

est Hilbert-Schmidt. Ainsi, on en déduit que

Vs “

ÿ

nPZ
V s

2
penq b V s̊

2
penq,

où la série est absolument convergente.
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