Examen National 2026 — Sciences Maths A & B (option fr.) NS 24F

Correction détaillée

Examen National du Baccalauréat — Session Ordinaire 2026
Mathématiques — Sciences Mathématiques (A) et (B) — Option francaise
Durée:4h e Coefficient : 9

EXERCICE 1 : Analyse (10 points)

Partie 1

1-a) Posons h(z) = e* —x — 1 sur R. Alors h'(z) = e¢* — 1, donc h'(z) < 0 sur | — o0,0] et A'(z) > 0
sur [0, 4+oc[. La fonction A admet donc un minimum en 0 : A(z) > A(0) = 0.

VeeR, 14+z<e"

1-b) D’apres 1-a), pour tout t > 0 : 1+t < €. En intégrant sur [0, z] (avec x > 0) :

xT T :L'2
/(1+t)dt§/ e‘dt=>:1:+?§e$-—1.
0 0

2
Va € [0, +o0], %+1+x§e"’

2-a) Pour tout t >0, ona et <1 (car exp est croissante et —t < 0), d'ott te~! < ¢t. En intégrant sur

0, z] :
2 x 3:2
I(:v)z/ te-tdtg/ tdt =,
0 0 2

Vz € [0,400], I(z)< %

2-b) Intégration par parties avec u(t) =¢t, v/(t) = e, donc /() =1, v(t) = —e ! :

x 2 x
Hax)= [—te_t]o +/ e tdt = —ze ™" + [— e_t]o =—ze T —e "+ 1.
0

Ve € [0,400], I(z)=—-xe"—e "+1

3-a) Soit z €]0,+o0[ ; alors 22 > 0.

2 2
Minoration (avec 1-b) : % +14+z < e’ donnee*—z-12> %, donc en divisant par 2% > 0 :
ef—xr—1 _ 1
— e
g9(x) 5 =

2 2 2 L2 =

1 e’

vz €]0,+00], S <g(z) <

2 2

N - S | i . ,
3-b) Comme lim — = — et — < g(z) < —, le théoréme d’encadrement (gendarmes) donne :
z—0+ 2 2 2 2

1
lim g(z) = =
lim g(z) = 3
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Partie I1
1) Pourz > 0: f(z) = ——— = — S i T = 1 be) et
) ourf s Jle) = S aE ey O s = (croissance comparée) e
lim —
z—+oc 1 — e 2%

pee ) =0

Interprétation graphique : la droite d'équation y = 0 (I'axe des abscisses) est asymptote horizontale
a (C) au voisinage de +o0.

2) Pourz »0t: = % - ° _ »1—(—1) =2. Donc lim f(z)= lim ’ — =
7 T i ¢ z—0 r—0t r—0t €F —e™T
1
> = 1(0).
hm  f(x)=F(0)= ! : la fonction f est continue a droite en 0.
z—0T 2

3-a) Pour z >0 :

f(x) — £(0) 1( x 1)=2x-(ew—e-w)

et —e% 2 2¢ (e* —e %)

En développant le second membre proposé :

e (z) e —2xe® = 1 = | i (e** —2ze* — 1)
’ 2x? et —e " 22 B 2z (e* — e~ %)
Or —e % (e?* — 2ze* — 1) = —(e® — 22 — e7%) = 2z — (e® — e %). Les deux expressions coincident :
fl@)—f0) .. . [e**—2ze* -1
T T € f(l) 23:2
7 QP | 2(e2r —99¢ — 1 2r _ 9, _ 1
3-b) Comme g(u) = < u?; ,on a 2g(2x) = & (2:1:)21: ) .. 23:;1: . Donc
e —1 ¥ —-25—-1-28(e"—1) &**—2ze*—1
29(2z) — = = ;
9(22) T 22 212
2z T x
e = 2ge”—1 g —1
Vz €0, 400, 53 = 2¢(2z) — "

3-c¢) En combinant 3-a et 3-b :

) — (0 , =
f(l) = f( ) = _e—.l:f(z) (29(21:) . € - 1) .
Quand z — 07 : e — 1, f(x) = f(0) = %, g(2z) — —é— (Partie I, 3-b) et e“'x—l » 1, donc
2920) - =L S0t FB SO 1190,
iy T

f est dérivable a droite en 0 et f5(0) = 0.

4-a) Pourt>0: —t<tdonce!<el et commet>0:0<te ! <tel. En intégrant sur [0,z] :

Vz € [0,400[, 0<I(z) < J(z)
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Jtz) = [tet]z - /xet dt = ze* — (e — 1).

0 0

Vo € [0,4+00], J(z)=(x—-1)e"+1

4-¢) Sur [0,+oo], f= — ’ est dérivable et, par la formule du quotient :
ex — e~

(e —e ™) —z(e®*+e™")
(ea: - e—m)2

f(z) =
Calculons I(xz) — J(x) a l'aide de 2-b et 4-b :
I(z)—J(z)=(—ze ™ —e " +1) — (ze”" —€" +1) = (e* — ") —x(e" + €7 %).

C’est exactement le numérateur de f'(x). D'otu :

I(z) — J(z)

(e;r o e—:z:)2

Vz €]0,4+0c], f(z)=

4-d) Pour z >0, (¢* —e *)* > 0 et, d'aprés 4-a, I(z) — J(z) <0 ; de plus e < e pour ¢t > 0 donne
inégalité stricte I(z) < J(z). Donc f'(z) < 0 sur |0, 4+o00[ (et f5(0) = 0).

f est strictement décroissante sur [0, 4o0|.

5) f est continue sur [0, 4+oo[ (continue sur |0, +oc[ et continue a droite en 0) et strictement décroissante.
Elle réalise donc une bijection de [0, +o0c| vers l'intervalle image

£(0,+0]) =] tim_f(x), £(0)] = Jo, §]-

- e A (5,32

1
f réalise une bijection de [0, +o0c[ vers ]0, 5]

J

6-a) Posons p(z) = f(x) — x sur [0, +oo[. Somme de deux fonctions strictement décroissantes, ¢ est

continue et strictement décroissante. Or p(0) = 3 > 0 et liril e(x) = 0—00 = —o0 < 0. Donc
Ir—1T00
I'équation ¢(z) = 0 admet une unique solution a € |0, +oc/.
Détermination de o : pour x > 0, f(z) = 2 ’ =g < e*—e* =1 En posant
&&=
1 : 1 D
X=e>0: X—==1580it X°=-X—-1=0, doa X = +\'/_.
X 2
1 D
o= ln( +2\'/—) ~ 0,481

6-b) La courbe (C’) de f~! est le symétrique de (C') par rapport a la droite y = 2. On prend ||i]| =
17l = 2cm et on place le point d’inflexion P(1,6; 0,3) (et son symétrique P'(0,3; 1,6) sur (C")). Les
deux courbes se coupent sur y = x au point (a, «).



Examen National 2026 — Sciences Maths A & B (option fr.) NS 24F

’q 7___ Yy=2zx
B — (©):f
— ().
2“,
P'*
1__

Partie 111

2T
1-a) Pour x > 0 on a = < 2z et, sur [z,2z], f(t) > 0 ; donc F(x) = f(t)dt > 0. De plus f est

xr

décroissante, donc pour t € [z,2z] : f(t) < f(x), dou F(z) < - f(z)dt = f(x)(2z — ) = z f(x).

€T

Vz € (0,400, 0<L F(z) <z f(x)

2
x :
1-b) zf(x) = » 0 (croissance comparée). Par encadrement :
et — e T zra+oo
lim F(z)=0
T—>r+00

1-¢c) F(x) est l'aire (en u.a.) du domaine limité par (C), 'axe des abscisses et les droites d’équations
t =x et t =2x. Cette aire tend vers 0 lorsque x — +oc.

2-a) f est continue sur [0, 4+oc[, elle admet donc une primitive ® sur [0, +o00l, et F(z) = ®(2x) — ®(x).
Comme z +— ®(2z) et z +— ®(z) sont dérivables, F' est dérivable sur [0, 4+oc|.

2-b) De F(z) = ®(2z) — ®(z) (avec ® = f) on tire F'(z) = 2f(2z) — f(x). Or e** — e72¢ =
(e* — e *)(e* + e~ "), donc

Ax T 4 —pr—pe %

2/(20) - f(2) = gz — 5 = f(&)-

et —e ¥

L . 4—e¥—et 4ef—e* =1 —(e*—-4e*+1
En multipliant haut et bas par e* : = : — ( . )
et 4 e % e fi] 2 L5

Vz € [0,400], F'(z)= e;{f)l (e** — 4e” + 1)

2-¢) Sur [0,4+o0o[ : f(z) > 0 et e* +1 > 0, donc le signe de F'(x) est I'opposé de celui de P(z) =
e —4e®* +1. Enposant X =e*: X?—-4X +1=0= X =2+ 3. Seul X = 2+ /3 > 1 convient,
soit zg = In(2+ v/3). Comme P(z) = (e* — (2—v3))(e®* = (2+V3)) et e >1>2—+/3 : P(z) < 0 sur
0, zg[ et P(z) > 0 sur |xg, +oc[. Donc F croit puis décroit.

F(In(2+ v/3)) est un extremum (maximum) de F sur [0, 4+o0].
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EXERCICE 2 : Nombres complexes (3,5 points)

On pose m = v2e 0 € R\ {kr/k € Z} (donc sinf # 0).

Partie I

- : __ 9 . 2 2 2
1) L’équation (E,,): mz“—2z+ m =0 a pour somme des racines z; +z2 = —. Or — = —

m m \/2e i

. Yz

V2e? = m. Comme 23 = i 5 1) :
- - m(l—i) 2—(1-12) |m(1+1)
2=M—21=mM 5 =N 5 = 5 .

2) Avecl—i=+2e /4.

m(1—i) _ v3e? Ve [

Z1 = — = | &

2 2

141 on . w
(De méme 29 = i 2+ i) — ei0+7

), et |21| = |Z2| = 1.)

Partie 11
Points A, B, M, My, M, d’affixes a =1, b= —1, m, z1, 23 ; R rotation de centre O et d’angle 3.

1) L’affixe de R(M)) est /22y =iz = e™/210~%) = ¢H0+%) = 2,. Donc |R(M)) = Ma |
m \/§ew

2-a) On calcule P (.

— 264 = 1 + 2, d'ott

Al 1=(1+i)—-1=i€iR* = (MM,) L (OM,).

<1 <1

; m = ;
De méme — = v/2e /4 =1 — i, donc
Z9 )

m — 29

=(1—4)—1=—i€iR* d'ot (MMs) L (OM>).

(MM;) L (OM;) et (MM,) L (OM,)

2-b) OM) = |z1| = [0~ %)| =1 et OMy = |22| = 1. |OM; = OM> =1|
2-c) D'aprés 2-a), m—z; = iz; donc MiM = |m—2z;| = |z1| =1 ;de méme MMy = |m—2zo| = |29| = 1.
Ainsi les quatre cotés sont égaux : OMy, = M\M = MM, = M>0 =1 (losange). Comme l'angle en M,
est droit (2-a), c'est un losange avec un angle droit :

OM; M M> est un carré (de coté 1).

210

3-a) Simplifions h = — €29 Comme —i €2 = sin 20 — i cos 20 et sin 20 = 2sin f cos b :

V2 sin 6

Re(h) sin 26 2sin 6 cos @
] = —
V2 sin# V2 sin#

Donc Re(m — h) = Re(m) — Re(h) = 0.
2i

= V2 cos = Re(m).

—3e : —i &% —i(cos @ +isinf)
/2 4—29 — —

V2 sin 6 V2e sin 6 sin ¢

d'oit Re(1 — hm) = 0.

Ensuite hm = = 1—4 cotan@. Donc 1—hm = i cotan,

Re(m —h) =0 et Re(l—hm)=0

<t
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— 1—-nh
3-b) Posons w = o . Alors
m—+1 m + 1
. (A=-hmm+1)+0Q=h)(m+1)
w4+ w = .

lm + 1|2

Le numérateur vaut (m +m) + 2 — (hm + hm) — (h + h). Or m +m = 2Re(m), h + h = 2Re(h),
him + hm = 2Re(hm). D'aprés 3-a : Re(m) = Re(h) et Re(hm) = 1, donc le numérateur est nul et

w+w=0:
Re(a—h) — |
m + 1

3-c) e Xg a pour affixe b —a = —2 € R* et .MI_’:; a pour affixe h — m. Comme Re(h — m) = 0,

h—m h—
;’) == 2m € iR, donc (MH) L (AB).
— a ——

e MB a pour affixe b—m = —(m+1) et AH a pour affixe h — a. Alors
de partie réelle nulle (3-b), donc (AH) L (MB).

h—a —(a—h) a—h
b—m —(m+1) m+1

(MH) L (AB) et (AH) L (MB)

(Ainsi H est l'orthocentre du triangle ABM .)

M

H {orthocentre)

\

4-a) 29— 21 = it (ei”/4 - e—i"/‘l) = et . 24 sin 7 = iv/2 €. Donc

h  —i e2 /(1/2sin 6) —e'f cotan 6/

B i —# —e~ /4 144
29—21 iv/2 eid ~ 2sinf 2 2’ 29 — 21 iv2 2

En additionnant :

2 2

= %(1 — cotanB) s

h— 21 ( cotan 6 z> 1414

29 — 21

1 h—
4-b) Le nombre 5(1 — cotan @) est réel (car cotanf € R). Donc i

€ R, ce qui signifie que les
22 — 21

vecteurs My H et MM, sont colinéaires.

[ Les points H, M, et My sont alignés (H appartient a la diagonale (M;Ms) du carré).
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EXERCICE 3 : Arithmétique et probabilités (3 points)

Partie 1
A. Equation (F): 5u— 9v =1 dans Z2.

1) Onab5x2—-9x1=10—-9=1, donc|(ug,v0) = (2,1) € N* | est une solution particuliére.

2) Si (u,v) est solution, en retranchant 5-2—-9-1=1: 5(u—2) = 9(v — 1). Comme pged(5,9) = 1,
le théoréme de Gauss donne 9 | (u — 2), donc u = 2 + 9k, puis v = 1 + 5k (k € Z). Réciproquement ces
couples conviennent.

S={(2+9%, 1+5k) /| k€ Z}

3) 50 =52=25=19+6=6 [19]. [5"° =6 [19]|

B. Equation (E) : 22926 =5 [19] dans Z. Soit « une solution.
1-a) Si 19 | z alors 22926 = (0 # 5 [19], absurde. Donc 19 { z, et comme 19 est premier, pged(z,19) = 1

.z et 19 sont premiers entre eux. Par le petit théoréme de Fermat : |z'® =1 [19]|,

1-b) Division euclidienne : 2026 = 18 x 112 4 10. Donc

22026 _ ($18)112 sl =192 .. 10 . .10 19].

Comme 22926 =5 [19] : |z'% = 5 [19] |
1-c) D’apres A, bug — 9vg =1 avec up = 2,v9 =1, soit 10 x 2 =18 x 1 + 2, c.-a-d. 20 = 18 + 2. Donc

220 = 218 . 2% = 2% [19] et 2= (:1:10)2 =5%°=6[19] (car 5* =6).

Par identification : |z* = 6 [19] |

1-d) Comme 5% =25 =6 [19], on a 2% = 52 [19], soit (z — 5)(x +5) = 0 [19]. 19 étant premier :

r=5[19] ou z=-5][19].

2) Recnploquement supposons z = 5 [19] ou z = —5 [19]. Dans les deux cas 22 =25 =6 [19] et 194 z.

Alors 710 = (22)° = 6° [19]. Or

62=36=-2, 6*=(-2)*=4, 6°=4x6=24=15]19).
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2026 —

Donc z'” = 5 et, comme en 1-b), 9=5119].

x est solution de (E) <= z=5[19] ouz = -5 [19] (i.e. z =5 ou z = 14 [19]).

Partie 11

Urne : 100 boules numérotées de 1 a 100. On tire une boule au hasard. V : « le numéro tiré est solution
de (E) »

1) Les numéros solutions (entre 1 et 100) sont ceux =5 ou = 14 [19] :
=5: {5,24,43,62,81,100} (6 valeurs), = 14: {14,33,52,71,90} (5 valeurs),

soit 11 numéros favorables (équiprobabilité) :

p=PV)=-—=|0,11|

2) On répéte n tirages avec remise : schéma de Bernoulli de parameétre p = 0,11. La probabilité de
réaliser V' au moins une fois est 1 — (1 — p)” =1 — (0,89)". On cherche

In(0,05)
In(0,89)

1-(0,89)" >0,95 < (0,89)" < 0,05 < n > ~'25.7.

Nmin = 26 | (en effet (0,89)*° ~ 0,054 > 0,05 et (0,89)*° ~ 0,048 < 0,05).

EXERCICE 4 : Structures algébriques (3,5 points)

(M3(R), 4+, x) anneau unitaire, de zéro O et d'unité I. On pose

1 0 0
M(z) = 1 l—-a2 =z |, E={M(z) /| x € R}.
2 +2%r -z z+1

1) On calcule le produit M(z) x M(y). La 1* ligne de M (x) étant (1,0,0), la 1™ ligne du produit est
(1,0,0). Pour les autres coefficients :

2,1): 2+ Q-2 + 2y + 2y) =2° + v° + 22y = (z + )7,
(2,2): (1—-z)(1-y)—zy=1-(2+y),
2,3):1—2)y+z(y+1) =x+y,

(3,1): (2®+22) —2y’ + (2 + 1)(y° + 2y) = (2 + y)* + 2(z + v),
(3,2): —z(1 —y) —ylz+1) = —(z +y),

(3,3): —zy+(z+1)(y+1)=(xr+y) + 1.

On reconnait exactement la matrice M (x + y) :

V(z,y) € R?, M(z) x M(y) = M(z+7vy)

= ¢(z) X ¢(y). Donc ¢

2-a) Pour ¢(z) = M(x) et tous z,y : p(x +y) = M(x+y) = M(z) x M(y)
)={M(z)/z € R} =E.

est un homomorphisme de (R, +) vers (M3(R), x). Par définition, p(R

@ est un homomorphisme et p(R) = E

2-b) ¢ est un homomorphisme de (R, +4) sur E. On en déduit :
o Stabilité : M(x) x M(y) = M(x+y) € E.
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o Associativité : x est associative dans M3(R), donc dans E.

o Elément neutre : M(0) = I € E (car ¢(0) = I).

o Symétrique : M(z) x M(—z) = M(0) = I, donc (M(z))~' = M(-z) € E.
o Commutativité : M(z) x M(y) = M(x+y) = M(y+x) = M(y) x M(zx).

(E, x) est un groupe commutatif, d'élément neutre I = M (0).

Remarque. L'application M : x +— M (x) est injective (le coefficient (2,3) vaut x), donc M(z) =1 <=
r=0et E\{I}={M(z)/x € R*}.

3) Loi T :V(z,y) € R2, M(z)T M(y) = M(2zy).

3-a) Sur E\{I}={M(z):z # 0} :

o L.c.i.:six#0ety+#0 alors 2zy # 0, donc M(2zy) € E\ {I}.

e Commutativité : M(x)T M(y) = M (2zy) = M(2yx) = M(y) T M(z).

o Associativité : (M(z)TM(y))TM(z) = M(dayz) = M ()T (M(y)TM(z)).

o Neutre : M(z)T M(e) = M(2xe) = M(z) < 2e=1= e =3, soit M(3) € E\ {I}.
o Symétrique : M(x) T M(2') = M(3) <= 2z2' = 5 =2/ = - #0, soit M(4).

(E\ {I},T) est un groupe commutatif, d’élément neutre M(3).

3-b) On dispose de :

e (E. x) groupe commutatif, de neutre « zéro » I (question 2-b) ;
e (E\{I},T) groupe commutatif (question 3-a), avec I # M’(%—) ;
o Distributivité de T' par rapport a X : pour tous 2.y, 2,

M(z)T (M(y) x M(2)) = M(z) T M(y + z) = M(2z(y + 2)) = M (2zy + 2zz),
(M(z)TM(y)) x (M(z)TM(z)) = M(2zy) x M(2zz) = M(2xy + 2x2),

et ces deux résultats sont égaux (la distributivité a droite en découle par commutativité de 7).

[ (E, x,T) est un corps commutatif. ]

4-a) Par récurrence sur n € N*. Initialisation : (M(z))' = M(x) = M(1-z). Hérédité : si (M(z))" =
M (nz), alors

(M(z))"™ = (M(z))" x M(z) = M(nz) x M(z) = M(nz + z) = M((n+1)z).

Vn e N*, (M(z))" = M(nz)

4-b) Soit X € E, donc X = M(z) avec z € R. D’aprés 4-a), X3 = M(3z) et X2 = M(2z). En
soustrayant (terme a terme) :

| 0 0 0 0 0 0
X3 — X% =M(3z) - M(2z) = 9z2 — 422 —r | = 522 -z =z
(922 + 62) — (4z° +4z) —z = bz’ +2x —x =z
L'équation impose donc
(522 =5
—zr=1 Cen
4 : = x = —1 (qui vérifie bien 5-1—2 = 3).
T = —
\5:1:2 +2r =23
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La solution est X = M(—1) :

Vérification : M(—3) — M (—2)

1 0 0
X=M-1)=[1 2 -1
-1 1 0
0 0 O
5 1 —1|. (conforme.)
3 1 -1

FIN de la correction

10



