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Exercice 1 (5 points) 

Le plan est orienté. 

Dans la figure 1 do l'annexe 1 jointe. 

ABC est un triangle équitatéral tel que 

n est un point intérieur au triangle ABC tel que 

^BC?BA j a ^ [2jt], 

AB?Ànj.^[2n]. 

I et J sont les projetés orthogonaux de Q respectivement sur les droites (AB) et ( AC), 

D est le point de la droite (AC) tel que DA - Dfi. 

1) Montrer que ' i2J . iïîD j a ^(2x]. 

2) Soit R - S^DOj o 

a) Justifier que R est la rotation de centre Q et d'angle —. 
3 

b) Soit F = R(J). 

Montrer que F est un point de la demi-droite (ni). Construire le point F. 

3) Soit h l'homothétie de centre n et telle que h(F) = L On pose f = h o R 

a) Vérifier que f(J) = l 

b) Montrer que f est une similitude directe dont on précisera le centre et l'angle. 

c) Calculer 
. îiA f „ • f O 1 

—- et —. On donne sm — = —r- . 
OA QJ ( 1.12 j 2J2 ) 

En déduire que le rapport de f est égal à 1 + >/3. 

4) Soit g la similitude indirecte de centre fi telle que g{J) = l 

a) Montrer que g ■ f o S^j. 

b) Déterminer le rapport de g. 

c) Montrer que l'axe de g est la droite (OD) 

d) Montrer que g - h o S^qqj. 

e) La droite (QD) coupe ta droite(BC) en un point K. On pose K^g^). 

Vérifier que h(K) - K'. Construire alors le point K*. 
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Exercice 2 (3,5 points) 

L'espace est orienté. 

Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube d'arréle 1, F / K 

(a. ÀB. AD. AÉ) est un repère orthonormé direct de l'espace. 

1) a) Montrer que ËC a ÉD -ÂK 

v/2 
b) F^ontrer que l'aire du triangle ECD est égale à —. 

c) Calculer le volume du tétraèdre AECD. 

3 
2) Sort h l'homothétie de centre A et de rapport —. 

<: 
P . 

» : » # • * « 
• « • • i « 
• * 

\ M 

i s % . » 

On pose M - h{D). 

a) Le plan passant par M et parallèle au plan (DCG) coupe les segments | AC] et |AGj 

respectivement en N et P. Montrer que h{C)-N et h(G) = P. 

b) Le plan passant par M et parallèle au plan (ECD) coupe la droite (AE) en un point K. 

Calculer le volume du tétraèdre AKNM, 

3) Soit (S) la sphère de centre le point ' 61 de rayon R 

a) Montrer que la sphère (S) coupe le plan (DCG) suivant un cercle dont on précisera le centre 

et le rayon. 

b) Soit (S*) l'image de la sphère (S) par l'homothétie K 

Montrer que (S*) coupe le plan (MNP) suivant un cercle dont on précisera le centre et le rayon. 

Exercice 3 (4 points) 

1) Soit x un entier non nul premier avec 53. 

a) Déterminer le reste modulo 53 de x52. 

b) En déduire que pour tout entier naturel k, x 52V»1 x (mod 53). 

2) Soit l'équation (E^: x29 « 2 (mod 53). où x e Z. 

Montrer que 29 est une solution de (E^. 

3) Soit x une solution de l'équation (E^. 

a) Montrer que x est premier avec 53. 

b) Montrer que x261 ■ x (mod 53). 

c) En déduire que x ■ 29 (mod 53). 
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4) a) Montrer que 29 = 35 (mod 53). 

b) Donner alors l'ensemble des solutions dans Z de l'équation (Ei) 

5) On considère dans ZxZ l'équation^): 71u-53v = 1. 

a) Vérifier que (3 . 4) est une solution do l'équation (E2). 

b) Résoudre dans ZxZ l'équation (E2). 

6) Résoudre dans 2 le système 
x • 34 (mod 71) 

x29 = 2 (mod 53) 

Exercice 4 (7.5 points) 

Soit f la fonction définie sur (0.+«{ par f (x) = 7e* -1, 

On note (Cf ) sa courbe représentative dans un repère orlhoncrmé |0. i jV 

f {x) 
1) Déterminer lim f(x) et lim Interpréter graphiquement, 

x-*»® x 

f { X ) 
2) a) Montrer que lim i = +oc Interpréter graphiquement. 

x-tO4 x 

ex 

b) Montrer que pour tout x e JO.-kx|. f "(x) = 
2^6*-1 

c) Dresser le tableau de variation de f. 

d) En déduire que ex-1 < Vex -1 . si et seulement si, x<:ln(2). 

3) Montrer que le point B(ln2 . 1) est un point d'inflexion de (Cf ). 

4) Dans la figure 2 de l'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repère |0. i j) la courbe r de 

la fonction x « e*-1. 

a) Etudier la position relative de (Cf) par rapport à f. 

b) Tracer la courbe (Cf ). 

5) Soit g la fonction définie sur par g(x) = tan(x). 

a) Montrer que g réalise une bijection do |o,^ | sur On note g"1 sa fonction réciproque. 

b) Calculer (g-^O) et (g'1)^). 

c) Montrer que g"' est dérivable sur (0.+«{ et que (g M (x) = ——y. 
v ' 1r x2 

-1/ V # 

d) Montrer que lim ^—^ = 1. 
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6) On pose pour loul xc (0.♦-*!(, F(x) = J%(t)dl et G(x) = 2( f(x) - (g 'o f)(x) V 

a) Montrer que pour tout xt j0.+«.(. F^xJaG'jx) 

b) En déduire que pour tout x e |0.■**;(. F(x)-G(x). 

c) Soit A I aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cj la courbe F et les droites 

d'équations x = 0 et x = ln2. Montrerque A - i + in2- — 
2 

7) Soit n un entier naturel tel que n à 2. 

On désigne par fn la fonction déftme sur [ln(n).i-*.[ par in{x) = \lc* - n. 

On note (0,,) sa courbe représentative dans le repère orthonermé (o. ^ jj 

a) Soit G,, la fonction définie sur [in(n).4oo[ par Gn(x)=. if fn(x) - ^ 

Montrer que pour tout x c [ln(n).-M>[ . Gn(x)= [ fr (t) dt 
Jh(«) 

b) Vérifier que pour tout xèln(n). Je* -n < >yex-1. 

En déduire que pour tout x > ln(n). fn (x) s e" -1. 

c) Soit An faire de la partie du plan limitée par la courbe (C,,). la courbe F et les droites 

d'équations x = ln(n) et x = ln(n + 1). Monirerque An = 2 s/n g"1!-L l + lnf—1-1. 
Wnj In + lJ 

d) Déterminer ''f" An- 
fV-»-Ha5 
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